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摘要:针对一类含有完全未知关联项的多输入/多输出非线性系统,提出了输出反馈动态面自适应控制方案,克服
了反推控制中的微分爆炸问题;利用神经网络逼近系统中的未知关联项,对于每个子系统只需对一个参数设计自适
应律;引入性能函数和输出误差变换,跟踪误差信号的收敛速率、最大超调量和稳态误差等控制性能指标均可得到
保证. 理论证明了闭环系统的所有信号半全局一致有界,仿真结果验证了所提方案的有效性.
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Control performance-oriented output feedback dynamic surface control
for a class of interconnected nonlinear systems
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Abstract: An output feedback adaptive dynamic surface control(DSC) scheme is proposed for a class of MIMO non-
linear systems with completely unknown interconnections. In this scheme, the explosion of complexity problem inherent
in traditional backstepping design is eliminated. The radial-basis-function(RBF) neural network(NN) is employed to ap-
proximate the uncertain interconnected items. The advantage is that there is only one parameter needed to be updated
online for each subsystem. Moreover, performance function and output error transformation are introduced to guarantee
the convergence rate of the tracking errors, the allowable maximum overshoot, and the steady-state error, etc. It is proved
that all signals in the closed-loop system are semi-globally uniformly ultimately bounded. Simulation results show the
effectiveness of the proposed scheme.

Key words: dynamic surface control; backstepping control; neural networks; performance function; output error trans-
formation

1 引引引言言言(Introduction)
关联系统是由许多相互作用的子系统构成的较

大规模系统,在许多实际应用中普遍存在. 目前对于
线性关联系统已有较多研究成果[1], 对于非线性关
联系统,现有的分散控制方法一般对子系统的关联
项加以限制, 例如, 假设关联项已知[2], 或被已知的
函数所界定[3],或被部分已知的函数所界定[4]等. 文
献[5]进一步放宽了关联项的匹配限制,利用反推控
制(backstepping control)方法实现了一类具有完全未
知关联项的非线性系统控制问题.但是,该方案需要
对虚拟控制信号进行反复微分, 当系统的相对阶次
较高时,控制律高度复杂、高度非线性.

Swaroop等人在文献 [6]中提出的动态面控制
(dynamic surface control)方法,避免了对非线性函数
的微分, 从而克服了反推控制的“微分爆炸”问题.
文献[7]就一类具有未知常参数但其上界已知的非

线性系统, 给出了一种基于动态面控制的简便化
控制算法. 针对更广泛的非线性不确定系统, 文
献[8]将神经网络引入到动态面控制中,利用神经网
络的逼近能力将模型不确定性转化为对未知参数的

估计,从而实现了动态面控制方法的应用扩展.该类
控制方案中待估计参数的数量依赖于神经元节点数

量,为了提高控制精度有时不得不增加神经元节点,
这往往使控制计算负担变得无法承受.由于低通滤
波器的引入使得动态面控制设计更加灵活, 自适应
动态面控制已在含有死区、时滞、间隙等非线性系

统中得到应用,较新的发展见文献[9]及其参考文献.
与此同时,注意到目前多数动态面控制方法均基

于状态反馈框架, 因而很难应用到只有输出信号可
以测量的对象中. 文献[10]针对一类具有状态独立
不确定性的非线性系统,在线性矩阵不等式凸优化
的框架内设计了一种非线性观测器, 提出了一种基
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于观测器的动态面控制方案.但是该方案中模型不
确定性与观测器误差动态密切相关,当不确定性比
较严重时系统的稳定性将得不到保证.

与动态面控制有关的另外一个问题是过渡过程.
动态面控制引入了低通滤波器, 系统的跟踪误差一
般不再收敛到零, 而是收敛到一个与设计参数有关
的较小残集中, 目前大多数控制方案只能确保一些
渐近性能.然而,在一些工程中系统的瞬变性能往往
比渐近性能更加重要.文献[11]针对一类带有未知非
线性的单输入/单输出(SISO)系统提出了性能函数,
并将性能函数视为跟踪误差信号的约束条件,通过
定义的误差变换把受约束系统等价于一个无约束系

统,进而设计了具有满意过渡过程的控制系统.该方
案基于反推控制方法设计,能够确保控制系统的跟
踪速度和精度等指标,但微分爆炸依然存在,并且使
用两套神经网络,因而具有更多的更新参数.

本文针对一类非匹配不确定性的MIMO非线性
关联系统,从控制性能出发,首先设计性能函数将跟
踪误差信号的收敛速率、最大超调量和稳态误差等

性能指标引入控制设计变量; 然后利用简化的神经
网络逼近不确定性模型; 进而构造滤波器完成了关
联系统不可测状态的估计;最后利用动态面控制技
术设计了具有指定控制性能的输出反馈控制系统.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下一类由m个子系统组成的非线性关联

系统[5]:

Σi :





ẋi,1 = xi,2 + fi,1(y1, · · · , ym),
...

ẋi,ρi−1 = xi,ρi
+ fi,ρi−1(y1, · · · , ym),

ẋi,ρi
= xi,ρi+1 + fi,ρi

(y1, · · · , ym)+
bi,ni−ρi

gi(y1, · · · , ym)ui,
...

ẋi,ni−1 =xi,ni
+fi,ni−1(y1, · · · , ym)+

bi,1gi(y1, · · · , ym)ui,

ẋi,ni
= fi,ni

(y1, · · · , ym)+
bi,0gi(y1, · · · , ym)ui,

yi = xi,1,

i = 1, · · ·,m; n1 + · · ·+ nm = N,

(1)

式中: xi ∈Rni是第i个子系统Σi的状态变量, ui ∈R
和 yi ∈ R分别是子系统Σi的输入和输出; x =
[xT

1 · · · xT
m]T ∈ RN是整个关联系统的状态, y =

[y1 · · · ym]T是 整 个 系 统 的 输 出; fi(y) =
[fi,1(y) · · · fi,ni

(y)]T是关于系统输出信号的未知
光滑函数,代表子系统Σi与其他子系统的关联关系;
gi(y)(6=0)是已知的光滑函数; bi =[bi,0 · · · bi,ni−ρi

]T

是未知的控制增益向量; ρi是子系统Σi的相对阶;整

个系统只有输出信号yi可测量.
本文的控制目标是: 设计自适应控制器,实线系

统(1)的输出y对参考信号yr = [y1,r · · · ym,r]T的跟
踪控制,确保控制系统的跟踪误差具有期望的收敛
速度、最大超调量和稳态误差等控制品质.
未知非线性函数可以通过诸多种类的神经网络

来建模,其中径向基函数神经网络(RBF NN)因具有
简单的线性参数化结构和良好的逼近能力而被广

泛应用[8∼10], 本文使用该方法完成对未知关联项
fi,j(y1, · · · , ym)(i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , ni)的逼
近,方法如下:

f̂i,j(y) = ϑT
i,jψi,j(y), (2)

式中: y ∈ Ωy ⊂ Rm是神经网络的输入, ϑi,j ∈
Rl是权值向量, l为神经网络节点数, ψi,j(y) =
[s1(y) · · · sl(y)]T是径向基函数向量. 径向基函数
sk(y)(k = 1, · · · , l)一般取为高斯函数,即

sk(y) =
1√

2πσk

exp(−‖y − ck‖2

2σ2
k

),

其中: ck ∈ Rm为基函数的中心, σk ∈ R为尺度因子.

引引引理理理 1[12] 定义在紧集Ωy⊂Rm上的连续函数

fi,j(y) :Rm→R,任给正数ε,存在ϑ∗i,j∈Rl,使得

|fi,j(y)− ϑ∗Ti,j ψi,j(y)| 6 ε, (3)

式中ϑ∗i,j是神经网络的最优权值向量,定义如下:

ϑ∗i,j = arg min
ϑi,j∈Rl

{ sup
y∈Ωy

|fi,j(y)− ϑT
i,jψ(y)|}. (4)

ϑ∗i,j一般未知, 使用中可用ϑi,j代替,因而神经网
络的逼近误差可定义为

ωi,j(y) = fi,j(y)− ϑT
i,jψi,j(y). (5)

本文作如下假设:

假假假设设设 1 在区间[0,∞]上, 参考信号yi,r(t)(i =
1, · · · ,m)光滑可测, [yi,r ẏi,r ÿi,r]T ∈ Ωi,r, Ωi,r =
{(yi,r, ẏi,r, ÿi,r) | y2

i,r + ẏ2
i,r + ÿ2

i,r 6 κi},其中κi为已

知正常数.

假假假设设设 2 由未知控制增益组成的多项式Ni(s)
=bi,ni−ρi

sni−ρi+· · ·+bi,1s+bi,0是Hurwitz多项式,其
中bi,ni−ρi

的符号和上界已知, 即存在常数bM
i,ni−ρi

>

0, 使得|bi,ni−ρi
| 6 bM

i,ni−ρi
. 不失一般性, 本文假定

bi,ni−ρi
> 0.

假假假设设设 3 在紧集Ωy⊂Rm上,神经网络逼近误差
ωi,j(y)有界, 满足|ωi,j(y)|6$i,j , 其中$i,j为ωi,j(y)
的最小上界,是未知的正常数.

因此,系统(1)的状态空间形式可以表示为{
ẋi = Aixi+ Φi(y)ϑi+ Bigi(y)ui(t)+ ωi(y),
yi = Cixi,

(6)
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式中:

Ai =

[
0 I(ni−1)

0 0

]
, Φi =




ψT
i,1

. . .
ψT

i,ni


, ϑi =




ϑi,1

...
ϑi,ni


,

Bi =




0(ρi−1)×1

bi,ni−ρi

...
bi,0


, ωi =




ωi,1

...
ωi,ni


, Ci =[1 01×(ni−1)].

注注注 1 假设2中高频增益的上界bM
i,ni−ρi

仅出现在系统

稳定性证明中,并不出现在本文提出的控制律和自适应律

中,因此并未在实质上限制本文所提控制方案的应用范围.

3 输输输出出出反反反馈馈馈动动动态态态面面面控控控制制制系系系统统统设设设计计计(Output
feedback DSC system design)

3.1 状状状态态态估估估计计计(State estimation)
因为系统(1)只有输出信号yi(i = 1, · · · ,m)可测

量, 本文采用文献[13]中的K-filters方法重构系统的
状态,如下:




ξ̇i = Ai,0ξi + Kiyi, ξi(0) = 0,

Ξ̇i = Ai,0Ξi + Φi(y), Ξi(0) = 0,

λ̇i = Ai,0λi + Eni
gi(y), λi(0) = 0,

i = 1, · · · ,m,

(7)

式中: Eni
是ni维单位矩阵中的第ni个列向量, Ki =

(ki,1, · · · , ki,ni
)T是一个常数向量, Ai,0 = Ai−KiCi

是一个Hurwitz矩阵.

为了实现状态估计,继续定义以下动态方程:

υ̇i,j = Ai,0υi,j + Eni−jgi(y)ui,

i = 1, · · ·,m, j = 0, · · ·, ni−ρi,
(8)

式中Eni−j ∈ Rni ,是第ni−j个单位列向量. 进而,根
据式(7), xi可以表示为

xi = (ξi + Ξiϑi +
ni−ρi∑
j=0

bi,jυi,j) + εi, (9)

式中εi = [εi,1 · · · εi,ni
]T为子系统Σi的状态估计误

差,满足

ε̇i = Ai,0εi + ωi(y). (10)

根据文献[13], 知Aj
i,0Eni

= Eni−j , 且有υi,j =
Aj

i,0λi. 因此,状态向量υi,j可通过λi直接获得.

3.2 性性性能能能函函函数数数和和和输输输出出出误误误差差差变变变换换换(Performance
function and output error transformation)[11]

为了实现期望的跟踪控制性能, 以子系统Σi为

例,首先定义输出误差信号

ei = yi − yi,r = xi,1 − yi,r, (11)

其中yi,r是第i个子系统的参考信号. 定义性能函
数pi(·) : R+ → R+−{0}为一个光滑、递减函数,

对于任意t > 0,其满足{
−δipi(t) < ei(t) < pi(t), ei(0) > 0,

−pi(t) < ei(t) < δipi(t), ei(0) < 0,
(12)

其中0 6 δi 6 1.

图1(a)(b)子图分别描述了跟踪误差ei(t)在ei(0)
> 0和ei(0) < 0两种情况下由pi(t)和δi描述的过渡

过程. 由图可知, pi(t)引入了ei(t)的期望收敛速率
的下界, pi(∞) = lim

t→∞
pi(t) > 0代表系统稳定状态

时ei(t)的极限值, δipi(t)限定了系统的超调量,最大
超调量可由δipi(0)表示.

图 1 由性能函数pi(t)和δi描述的控制性能指标

Fig. 1 Control performance indexes described by pi(t) and δi

性能函数可按照如下方法选取:

pi(t) = (pi(0)−pi(∞)) exp(−ait)+pi(∞),

i = 1, · · · ,m,
(13)

其中: ai > 0, exp(−ait)为跟踪误差信号的期望收
敛速率.参数δi ∈ [0, 1],若设定δi = 0可以使得系统
输出无超调跟踪参考信号yi,r.

为了将式(12)所描述的控制性能引入控制系统
设计, 定义误差转换函数Zi(·) : R → R. Zi(·)是
一个光滑、严格递增的可逆函数, 满足ei(t) =
pi(t)Zi(Si,1),具有如下特性:

当ei(0) > 0,





−δi < Zi(Si,1) < 1,

lim
Si,1→−∞

Zi(Si,1) = −δi,

lim
Si,1→+∞

Zi(Si,1) = 1.

(14)
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当ei(0) < 0,





−1 < Zi(Si,1) < δi,

lim
Si,1→−∞

Zi(Si,1) = −1,

lim
Si,1→+∞

Zi(Si,1) = δi.

(15)

因此Si,1可以表示为

Si,1 = Z−1
i (

ei

pi

). (16)

因为Si,1和Zi互为反函数, 从式(14)和式(15)可以看
出: Si,1∈L∞与式(12)等价.
因此,为了实现期望的跟踪控制性能,确保在任

意时刻t > 0总有Si,1∈L∞成立,是控制系统品质保
证的关键.

3.3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
本文采用分散控制的思想,依次对子系统Σi(i =

1, · · · ,m)设计控制器,从而实现对整个系统(1)的控
制.每个控制器需ρi个设计步骤,如下:

Step 1 定义如式(16)所示的动态面变量Si,1,根
据式(11)和式(1), Si,1的导数为

Ṡi,1 = νi(− ṗi

pi

ei + xi,2 + fi,1(y)− ẏi,r), (17)

其中

νi =
1
pi

∂Z−1
i

∂(ei/pi)
. (18)

由pi(·)和Zi(·)的定义知, νi > 0. 因为xi,2不可测量,
由式(9)可得

xi,2 = (ξi,2+Ξi,2ϑi+
ni−ρi∑
j=0

bi,jυi,j,2) + εi,2, (19)

其中: Ξi,2是矩阵Ξi的第2个行向量, υi,j,2是向量υi,j

的第2个分量. 考虑到式(5),进一步可得

Ṡi,1 = νi(− ṗi

pi

ei + ξi,2 + Ξi,2ϑi +
ni−ρi∑
j=0

bi,jυi,j,2 +

εi,2 + ψT
i,1(y)ϑi,1 + ωi,1(y)− ẏi,r). (20)

进而下式成立:

Si,1Ṡi,1 6 νiSi,1(−ṗi

pi

ei+ξi,2+Ξi[2]ϑi+

ni−ρi−1∑
j=0

bi,jυi,j,2+bi,ni−ρi
υi,ni−ρi,2+

εi,2 − ẏi,r) + $i,1|νiSi,1|, (21)

式中: Ξi[2] =Ξi,2+[ψT
i,1 0], $i,1是ωi,1(y)的上界.

运用如下不等式:

|νiSi,1| 6 νiSi,1 tanh(
νiSi,1

κi

) + 0.2785κi, (22)

νiSi,1Ξi[2]ϑi 6
αi,1ν

2
i S2

i,1Ξi[2]Ξ
T
i[2]ϑ

T
i ϑi

2
+

1
2αi,1

,

(23)

νiSi,1εi,2 6 1
2
ν2

i S2
i,1 +

1
2
ε2

i,2, (24)

式中κi, αi,1是正的设计参数,可得

Si,1Ṡi,1 6

Si,1[νi(− ṗi

pi

ei + ξi,2 − ẏi,r) +

ϑT
i ϑi

αi,1ν
2
i Si,1Ξi[2]Ξ

T
i[2]

2
+

ni−ρi−1∑
j=0

bi,jνiυi,j,2 +

bi,ni−ρi
νiυi,ni−ρi,2+$i,1νi tanh(

νiSi,1

κi

)+

1
2
ν2

i Si,1]+
1
2
ε2

i,2+
1

2αi,1

+0.2785$i,1κi. (25)

根据式(7),注意到ui将首先出现在vi,ni−ρi,2的ρi阶导

数中. 定义

θi = [
1

bi,ni−ρi

ϑT
i ϑi

bi,ni−ρi

bi,0

bi,ni−ρi

· · ·
bi,ni−ρi−1

bi,ni−ρi

$i,1

bi,ni−ρi

]T, (26)

ϕi=




(li,1+
ν2

i

2
)Si,1+νi(−ṗi

pi

ei+ξi,2−ẏi,r)
αi,1

2
ν2

i Si,1Ξi[2]Ξ
T
i[2],

νiυi,0,2,
...

νiυi,ni−ρi−1,2,

νi tanh(
νiSi,1

κi

)




, (27)

其中l
i,1是一个正的设计参数.

注注注 2 后面设计步骤中的参数li,j , αi,2, αi,3均假定为

正常数.

运用如下不等式:

Si,1θ
T
i ϕi 6

αi,2S
2
i,1θ

T
i θiϕ

T
i ϕi

2
+

1
2αi,2

, (28)

可得

Si,1Ṡi,1 6−li,1S
2
i,1 + bi,ni−ρi

νiSi,1(υi,ni−ρi,2 +

αi,2Si,1θ
T
i θiϕ

T
i ϕi

2νi

)+
1
2
ε2

i,2+
1

2αi,1

+

bi,ni−ρi

2αi,2

+ 0.2785$i,1κi. (29)

若令βi = θT
i θi, 并视υi,ni−ρi,2为虚拟控制输入,

其期望信号可取为

ῡi,ni−ρi,2 = −αi,2Si,1β̂iϕ
T
i ϕi

2νi

−αi,3νiSi,1, (30)

其中: αi,3是设计参数, β̂i是βi的估计值,其自适应律
为

˙̂
βi = γi(

αi,2S
2
i,1ϕ

T
i ϕi

2νi

− ηiβ̂i), (31)

式中γi, ηi是自适应增益参数.
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为了避免反推控制中对控制信号ῡi,ni−ρi,2的微分

运算, 令ῡi,ni−ρi,2通过如下一个时间常数为τi,2的低

通滤波器,以获得变量zi,2:

τi,2żi,2+zi,2 = ῡi,ni−ρi,2, zi,2(0)= ῡi,ni−ρi,2(0). (32)

Step j(2 6 j 6 ρi−1) 定义第j个动态面

Si,j = υi,ni−ρi,j − zi,j. (33)

由式(8)知, Si,j的时间导数为

Ṡi,j =−ki,jυi,ni−ρi,1+υi,ni−ρi,j+1−żi,j. (34)

视υi,ni−ρi,j+1为虚拟控制输入,其期望信号为

ῡi,ni−ρi,j+1 =−li,jSi,j +ki,jυi,ni−ρi,1+ żi,j. (35)

相似地, 令ῡi,ni−ρi,j+1通过时间常数为τi,j+1的低

通滤波器,便可得到滤波信号zi,j+1:

τi,j+1żi,j+1 + zi,j+1 = ῡi,ni−ρi,j+1,

zi,j+1(0) = ῡi,ni−ρi,j+1(0). (36)

Step ρi 定义第ρi个动态面

Si,ρi
= υi,ni−ρi,ρi

− zi,ρi
. (37)

进而可得

Ṡi,ρi
=−ki,ρi

υi,ni−ρi,1+ υi,ni−ρi,ρi+1+ gi(y)ui −żi,ρi
.

(38)

至此,子系统Σi的控制信号ui出现, ui可设计为

ui =
1

gi(y)
(−li,ρi

Si,ρi
+ki,ρi

υi,ni−ρi,1 −
υi,ni−ρi,ρi+1+żi,ρi

). (39)

子系统Σi(i=2, · · · ,m)的控制器设计步骤同上.

4 控控控制制制系系系统统统分分分析析析(Control system analysis)
本文所提方案引入了低通滤波器,避免了虚拟控

制信号的微分运算, 简化了控制器设计; 与此同时,
不可避免地引入了滤波器误差,定义如下:

λi,j =zi,j−ῡi,ni−ρi,j, i=1,· · ·,m, j =2,· · ·, ρi. (40)

根据式(32)(36)和式(30),下式成立:

żi,j = (ῡi,ni−ρi,j − zi,j)/τi,j = −λi,j/τi,j, (41)

λ̇i,2 = żi,2 − ˙̄υi,ni−ρi,2 =

−λi,2

τi,2

+ {ν̇iSi,1(αi,3 − αi,2

2ν2
i

β̂iϕ
T
i ϕi) +

Ṡi,1(αi,3νi+
αi,2

2νi

β̂iϕ
T
i ϕi)+

αi,2

2νi

˙̂
βiSi,1ϕ

T
i ϕi +

αi,2

νi

Si,1β̂iϕ̇
T
i ϕi} =

−λi,2

τi,2

+Bi,2(Si,1,Si,2,β̂i,λi,2,yi,r,ẏi,r,

ÿi,r, p, ṗ, p̈, εi), (42)

其中Bi,2(·)是一个连续函数.

同理可得

λ̇i,j+1 = −λi,j+1

τi,j+1

+li,jṠi,j−ki,j υ̇i,ni−ρi,1+
λ̇i,j

τi,j

=

−λi,j+1

τi,j+1

+Bi,j+1(Si,1, · · · , Si,j+1, β̂i, λi,2, · · · ,

λi,j+1, yi,r, ẏi,r, ÿi,r, p, ṗ, p̈, εi), (43)

其中Bi,j+1(·), j = 2, · · ·, ρi−1是连续函数.
定义如下紧集:

Ωi,p = {(pi, ṗi, p̈i)
∣∣∣p2

i + ṗ2
i + p̈2

i 6 Υi}, (44)

Ωi,j = {(Si,1, · · · , Si,j, β̃i, λi,2, · · · , λi,j, εi)|
j∑

k=1

S2
i,k +

bi,ni−ρi

γi

β̃2
i +

j∑
k=2

λ2
i,k +

2εT
i Piεi 6 2%i}, j = 2, · · · , ρi, (45)

其中: Υi和%i是待可确定的正常数, Pi是正定对称矩

阵,其定义将在随后给出.注意到Ωi,r×Ωi,p×Ωi,j仍

是紧集,因此|Bi,j(·)|, j = 2, · · · , ρi在Ωi,r × Ωi,p ×
Ωi,j上具有最大值,记为Mi,j .

定定定理理理 1 假设系统(1)满足假设1∼3, 跟踪控制
的性能指标由pi(t), δi给出,在定义的初始紧集Ωi,r×
Ωi,p×Ωi,j上, 存在参数li,j(j = 1, · · · , ρi), τi,k(k =
2, · · · , ρi), ηi, γi, hi, αi,1, αi,2和αi,3(i = 1, · · · ,m)
使得由系统(1)、控制器(39)和自适应律(31)组成的
闭环系统具有如下特性:

1) 预先指定的跟踪控制性能: ei的稳态误差、收

敛速度、最大超调量等,可以得到保证.
2) 闭环系统的所有信号半全局一致有界.

证证证 1) 对于设计的闭环系统, 定义如下
Lyapunov函数:

V =
m∑

i=1

ρi∑
j=1

Vi,j, (46)

其中:

Vi,1 =
1
2
S2

i,1+
bi,ni−ρi

2γi

β̃2
i +

1
2
λ2

i,2 + εT
i Piεi,

Vi,j =
1
2
S2

i,j +
1
2
λ2

i,j+1, j = 2, · · ·, ρi − 1,

Vi,ρi
=

1
2
S2

i,ρi
, (47)

式中: β̃i = β̂i − βi, Pi为一个对称正定矩阵,满足

AT
i,0P + PAi,0 = −hiIni

, (48)

其中hi为已知正数.
易知Vi,1的导数为

V̇i,1 = Si,1Ṡi,1 +
bi,ni−ρi

γi

β̃i
˙̂
βi + λi,2λ̇i,2 −

εT
i (PiAi,0 + AT

i,0Pi)εi + 2εT
i Piωi. (49)

根据式(42)和式(43),可得
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λi,jλ̇i,j 6 −λ2
i,j

τi,j

+ |Bi,jλi,j| 6

−λ2
i,j

τi,j

+
1
2
M 2

i,j +
1
2
λ2

i,j, j = 2, · · · , ρi. (50)

进而,将式(29)(31)(50)和式(48)代入式(49),同时
考虑式(33)(40)进而可得

V̇i,1 6−li,1S
2
i,1+bi,ni−ρi

(νiSi,1Si,2+νiSi,1λi,2−
αi,3ν

2
i S2

i,1) +
1

2αi,1

+
bi,ni−ρi

2αi,2

+
1
2
ε2

i,2 +

0.2785κi$i,1 − bi,ni−ρi
ηiβ̃iβ̂i +

1
2
Mi,2 −

(
1

τi,2

− 1
2
)λ2

i,2 − hiε
T
i εi + 2εT

i Piωi. (51)

继续使用如下不等式:

νiSi,1Si,2 6 αi,3

2
ν2

i S2
i,1 +

1
2αi,3

S2
i,2, (52)

νiSi,1λi,2 6 αi,3

2
ν2

i S2
i,1 +

1
2αi,3

λ2
i,2, (53)

−β̃T
i β̂i 6 −1

2
(β̃2

i − β2
i ), (54)

εT
i Piωi 6 1

4
εT

i εi + ‖Pi‖2‖$i‖2, (55)

其中‖Pi‖, ‖$i‖分别表示矩阵Pi和向量$i的2–范数,
可得

V̇i,1 6−li,1S
2
i,1−(

1
τi,2

− 1
2
− bi,ni−ρi

2αi,3

)λ2
i,2−

bi,ni−ρi
ηi

2
β̃2

i +
bM

i,ni−ρi

2αi,3

S2
i,2−

hi − 1
λmax(Pi)

εT
i Piεi +

1
2αi,1

+
bM

i,ni−ρi

2αi,2

+ 0.2785κi$i,1 +

bM
i,ni−ρi

ηi

2
β2

i +
1
2
M 2

i,2 + 2‖Pi‖2‖$i‖2, (56)

式中: bM
i,ni−ρi

是bi,ni−ρi
的上界值, λmax(Pi)是Pi的最

大特征值.
根据式(34)(35)和式(40), Vi,2的导数为

V̇i,2 = Si,2(−li,2Si,2 + Si,3 + λi,3) + λi,3λ̇i,3 6

−(
li,2−1− bM

i,ni−ρi

2
)
S2

i,2−(
1

τi,3

− 1)λ2
i,3−

bM
i,ni−ρi

2
S2

i,2 +
M2

i,3

2
+

1
2
S2

i,3. (57)

相似地,对于j = 3, · · · , ρi − 1,有

V̇i,j 6−(li,j − 3
2
)S2

i,j − (
1

τi,j+1

− 1)λ2
i,j+1+

M 2
i,3

2
− 1

2
S2

i,j +
1
2
S2

i,j+1. (58)

根据式(38), Vi,ρi
的导数为

V̇i,ρi
= −(li,ρi

− 1
2
)S2

i,ρi
− 1

2
S2

i,ρ. (59)

选择参数ri,令其满足:



li,1 > ri,

li,2 > 1 +
bM

i,ni−ρi

2
+ ri,

li,j > 3
2

+ ri, j = 3, · · · , ρi − 1,

li,ρi
> 1

2
+ ri,

ηi > 2ri

γi

,

hi > 1 + 2λmax(Pi)ri,

1
τi,2

> 1
2

+
bM

i,ni−ρi

2αi,3

+ ri,

1
τi,j

> 1 + ri, j = 3, · · · , ρi,

(60)

则,由式(56)∼(59),下式成立:
ρi∑

j=1

V̇i,j 6 −2ri

ρi∑
j=1

Vi,j + Ci, (61)

其中

Ci =
1

2αi,1

+
bM

i,ni−ρi

2αi,2

+ 0.2785κi$i,1 +

bM
ni−ρi

ηiβ
2
i

2
+

ρi∑
j=2

M2
i,j

2
+ 2‖Pi‖2‖$i‖2.

综上,可得

V̇ =
m∑

i=1

ρi∑
j=1

V̇i,j 6−2r
m∑

i=1

ρi∑
j=1

Vi,j +
m∑

i=1

Ci, (62)

式中r = min{r1, · · · , rm}.

令C =
m∑

i=1

Ci, V (0)=
m∑

i=1

ρi∑
j=1

Vi,j(0),由式(62)显然

可得

0 6 V 6 C

2r
+ (V (0)− C

2r
)exp(−2rt). (63)

任给一正数%=
m∑

i=1

%i,假设V (0)6%,如果使参数

r >
C

2%
, 则有V̇ < 0. 换言之, V是一个不变集. 根据

Lyapunov-Lasalle不变集理论, 式(62)意味着V中的

所有信号,即: Si,1, · · ·, Si,ρi
, λi,2, · · ·, λi,ρi

, β̃i, εi(i =
1, · · · ,m)半全局一致终结有界.

所以可得Si,1 ∈ L∞, 进而由式(12)∼(16)的分析
知,被pi(t), δi所限定的ei的稳态误差、收敛速度、最

大超调量等性能指标均可以得到保证.

2) 证明闭环系统信号的有界性. 因Si,1(i = 1,

· · · ,m)有界, 所以ei有界, 进而由yi,r的有界性可推

出系统输出信号yi有界, 所以式(1)中的光滑函数
gi(y)和fi,j(y)(j = 1, · · · , ni)有界. 考虑到Ai,0是

Hurwitz矩阵, 由式(7)可推出ξi, Ξi有界. 下面证明
υi,j(j = 0, · · · , ni − ρi)的有界性. 根据式(8),可得

υi,j(s) = [(sIni
−Ai,0)−1Eni−j]gi(y)ui. (64)
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υi,j(s)可进一步表示为

υi =




υi,0,1 υi,1,1 · · · υi,ni−ρi,1

υi,0,2 υi,1,2 · · · υi,ni−ρi,2

...
...

. . .
...

υi,0,ni
υi,1,ni

· · · υi,ni−ρi,ni




(65)

︸︷︷︸
υi,0

︸︷︷︸
υi,1

︸ ︷︷ ︸
υi,ni−ρi

令υi,j,k的相对阶次为ρ∗i,j,k, 从矩阵Ai,0的特殊结构

形式易知其满足

ρ∗i,j,k =

{
ni − j − k + 1, j + k 6 ni,

k, j + k > ni.
(66)

注意到式(1)等价于下列微分方程(D =
d
dt

):

Dni(yi) =
ni∑

k=1

Dni−kfi,j(y) +

ni∑
k=ρi

bi,ni−kDni−k[gi(y)ui]. (67)

令Gi(s)=
Gρi

(s)
Ni(s)

,其中Gρi
(s)是一个相对阶次大于

或等于ρi的稳定传递函数, Ni(s) = bi,ni−ρi
sni−ρi +

· · ·+ bi,1s + bi,0是假设2给出的稳定多项式,则可知
Gi(s)是相对阶次大于或等于ni的稳定传递函数. 在
式(67)两边同时乘以Gi(s), 则由yi以及fi,j(y), gi(y)
的有界性可证[gi(y)ui]有界. 这意味着式(??)中所有
相对阶大于或等于ρi的信号有界. 特别地, υi,ni−ρi,1

和υi,ni−ρi,ρi+1有界, 因为根据式(66)其相对阶次分
别为ρi和ρi+1.另一方面,根据式(41), λi,ρi

有界可推

出żi,ρi
有界. 根据式(39), Si,ρi

, υi,ni−ρi,1, υi,ni−ρi,ρi+1

和żi,ρi
有界可证明ui有界, 进而根据式(8)可得υi,j

(j = 0, · · · , ni − ρi)有界. 因为εi有界,由式(9)知系
统状态xi(i=1, · · · ,m)有界. β̃i有界,因而β̂i = β̃i+
βi有界. 综上可得闭环系统的所有信号半全局一致
终结有界. 证毕.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
考虑文献[5]中的双倒立摆模型




Σ1 :





ẋ1,1 = x1,2,

ẋ1,2 =
1
J1

u1 + (
m1gr

J1

− kr2

4J1

) sin x1,1+

kr

2J1

(l − b) +
kr2

4J1

sin x2,1,

y1 = x1,1,

Σ2 :





ẋ2,1 = x2,2,

ẋ2,2 =
1
J2

u2 + (
m2gr

J2

− kr2

4J2

) sin x2,1+

kr

2J2

(l − b) +
kr2

4J2

sin x1,1,

y2 = x2,1,

(68)

其中: y1和y2是两个摆锤的角位移, m1和m2是摆锤

质量, J1和J2是摆锤的转动惯量, r是摆锤高度, k是

弹簧的倔强系数, l是弹簧的自然长度, b是摆杆铰链

的距离, g是重力加速度.控制目标是在以上参数未
知且只有y1和y2可以测量的情况下, 设计控制器u1

和u2使得Σ1和Σ2的输出能够分别跟踪参考信号

y1,r = 0.5 sin 0.5t + 0.5 sin t和 y2,r = sin 0.5t sin t.
期望系统输出信号跟踪速度不小于exp(2.5t), 跟踪
稳态误差不大于0.05.

首先对子系统Σ1, Σ2分别设计如式(7)形式的
K-filters以完成状态估计, 选取K1 = K2 = [3 2]T,

Φi(y)= [ψT
i,1(y) 0;0 ψT

i,2(y)], i=1, 2, ψi,1和ψi,2对

应的RBF神经网络节点数分别取为121和441, 基函
数取为

sk(y) =
1√
2π

exp(−‖y − ck‖2

2
),

其中心ck均匀覆盖[−1, 1]× [1, 1], 进而根据式(31)
(39)设计参数自适应律和控制律.自适应增益: γ1 =
γ2 = 12, η1 = η2 = 0.2; 控制增益: l1,1 = 30, l1,2 =
15, l2,1 = 20, l2,2 =8;设计参数: α1,1 =α1,2 =α2,1 =
α2,2 =0.2, α1,3 =α2,3 =0.75, κ1 =κ2 =0.01. 仿真中,
系统(68)各参数取值如下: m1 = 2 kg, m2 = 2.5 kg,
J1 = 0.5 kg·m2, J2 = 0.625 kg·m2, k = 100 N/m,
r = 0.5 m, l = 0.5 m, b = 0.4 m, 初始条件为: x1,1 =
0.4, x1,2 = 0, x2,1 =−0.3, x2,2 = 0, 低通滤波器取零
初始条件,滤波器常数τ1,2 =τ2,2 =0.05.

根据控制目标,按照式(13)设计如下性能函数:

pi(t) = (0.7− 0.05) exp(−2.5t) + 0.05,

i = 1, 2. (69)

误差转换函数选为

Zi(Si,1) =



1 + δi

π
arctan Si,1− δi − 1

2
, ei(0)>0,

1 + δi

π
arctan Si,1+

δi − 1
2

, ei(0)<0,

i = 1, 2. (70)

关于超调量指标本仿真考虑了一种苛刻情况,即: 设
定δi为零,目的是期望系统输出信号yi无超调跟踪参

考信号yi,r. 仿真结果如图2所示.

由以下仿真结果可看出, 倒立摆的角位移y1,
y2能够指数无超调地跟踪参考信号y1,r, y2,r,在具有
较大初始跟踪误差的情况下,预先给定的跟踪控制
指标仍能得到保证. 与文献[5]相比, 本控制方案避
免了微分爆炸,改善了输出信号的过渡过程,提高了
跟踪精度,达到了预期的控制效果.
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图 2 系统(68)的仿真结果

Fig. 2 Simulation results of the system (68)

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类含有完全未知关联项的MIMO

非线性系统,从控制性能指标出发,首先设计了期
望的跟踪控制指标, 进而利用动态面控制技术提

出了一种输出反馈控制方案, 能够保证跟踪控制
系统具有期望的瞬态和稳态性能. RBF神经网络
实现了对未知关联项的精确逼近, 控制方案无需
对神经网络权值和未知控制增益分别进行自适应
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律设计,只对一个未知量进行在线更新,较大程度
地减轻了计算负担.
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