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摘要:零相差跟踪控制系统增益误差随频率升高而增大,同时零相差跟踪控制器对高频噪声有放大作用. 为了解
决以上问题,本文研究了一种对零相差跟踪控制器增益特性的处理方法. 采用了求解优化问题的思想,通过对优化
目标函数及约束条件的设置,使设计得到的补偿器具有低频段增益误差补偿,高频段增益衰减的性能.文中详细介
绍了补偿器的设计过程,理论推导了参数计算公式. 比较仿真结果表明,所设计的补偿器有效地提高了轨迹跟踪精
度,减小了控制器输出噪声含量,有利于提高运动平稳性,对工程实践具有参考价值.
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Gain-characteristics manipulation technique for
zero phase error tracking controller
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Abstract: In a zero phase error tracking control system, the gain error increases as frequency increases; meanwhile, the
zero phase error tracking control system exhibits amplification to high frequency noises. In order to solve these problems,
a gain-characteristics manipulation method for zero phase error tracking controller is investigated based on the idea of op-
timization. By setting the optimization objective function and restriction conditions, we design the gain error compensator
with gain-compensation in low frequency band and gain-attenuation in high frequency band. The design process is given
in details and the parameter calculation formulas are derived analytically. Simulation results indicate that the designed
compensator effectively increases the tracking accuracy and reduces noise content in controller output, thus, improving the
motion smoothness and providing advantages for engineering applications.
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1 引引引言言言(Introduction)
零相差跟踪控制器(zero phase error tracking con-

troller, ZPETC)是由日本学者M.Tomizuka提出的,用
于解决离散非最小相位系统的轨迹跟踪控制问题[1],
轨迹跟踪分为两种: 已知轨迹的跟踪和未知轨迹的
跟踪, ZPETC主要用于对已知轨迹的跟踪控制[2]. 由
于其实现简单、控制有效,广泛应用于精密加工、激
光切割、光盘硬盘寻址等对轨迹跟踪精度和定位精

度有较高要求的场合[3–4].
ZPETC能够实现对系统相位误差的理想补偿,增

益特性在低频段近似为1, 误差随频率升高而增大.
为了对幅频误差进行补偿,进一步提高控制器的性
能,国内外学者进行了广泛的研究.文献[2]设计了单
一频率的运行轨迹,对ZPETC进行了修正,补偿了该
频率输入时的增益误差;文献 [5]分析了跟踪误差与
被跟踪轨迹之间的关系,通过对误差的预测及施加

相应的补偿,减小了误差的量级,但对被跟踪轨迹有
所限制;文献[6]采用幂级数展开的方法设计补偿器,
根据精度要求选择幂级数的项数,忽略高次项,可将
增益误差限制在任意要求的范围,但实现较为复杂;
文献 [7]采用比较系数法确定补偿器系数,由于试图
对整个频率频率段进行补偿,在补偿器阶数较低时,
补偿后系统的增益特性存在较大的波动,根据文中
结论, 补偿器至少要达到10阶以上; 文献 [8]采用最
优化的方法设计补偿器, 推导了补偿器系数计算公
式,获得了较好的补偿效果.

本文借鉴文献 [8]的最优化思想, 设计了一种考
虑高频段抑制的补偿器, 在对低频段增益误差进行
补偿的同时,对高频噪声有抑制作用,有利于降低系
统运行时的震颤和噪音,使运行更平稳. 本文详细给
出了补偿器的设计过程, 通过比较仿真验证了其有
效性和优越性.

收稿日期: 2011−04−19;收修改稿日期: 2011−08−04.
基金项目: 大科学工程国家航空遥感系统平台项目.
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2 零零零相相相差差差跟跟跟踪踪踪控控控制制制原原原理理理及及及存存存在在在的的的问问问题题题(Zero
phase error tracking control theory and the
problem)
零相差跟踪控制系统的基本结构如图1所示. 设

计ZPETC作用于闭环之前, 使整个系统的输入输出
在全频率范围内的相位差为零. 图中: yd(k)为设计
轨迹, r(k)闭环参考输入, u(k)为反馈控制器输出,
y(k)为系统输出.

图 1 零相差跟踪控制系统结构

Fig. 1 Zero phase error tracking control system structure

2.1 零零零相相相差差差跟跟跟踪踪踪控控控制制制原原原理理理(Zero phase error track-
ing control theory)
设离散化的闭环系统传递函数为

Gc(z−1) =
z−dBc(z−1)

Ac(z−1)
, (1)

式中Bc(z−1)和Ac(z−1)为关于z−1的实系数多项式,
且互质. 满足Ac(0) = 1, Bc(0) 6= 0,即

Bc(z−1) = bc0 + bc1z
−1 + · · ·+ bcmz−m, (2)

Ac(z−1) = 1 + ac1z
−1 + · · ·+ acnz−n. (3)

令

Bc(z−1) = Ba
c (z−1) ·Bu

c (z−1), (4)

其中Ba
c (z−1)包含系统所有渐近稳定的零点, 并且

Bu
c (z−1)包含所有不稳定零点.

Bu
c (z−1) = bu

c0 + bu
c1z

−1 + · · ·+ bu
cpz

−p, (5)

Ba
c (z−1) = ba

c0 + ba
c1z

−1 + · · ·+ ba
cqz

−q. (6)

将零相差跟踪控制器设计为

GZPETC(z) =
zdAc(z−1) ·Bu

c (z)
Ba

c (z−1) · [Bu
c (1)]2

, (7)

式中Bu
c (z)为将Bu

c (z−1)中的z−1替换为z得到,即

Bu
c (z) = bu

c0 + bu
c1z + · · ·+ bu

cpz
p. (8)

在该控制器的作用下,设计轨迹到系统输出的传
递函数为

GP(z) =
Bu

c (z) ·Bu
c (z−1)

[Bu
c (1)]2

. (9)

容易证明,在整个频率段内系统相位差为零.

2.2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
某零相差跟踪控制系统的幅频特性如图2中曲

线1所示,可以看出,误差随频率升高而增大.另一方

面, ZPETC本身可看做一个高通滤波器,且高频段增
益巨大,达到几十分贝,如图3中曲线1所示. 这个性
质会带来两个问题[9]: 一是由于名义模型和实际模
型之间存在误差,当轨迹阶次较低时,存在大量高频
分量,经ZPETC放大后容易激发机械谐振,引起冲击
和残余振动等现象;二是设计轨迹在数字系统中离
散化时引入了高频噪声, 经ZPETC放大后引起系统
执行器输出的震颤和噪音,影响系统运行的平稳性.

文献 [8]设计了一种补偿器, 可以减小系统的幅
频增益误差,如图2中曲线2,但同时也增大了ZPETC
的高频段增益, 如图3中曲线2. 文献 [9]设计了一种
零相差数字低通滤波器, 由于该滤波器对整个频
率段内的幅度增益均有不同程度的衰减, 在抑制
ZPETC高频段增益的同时, 也增大了系统幅频增益
误差,限制了系统对设计轨迹高频分量的跟踪能力.
简单的将两者相结合,只能使其作用相互抵消,不能
得到期望的控制器性能.本文研究了一种考虑高频
段抑制的增益误差补偿器设计方法, 能够同时满足
低频段误差补偿和高频段抑制的要求.

图 2 增益误差补偿前后系统幅频特性
Fig. 2 Amplitude-frequency characteristic of system before

& after gain error compensation

图 3 增益误差补偿前后ZPETC幅频特性
Fig. 3 Amplitude-frequency characteristic of ZPETC before

& after gain error compensation

3 考考考虑虑虑高高高频频频抑抑抑制制制的的的增增增益益益误误误差差差补补补偿偿偿(Gain er-
ror compensation with high frequency atten-
uation)
根据前文所述, ZPETC作用下系统传递函数如

式(9),可以表示为如下形式:

GP(z) =
M∑
i=0

γi · (zi + z−i), (10)

式中M为不稳定零点的个数. 为保证系统零相差的
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特性,设计一种具有零相位延迟的补偿器结构如下:

R(z) =
N∑

k=0

αk · (zk + z−k), (11)

式中N为补偿器的阶数. 补偿后系统的传递函数可
表示为

GP−M(z) = (
N∑

k=0

αk · (zk + z−k)) ·

(
M∑
i=0

γi · (zi + z−i)). (12)

要解决的问题是补偿器系数αk的确定, 采用最
优化的方法,设定优化目标函数为

J = min(
1
2π

w θ2

θ1

|GP−M(ejθ)− 1|2dθ), (13)

式中: θ = ω · Ts, Ts为采样周期,式(13)表示优化的
目标为补偿后系统的传递函数在指定的频率域范

围[θ1, θ2]内,与单位传递函数之差的L2范数最小.

为了保证直流增益为1,加入约束条件:

GP−M(ejθ)|θ=0 = 1. (14)

为了实现对高频段增益的抑制,取S个频率点θ3,
θ4, · · · , θS + 2,满足

θ1 < θ2 < θ3 < · · · < θS+2.

加入约束条件:

GP−M(ejθ)|θ=θi
= 0, i = 3, 4, · · · , S, (15)

即将θ3, θ4等S个频率点处的幅值约束到0. 求解式
(13)–(15)构成的最优化问题,定义Lagrange函数:

Γ (α, λ1, · · · , λS+1) =
1
2π

w θ2

θ1

|GP−M(ejθ)− 1|2dθ +

λ1[GP−M(ejθ)|θ=0 − 1] +
S+1∑
i=2

[λiGP−M(ejθ)|θ=θi+1 ]. (16)

利用式(12),化简后得

Γ = αTA1α− 2γTA2α +
1
2π

w θ2

θ1

dθ +

λ1 · [βT
1 α− 1] +

S+1∑
i=2

λi · βT
i α, (17)

式中:

α = [α0 α1 · · · αN ]T(N+1)×1, (18)

γ = [γ0 γ1 · · · γM ]T(M+1)×1, (19)

A1 =
1
2π

w θ2

θ1

A(θ)TγγTA(θ)dθ, (20)

A2 =
1
2π

w θ2

θ1

A(θ)dθ, (21)

β1 = [AT (θ) · γ] |θ=0 , (22)

βi = [AT (θ) · γ]
∣∣
θ=θi+1 , i = 2, · · · , S + 1 , (23)

其中:

A(θ) = 4 ·




1 cos θ

cos θ cos θ cos θ
...

...
cos(Mθ) cos(Mθ) cos θ

· · · cos(Nθ)
· · · cos θ cos(Nθ)

...
...

· · · cos(Mθ) cos(Nθ)




, (24)

式(17)分别对α, λi(i = 1, 2, · · · , S + 1)微分,令
其值为0,得

∂ Γ

∂α
= 2A1α− 2AT

2 γ +
S+1∑
i=1

λi · βi = 0, (25)

∂ Γ

∂λ1

= βT
1 α− 1 = 0, (26)

∂ Γ

∂λi

= βT
i α = 0, i = 2, 3, · · · , S + 1. (27)

求解由以上S + 2个等式构成的方程组, 分别以
βiA

−1
1 左乘式(25), 代入式(26)–(27)的结论, 消去α,

得到关于λi的方程组:


βT
1

βT
2

...
βT

S+1



·A−1

1 [β1 β2 · · · βS+1]




λ1

λ2

...
λS+1




=

2




βT
1 A−1

1 AT
2 γ

βT
2 A−1

1 AT
2 γ

...
βT

S+1A
−1
1 AT

2 γ



− 2




1
0
...
0




. (28)

令

β = [β1 β2 · · · βS+1 ](N+1)×(S+1), (29)

λ = [λ1 λ2 · · · λS+1 ]T(S+1)×1, (30)

C = [1 0 · · · 0]T(S+1)×1, (31)

得

βTA−1
1 βλ = 2βTA−1

1 AT
2 γ − 2C. (32)

求解式(32),得到计算λ的表达式为

λ = (βTA−1
1 β)−1 · (2βTA−1

1 AT
2 γ − 2C). (33)

根据式(25)可以得

α = A−1
1 AT

2 γ − 1
2
A−1

1 βλ. (34)

将式(34)代入λ的表达式(33),得到计算α的表达式:

α = A−1
1 AT

2 γ −A−1
1 β(βTA−1

1 β)−1 ·
(βTA−1

1 AT
2 γ − C). (35)
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式(35)为满足约束条件时补偿器系数的最优解,
式中α, γ, A1, A2, β, C的定义分别如式(18)–(21)(29)
(31)所示.
在设计补偿器时,高频段幅度为0的约束条件的

个数应小于补偿器的阶数,即S < N . 因为补偿器的
阶数越高,对频率域特性进行调整时灵活性越高,能
够满足更多的约束条件.若补偿器的阶数过低,会使
设计得到的补偿器为了满足高频段滤波性能而牺牲

了低频段补偿的性质, 无法兼顾高频段滤波和低频
段误差补偿两方面的要求.

对某系统设计5阶补偿器,设计时选择优化区间
为[0, 0.25π], 高频段0幅度约束的频率点选择0.7π,
0.8π, 0.9π,补偿前后系统幅率特性的低频段和高频
段分别如图4–5所示. 补偿前后ZPETC频率特性见
图6. 可以看出,所设计的补偿器实现了要求的低频
段增益误差补偿,高频段滤波的性能. 0–100 Hz范围
内, 在约50 Hz处增益误差达最大值, 约为−0.05 dB.
加入补偿器后ZPETC高频段增益减小了约40 dB.

α = [0.2844 0.3342 − 0.0351

− 0.1072 − 0.0033 0.0269]T. (36)

图 4 补偿前后系统幅频特性(低频段)
Fig. 4 Amplitude-frequency characteristic of system before

& after compensation (low frequency)

图 5 补偿前后系统幅频特性(高频段)
Fig. 5 Amplitude-frequency characteristic of system before

& after compensation (high frequency)

图 6 补偿前后ZPETC幅频特性
Fig. 6 Amplitude-frequency characteristic of ZPETC before

& after compensation

4 比比比较较较仿仿仿真真真(Comparative simulation)
为了验证所提出的ZPETC增益特性处理技术的

有效性,在Matlab/Simulink平台进行了比较仿真. 设
被控系统传递函数为

G =
1

0.01s2 + 0.2s
. (37)

闭环反馈采用比例控制方式,比例系数KP = 3.
以采样周期1 ms对闭环系统离散化,设计ZPETC为

GZPETC =
1678z2 − 1633z − 1700 + 1656z−1.

(38)

利用式(35)计算,得到5阶补偿器系数如下,相关
设计参数和幅频特性如前一节所述.

4.1 误误误差差差补补补偿偿偿(Error compensation)
设输入轨迹yd为正弦函数,幅值为1. 当频率分别

为10 Hz和50 Hz时, 补偿前后轨迹跟踪误差分别如
图7和图8所示. 可以看出, 输入10 Hz时两种情况下
轨迹跟踪相对误差接近, 均为0.3%左右. 随着频率
升高. 未加补偿的ZPETC控制下,轨迹跟踪误差显著
增大,输入50 Hz时,增大到约3%,加入补偿后,误差
保持在约0.5%. 根据前文分析, 补偿后的系统在0–
100 Hz范围内, 在约50 Hz处具有最大增益误差, 因
此输入轨迹在该频率段范围内时, 最大轨迹相对误
差约为0.5%.

图 7 补偿前后轨迹跟踪误差比较(10 Hz输入)
Fig. 7 Tracking error comparison before & after

compensation (10 Hz input)

图 8 补偿前后轨迹跟踪误差比较(50 Hz输入)
Fig. 8 Tracking error comparison before & after

compensation (50 Hz input)

4.2 噪噪噪声声声抑抑抑制制制(Noise suppression)
设输入轨迹yd为幅值1,频率1 Hz的正弦函数,叠

加±5 × 10−5范围内均匀分布随机噪声. 图9(a)为原
始ZPETC控制下闭环反馈控制器的输出u(k), 可以
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看出经过ZPETC放大后, u(k)叠加有明显的高频噪
声. 图9(b)为采用文献 [8]的方法设计的增益误差补
偿器作用下的情况, 由于该补偿器对ZPETC的增益
有进一步放大的作用(如图3),导致噪声幅度进一步
增大.图9(c)为采用本文设计的高频段抑制的误差补
偿器作用下的反馈控制器输出,可以看出,该补偿器
在实现增益误差补偿的同时, 对高频噪声也具有一
定的抑制作用,噪声幅度小于以上两种情况.

图 9 反馈控制器输出比较

Fig. 9 Feedback controller output comparison)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文采用最优化的思想, 设计了一种具有高频

抑制特性的ZPETC增益误差补偿器, 用以解决零
相差跟踪控制系统增益误差随频率升高而增大以

及ZPETC对高频噪声放大的问题.比较仿真结果表
明,所设计的补偿器明显减小了系统轨迹跟踪误差,
提高了控制精度,并减小了控制器输出的噪声含量,
有利于提高运动平稳性. 补偿后的系统优于未补偿
和只考虑增益误差补偿时的情况. 文中详细的给出
了设计过程,理论推导了参数计算公式,对工程实践
具有参考价值.
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