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摘要:本文针对可延迟供货的冷轧生产系统,建立了以最小化库存成本、拖期惩罚和启动成本为目标的多阶段生
产库存模型,模型中充分考虑了工序不允许停机的情况以及计划与调度之间的一致性问题.同时开发了基于变量分
离的有效拉格朗日松弛求解算法,并使用120个基于实际生产数据的算例进行了仿真实验,计算结果显示该算法能
够在合理的时间内得到高质量的解.
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Modeling and optimization for a cold rolling production-inventory
problem with backlogging
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Abstract: For the cold rolling production system with backlogging, a multi-stage production-inventory model is devel-
oped to minimize overall inventory costs, tardiness penalties and setup costs with the fully consideration of unallowable
shutdown on some operations and the consistency between planning and scheduling. An effective Lagrangian relaxation
approach based on variable splitting is proposed to solve the problem. A numerical experiment composed of 120 instances
is designed based on the actual production data from the cold rolling mill. Computational results show that high quality
solutions can be found in a reasonable time.

Key words: inventory; production planning; combinatorial optimization; Lagrangian relaxation; variable splitting

1 引引引言言言(Introduction)
生产库存问题本质上属于生产批量问题,作为运

作管理中的一类经典研究问题生产批量问题一直受

到学术界和工业界的高度关注, 大量研究成果随之
产生. 尽管如此, 到目前为止关于钢铁生产库存问
题的研究成果仍十分有限. Gao和Tang[1–2]针对大型

钢铁企业的原料采购问题分别建立了多目标线性规

划模型和单目标混合整数规划模型. Liu等[3]建立了

钢板生产多目标合同计划模型. Zhu等[4]提出了用于

改进炼钢–连铸生产计划效率和性能的新优化模型.
Witt和Voβ[5]介绍了应用简单数学模型解决德国钢

铁企业中长期生产计划问题的方法.
虽然上述研究成果能够为钢铁生产库存问题的

建模与求解提供良好的借鉴,但仍具有一定的局限
性:

1) 考虑的生产环境相对比较简单, 很少有人考
虑冷轧实际生产过程中复杂的工艺要求.

2) 未考虑生产库存计划与调度之间的协调一致
性问题,降低了研究成果的可应用性.

3) 研究大多考虑的是不允许拖期生产的情况.
因此本文选取典型的冷轧生产系统作为研究背

景, 针对需求允许延迟满足的钢铁生产库存问题进
行了研究,目标是在考虑计划与调度的一致性的基
础上, 在满足物料平衡、能力限制及其他生产实际
要求的条件下最小化所有相关成本.
2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
本文所研究的冷轧生产系统由图1中的8道工序

构成,该冷轧系统中的物流沿着图1中箭头的方向移
动. 各工序的序号标注在相应的矩形框中, 满足任
意工序的序号不低于其前序的序号. P1, · · · , P8表

示8种可以销售的产成品,其对应的生产工艺路线标
注在相应的椭圆形框内.三角形表示库存,其中的数
字为仓库的序号.图1按照冷轧生产系统中的实际存
储情况对各仓库进行了编号.
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图 1 冷轧生产流程图

Fig. 1 The production flowsheet of the cold rolling mill

3 带带带有有有延延延迟迟迟满满满足足足的的的 多多多阶阶阶段段段生生生产产产库库库存存存模模模型型型

(Mathematical formulation of the multistage
production-inventory problem with backlog-
ging)

3.1 假假假设设设(Assumptions)
本文在建立生产库存计划模型的过程中使用

了下列假设: 1) 时间的基本单位为天, 决策区间
为[T1, T2]. 2) 产成品交货期的范围为[t1, t2], t1 6
T1, t2 > T2,即: 决策区间内的生产可以用于满足
此区间外的需求. 3)生产模式为按订单生产,产成
品的需求已知且不按时间段进行划分. 4)允许缺
货,未满足的需求可以拖期完成. 5)在正常生产条
件下,某些工序不允许停机. 6)每种产品只具有一
条生产工艺路线, 且只有一个紧接前序和一个紧
接后序. 7)采购工序的序号为“0”.

3.2 符符符号号号(Parameters)
参参参数数数:
N—–产品集合,用i指代其中的元素;

PN—–仓库的总数;

F—–工序集合,令k表示集合中元素的序号;

FK1—–F的子集,在正常生产情况下必须连续
生产的工序集合;

FK2—–FK1的补集, 即无需进行连续生产可
随时停机的工序集合;

FK3—–F的子集,因制定工序调度的需要而有
严格原料储备量限制的工序集合;

J—–产成品集合;

Gi—–产成品i的交货期, i ∈ J ;

J1—–J的子集,交货期在T1之前的产成品集合,

即J1 = {i ∈ J |Gi < T1 };

J2—–J的子集,交货期在T1与T2之间的产成品

集合,即J2 = {i ∈ J |T1 6 Gi 6 T2 };

J3—–J的子集,交货期在T2之后的产成品集合,
即J3 = {i ∈ J |Gi > T2 };

Di—–产成品i的需求, i ∈ J ;

Li—–用于生产产品i的工序, i ∈ N ;

MAk—–工序k的产品集合, k ∈ F ;

MBk—–需要工序k加工的原料产品集合, k ∈
F ;

mk—–工序k的产品类型数, k ∈ F ;

PJkj—–工序k的第j类产品集合,即MAk的第j

个子集, j =1, · · · ,mk,这里
⋃

j=1,··· ,mk

PJkj =MAk,

PJkj1∩PJkj2 = ∅, j1 6= j2, j1, j2 ∈ {1, · · · ,mk},
k ∈ F ;

Rkt—–工序k在时间t内的可利用生产时间, k

∈ F , T1 6 t 6 T2;

v avek—–工序k的平均小时产量, k ∈ F ;

vki—–工序k生产产品i的小时产量, k ∈ F , i ∈
MAk;

lead—–采购来的热轧钢卷在加工前至少要在
原料库中存储的时间;

LPk—–在工序k上, 为编制当天的工序调度前
一天必须储备的原料产品量为该工序当天平均产

能的最少倍数, k ∈ FK3;

Ai—–产品i的紧接后序, i ∈ N ,这里将产成品
的紧接后序设为0;

Bi—–产品i的前序集合, i ∈ N ,这里设工序1的
原料的前序集合为空集;
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rk—–在工序k上生产单位产品所需的原料产

品量,即工序k的投料比, k ∈ F ;

hi—–产品i的单位库存成本, i ∈ N ;

PIi—–第i个仓库中所存储的产品集合, 1 6
i 6 PN ;

bi—–产品 i的初始库存量, i ∈ N , 即 bi =
Ii,T1−1;

wi—–第i个仓库中所存储钢卷的平均单重,
1 6 i 6 PN ;

Qi—–第 i个仓库中可使用的库位数, 1 6 i 6
PN ;

Skj—–生产PJkj中的产品所引起的固定启动

费用, k ∈ F , j = 1, · · · ,mk;

M1—–对于J1中产品的单位拖期惩罚,这里令:

M1 > ‖F‖max
i∈N

{hi}·max
j∈J1

{Dj}max
k∈F

{rk}·(T2 − T1t);

M2—–对于J2中产品的单位拖期惩罚,这里令

M2 > ‖F‖ ·max
i∈N

{hi} ·max
j∈J2

{Dj} ·max
k∈F

{rk} ·
(T2 −min

j∈J2

{Gj});

M3—–一个非常大的正整数, 这里令: M3 >
a ·max

k∈F
{rk} ·

∑
i∈J

Di.

决决决策策策变变变量量量:

xit—–产品i在时间t内的生产/采购量, i ∈ N ,
T1 6 t 6 T2;

Iit—–产品i在t时间末的库存水平, i ∈ N , T1 6
t 6 T2;

ykjt—– 0–1变量,该变量的值为1当且仅当在时
间t内生产了PJkj中的产品. 这里将yk,j,T1−1初始

化为0, k ∈ F , j = 1, · · · ,mk, T1 6 t 6 T2; zkjt ={
1, yk,j,t−1 = 0且 ykjt = 1,

0, 其他,
k ∈ F , j = 1, · · · ,

mk, T1 6 t 6 T2.

3.3 数数数学学学模模模型型型(Mathematical model)
本文所研究的生产库存问题可以描述为

(P):
min
CP ≡
∑

i∈J1

T2∑
t=T1

M1(Di−Ii,t)+
∑

i∈J2

T2∑
t=Gi

M2(Di−Iit) +

∑
i∈N

T2∑
t=T1

hi

2
(Ii,t−1 + xit + Iit) +

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

Skj · zkjt +

∑
j∈J3

(
∑

i∈Bj

Ii,T2(Gj−T2)hi+Ij,T2(Gj−T2)hj).

(1)

满足约束:{
Ii,t−1 + xit − Iit = rLj · xjt,

∀i ∈ N\J, j = Ai, T1 6 t 6 T2,
(2)

Ii,t−1 + xit − Iit = 0, ∀i ∈ J, T1 6 t 6 T2, (3)

Ii,T2 6 Di, ∀i ∈ J, (4)

Iit >
t∑

t1=t−lead+1

xit1 , ∀i∈PI1, T1 6 t6T2, (5)




∑
i∈PJkj

xit 6 M3 · ykjt,

∀k ∈ F, j = 1, · · · ,mk, T1 6 t 6 T2,

(6)

{
ykjt − yk,j,t−1 6 zkjt,

∀k ∈ F, j = 1, · · · ,mk, T1 6 t 6 T2,
(7)

∑
i∈MAk

xit

vki
= Rkt, ∀k ∈ FK1, T1 6 t 6 T2, (8)

∑
i∈MAk

xit

vki
6 Rkt, ∀k ∈ FK2, T1 6 t 6 T2, (9)





∑
i∈MBk

Iit > LPk ·Rk, t+1 · v avek,

∀k ∈ FK3, T1 6 t 6 T2,

(10)

∑
j∈PIi

Ijt 6wi ·Qi, 16 i6PN, T1 6 t 6 T2, (11)

xit, Iit > 0, ∀i ∈ N, T1 6 t 6 T2, (12)

ykjt ={0, 1}, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2,

(13)

zkjt ={0, 1}, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2.

(14)

目标函数(1)明确要求最小化库存成本、启动
成本以及拖期惩罚. 约束(2)和(3)用于确保满足产
品的依赖需求. 约束(4)要求产成品的产量不超过
它们的需求. 约束(5)要求热轧卷在使用前必须至
少冷却lead天.约束(6)说明如果在时间t内生产集

合PJkj中的任一产品, ykjt必须取值为1. 约束(7)
确保在某工序上生产新类型的产品时, 产生相应
的启动费用. 约束(8)反映了集合FK1中的工序是

以连续的方式进行生产的. 约束(9)强调生产必须
在可利用的时间内进行. 为了保持计划与调度的
一致性,约束(10)按照制定工序调度的要求给出了
集合FK3中各工序原料储备量的下限.约束(11)表
示库存能力限制.约束(12)–(14)定义了变量的取值
范围.
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4 变变变量量量分分分离离离和和和拉拉拉格格格朗朗朗日日日松松松弛弛弛(Variable split-
ting and Lagrangian relaxation)

4.1 变变变量量量分分分离离离(Variable splitting)
利用新的变量集合{y1

kjt = ykjt}, {z1
kjt = zkjt}

重新构造问题(P):
(VP):

min CVP ≡
∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

Skjz
1
kjt+

∑
i∈N

T2∑
t=T1

hi

2
(Ii,t−1+xit+Iit) +

∑
i∈J1

T2∑
t=T1

M1(Di−Ii,t)+

∑
i∈J2

T2∑
t=Gi

M2(Di−Iit) +
∑

j∈J3

(
∑

i∈Bj

Ii,T2(Gj − T2)hi +

Ij,T2(Gj − T2)hj). (15)

满足约束(2)–(5)(8)–(14)及

ykjt =y1
kjt, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2, (16)

zkjt =z1
kjt, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2, (17)





∑
i∈PJkj

xit 6 M3y
1
kjt,

∀k ∈ F, j = 1, · · · ,mk, T1 6 t 6 T2,

(18)

{
y1

kjt − y1
k,j,t−1 6 z1

kjt,

∀k ∈ F, j = 1, · · · ,mk, T1 6 t 6 T2,
(19)

06y1
kjt 61, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2,

(20)

06z1
kjt 61, ∀k∈F, j =1, · · · ,mk, T1 6 t6T2.

(21)

4.2 拉拉拉格格格朗朗朗日日日松松松弛弛弛(Lagrangian relaxation)
1) 松弛问题的建立: 借助拉格朗日乘子{ukjt}

和{µkjt}将约束(16)和(17)松弛到目标函数中, 可
以得到下面的松弛问题:

(LR):
min CLR ≡

∑
i∈J1

T2∑
t=T1

M1(Di−Ii,t)+

∑
i∈J2

T2∑
t=Gi

M2(Di−Iit) +

∑
i∈N

T2∑
t=T1

hi

2
(Ii,t−1+xit+Iit)+

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

Skjz
1
kjt+

∑
j∈J3

(
∑

i∈Bj

Ii,T2(Gj − T2)hi +

Ij,T2(Gj − T2)hj) +

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

µkjt(ykjt − y1
kjt) +

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

ukjt(zkjt − z1
kjt). (22)

满足约束(2)–(5)(8)–(14)(18)–(21).
2) 松弛问题的分解: 按照变量类型能够将松

弛问题LR分解为两个独立的子问题: LR1和LR2.
(LR1):
minCLR1 ≡

∑
i∈N

T2∑
t=T1

hi

2
(Ii,t−1 + xit + Iit) +

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

(Skj −ukjt)z1
kjt −

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

µkjty
1
kjt +

∑
i∈J1

T2∑
t=T1

M1(Di − Ii,t) +

∑
i∈J2

T2∑
t=Gi

M2(Di − Iit) +
∑

j∈J3

(
∑

i∈Bj

Ii,T2(Gj − T2)hi +

Ij,T2(Gj − T2)hj). (23)

满足约束(2)–(5)(8)–(12)(18)–(21).
(LR2):

min CLR2 ≡
∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

µkjt · ykjt +

∑
k∈F

mk∑
j=1

T2∑
t=T1

ukjt · zkjt. (24)

满足约束(13)–(14).
3) 子问题求解：
求解子问题LR1:
由于子问题LR1是一个典型的线性规划模型,

所以可直接使用标准线性规划软件包OSL进行求
解.
求解子问题LR2:
Step 1 如果ukjt >0,则ykjt =0;否则, ykjt =1.
Step 2 如果ukjt >0,则zkjt =0;否则, zkjt =1.
4) 最优乘子的确定.
问题LR中的最优乘子即为下述拉格朗日对偶

问题的最优解:
(LD):

max CLD(ukjt, µkjt) ≡ min CLR. (25)

满足约束(2)–(5)(8)–(14)(18)–(21).

4.3 构构构造造造可可可行行行解解解(Construction of a feasible solu-
tion)

Step 1 以子问题LR1的最优解作为初始解.
Step 2 对于每一个变量ykjt,如果y1

kjt > 0,令
ykjt = y1

kjt = 1;否则,令ykjt = y1
kjt = 0.
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Step 3 对于每一个变量zkjt,如果y1
k,j,t−1 =0,

y1
kjt =1,令zkjt =z1

kjt =1;否则,令zkjt =z1
kjt =0.

Step 4 停止.所得到的{Iit, xit, y
1
kjt, z

1
kjt, ykjt,

zikt}即为原问题的一个可行解.

4.4 次次次梯梯梯度度度算算算法法法(Subgradient algorithm)
初初初始始始化化化:
令m = 0; CU

VP = +∞; CL
VP = 0; u0

kjt = 0,
µ0

kjt = 0, ∀k ∈ F , j = 1, · · · ,mk, t ∈ T , 其
中m表示迭代代数, {um

kjt}和{µm
kjt}表示第m次迭

代中所使用的拉格朗日乘子, CU
VP和CL

VP分别是函

数CVP的上界和下界.
重复Step 1–Step 3:
Step 1 计算拉格朗日松弛问题LR的最优解.
Step 2 构造可行解.
Step 3 更新拉格朗日乘子.
直到满足下面的任一条件:
1) (CU

VP − CL
VP)/CL

VP < ζ, 其中ζ > 0是一个
非常小的正数;

2) m >最大迭代代数.

4.5 实实实验验验结结结果果果(Numerical results)
本文采用了120个基于冷轧实际生产数据产生

的测试问题对上述算法的性能进行了评估, 并选
用对偶间隙(CUB − CLB)/CLB作为衡量解质量的

标准, 其中: CUB表示原问题的上界, 而CLB表示

下界. 上述算法对于不同模型问题的性能和所需
运行时间列于表1中,计算结果显示:

表 1 算法的计算结果
Table 1 Computational results of the algorithms

时间段数× 平均对偶 平均运行
序号

产成品数 间隙/% 时间/s

1 7 × 60 0.004798 31.523000
2 7 × 140 0.005133 145.982000
3 7 × 220 0.003459 365.476000
4 14 × 60 0.000499 3.372000
5 14 × 140 0.001170 850.592000
6 14 × 220 0.000747 48.656000
7 21 × 60 0.000090 10.341000
8 21 × 140 0.000319 71.680000
9 21 × 220 0.000309 181.466000
10 28 × 60 0.000026 23.598000
11 28 × 140 0.000114 181.732000
12 28 × 220 0.000170 413.950000

平均值 0.001403 194.030700

1) 平均对偶间隙为0.001403%,说明算法对于
所有情况都很有效.

2) 实验中出现的最小和最大对偶间隙分别为
0.000026%和0.005133%,确保了算法的稳定性.

3) 计算时间随着产品数的增加而显著延长.
因为当产品数增加时,产生了更多的变量,所以需
要消耗更多的时间.

4) 对偶间隙随着时间段数的增加而降低. 这
说明算法的性能对于决策区间的长度非常不敏感.

5) 总体上来说,算法能够在较短的计算时间内
获得非常好的近优解,因此具有良好的应用前景.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文旨在为钢铁企业制定生产库存管理决策

提供理论依据与技术支持. 首先提出了用于最小
化由库存持有成本、拖期惩罚和启动成本构成的

生产总成本的混合整数规划模型. 为了求解这一
问题, 开发了基于变量分离的拉格朗日松弛求解
算法, 在获得问题下界的同时为构造可行解的启
发式算法奠定了基础. 为了验证算法的有效性,采
用了120个基于冷轧实际生产数据所产生的算例
对算法的性能进行了测试, 实验结果显示该算法
能够在合理的时间内得到高质量的解. 此外,本文
的研究成果具有良好的通用性, 能够直接或经过
简单修改应用于解决其他流程工业中的实际生产

库存问题.
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