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摘要:为了改善分布式传感器网络的估计性能,提出了一种基于状态预测一致的滤波算法. 在对局部估计值进行
一致化处理的基础上,重点研究了利用邻居节点前一时刻的估计值对当前局部状态预测值进行修正来提高估计精
度.给出了一种一致性增益的选择方法,利用李雅普诺夫方法得到了算法收敛的充分条件,并讨论了影响算法收敛
速度的因素.仿真结果表明了算法的有效性,并发现节点度较大的传感器在网络估计中发挥着重要作用,可通过调
整这类节点的一致性系数来改善算法性能.
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Consensus-based distributed filtering algorithm in sensor networks

WANG Chang-cheng, QI Guo-qing, LI Yin-ya, SHENG An-dong
(School of Automation, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing Jiangsu 210094, China)

Abstract: To improve the estimation performances in distributed sensor networks, we propose a filtering algorithm
based on state prediction consensus. On the basis of the consistent treatment of the local estimate, it updates the local
predicted value by using the previous estimates of neighbors to improve the estimation accuracy. We propose a method
for choosing the consensus gain, and present, by using the Lyapunov method, a sufficient condition for the convergence
of the algorithm. Factors which may affect the convergence rate are discussed. A numerical example is given to illustrate
the usefulness of the proposed algorithm. Nodes with high degrees play an important role in the filtering. By adjusting
consensus coefficients of these nodes, we can improve estimation performances.
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1 引引引言言言(Introduction)
传感器网络的分布式状态估计,可广泛用于目标

跟踪、工业设备监控、环境监测以及危险区域搜救

等领域,受到越来越多学者的关注,成为当前研究的
热点领域之一[1–3]. 在分布式状态估计机制中,网络
中的每个节点只能与其邻居节点进行通讯,通过局
部的信息传递和融合获得被观测状态量的更高精度

估计.
一致性算法是解决传感器网络分布式融合问题

的一个有效工具. 2004年, Olfati-Saber和Murray[4]针

对无向图和平衡图从控制理论的角度建立了解决一

致性问题的理论框架. 近年来,学者们从不同的角度
对网络系统的一致性问题进行了广泛的研究,包含
了群集控制[5]、多车辆系统队形控制[6]、无人机协作

跟踪[7]、分散调度[8]等. 2005年, Spanos等[9]首先将

一致性算法用于解决分布式估计问题, 使网络中
的每个节点都能够跟踪所有节点观测量的平均值,
即“动态平均一致性”. 随后Olfati-Saber等[10–12]利

用线性代数、频域分析和李雅普诺夫方法比较系

统地研究了一致性分布式估计问题. 2009年Olfati-
Saber[12]研究了最小均方估计误差意义下的卡尔曼

一致性滤波算法,为解决该算法中协方差更新不适
于分布式计算的问题,该文给出了一种次优算法,并
对其收敛性进行了分析. 在此基础上Stankovic等研
究了网络拓扑切换下的分布式估计问题[13],算法通
讯量小于文献 [12]所给出的算法, 但估计误差较大,
且很难根据收敛条件选取算法中的参量. 2010年王
帅等[14]研究了有观测数据随机丢失时的分布式滤

波算法,发现可通过控制起“领导”作用的传感器的
丢包率来减小丢包对整个网络系统的影响. 2011年,
针对H∞指标约束问题, Ugrinovskii设计了一种分布
式鲁棒滤波算法[15],用线性矩阵不等式的形式给出
了该算法收敛的充分条件.

本文提出了一种基于状态预测一致的分布式滤

波算法. 首先利用李雅普诺夫稳定性理论给出了算
法收敛的充分条件,并讨论了一致性系数的取值对
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估计结果的影响,最后通过数值仿真与相关文献的
研究结果进行了比较.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
在本文中, 采用图G = (V, E)来表示传感器之

间的通信网络,在本文中均假设图G无向连通,其中:
V = {1, 2, · · · , n}为节点集, 每个节点对应网络中
的一个传感器; E为边集, (j, i) ∈ E表示节点i, j可

进行通讯. Ad
∆= [aij]为邻接矩阵, 定义为aii = 0,

i = 1, 2, · · · , n;对于i 6= j,若(j, i) ∈ E,则aij = 1,
反之aij = 0. 节点 i的邻居集定义为Ni

∆= {j ∈ V,

aij 6= 0}. L
∆= D−Ad为图G的Laplacian矩阵,其中:

D =




d1 0 · · · 0
0 d2 . . . 0
...

...
...

0 0 · · · dn




,

di
∆=

∑
j

aij为节点 i的度. 若图G无向连通, 则其

Laplacian矩阵半正定,特征值集合按升序排列为0 =
λ1(L) < λ2(L) 6 · · · 6 λn(L),第2小特征值λ2(L)
称作图的代数连通度.

假设利用一个包含n个传感器的网络对某一目

标进行状态估计,目标的动态方程和传感器观测模
型如下所示(为方便书写, 在本文中省略时间下标,
用“+”表示更新):

x+ = Ax + Bw, (1)

yi = Hix + vi, (2)

其中: x ∈ Rm为状态向量, yi ∈ Rr为传感器 i的观

测向量, A ∈ Rm×m为状态转移矩阵, B为适维噪声

输入矩阵, Hi ∈ Rr×m为传感器 i的观测矩阵, w为

过程噪声, w ∼ N(0, Q), vi ∈ Rr为观测噪声, vi ∼
N(0, Ri); 且假设过程噪声与观测噪声是相互独立
的零均值高斯白噪声序列.

在本文中,均假设以下条件成立:

1) 系统状态转移矩阵A可逆;

2) (A,Q1/2)可控, (A,Hi)可观.

3 基基基于于于一一一致致致性性性的的的分分分布布布式式式滤滤滤波波波算算算法法法 (Consen-
sus-based distributed filtering algorithm)
对于单一传感器(或具有融合中心的传感器网

络)的线性高斯系统,经典的卡尔曼滤波器给出了最
优估计,将卡尔曼滤波算法与一致性算法相结合,通
过节点之间的信息交换,可以将局部信息扩展到全
局. 本文在文献 [12](算法b)的基础上提出一种改进
的分布式滤波算法(算法a). 算法改进前后的对比如
图1所示.

文献 [12]中各节点仅根据邻居节点前一时刻的
预测值对当前节点的局部估计项进行修正,而在本
文中不仅对估计值进行一致化处理,并且利用邻居
节点前一时刻的估计值对局部预测值进行修正. 在
计算复杂性方面: 文献 [12]中各节点在每个更新周
期内需要与每个邻居节点进行一次数据交换,包括
加权观测值、信息矩阵和前一时刻的预测值; 而本
文中的算法需要额外交换前一时刻的估计值,并增
加了局部预测的一致化过程.

图 1 改进前后算法流程比较
Fig. 1 Comparing the algorithm before and after

the improvement

定义x̂i为节点 i的状态估计值, x̄i为状态预测值,
估计误差与预测误差分别为ηi

∆= x̂i−x, η̄i
∆= x̄i−x.

Mi与Pi为增益矩阵, Ki为滤波增益, Ci为估计项一

致性增益, Ui为预测项一致性增益,网络中单个节点
的具体算法如下:

x̂i = x̄i+Ki(yi−Hix̄i)+Ci

∑
j∈Ni

(x̄j−x̄i), (3)

Ki = PiH
T
i (Ri + HiPiH

T
i )−1, (4)

Mi = FiPiF
T
i + KiRiK

T
i , (5)

P+
i = AMiA

T + BQBT, (6)

x̄+
i = A(x̂i + Ui

∑
j∈Ni

(x̂j − x̂i)), (7)

其中Fi
∆= I −KiHi.

与经典的卡尔曼滤波算法相比较, 该算法中的
关键步骤是式(3)(7), 即利用邻居节点的信息修正
当前节点的局部预测值和估计值.对于式(1)−(2)所
描述的系统, 若满足文中假设条件(2), 则可以保
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证Mi与Pi计算过程的收敛性. 由于耦合了邻居节
点的信息, Mi与Pi在意义上已不同于经典卡尔曼

滤波器中的估计误差协方差、预测误差协方差.
从式(3)(7)中可以看出, 若一致性增益选取不当,
如Ci = 0, Ui = 0, 将导致估计失去一致性, 且不
恰当的一致性增益还可能使估计结果发散.因此,该
算法的关键在于如何确定Ci与Ui的取值.下面将给
出一种增益的选择方法与算法收敛的充分条件.

定义 zi
∆= HT

i R−1
i yi为加权观测值, Si

∆=
HT

i R−1
i Hi为信息矩阵,并选取一致性增益

Ci = αFiGi(AAT)−1, (8)

Ui = βA−1Gi(AT)−1, (9)

其中: α, β ∈ R+为一致性系数, Gi
∆= AMiA

T +
BQBT + PiSiPi,则式(3)−(7)可写成如下形式:

x̂i = x̄i+Mi(zi−Six̄i)+Ci

∑
j∈Ni

(x̄j−x̄i), (10)

Mi = (P−1
i + Si)−1, (11)

Ci = αFiGi(AAT)−1, (12)

Ui = βA−1Gi(AT)−1, (13)

P+
i = AMiA

T + BQBT, (14)

x̄+
i = A(x̂i + Ui

∑
j∈Ni

(x̂j − x̂i)). (15)

引引引理理理 1[12] 对于离散卡尔曼滤波器, 若定义Fi
∆=I−KiHi, Si

∆=HT
i R−1

i Hi, Gi
∆=AMiA

T+BQBT+
PiSiPi,则如下等式成立:

Fi = MiP
−1
i , (16)

M+
i = FiGiF

T
i . (17)

若进一步假设信息矩阵Si > 0,则

ATFT
i (M+

i )−1FiA < M−1
i . (18)

定定定理理理 1 考虑由n个传感器构成的无向网络G

和式(1)−(2)所描述的线性系统,对于式(10)−(15)所
描述的一致性分布式滤波算法,假设信息矩阵Si >

0,若网络连通且一致性系数α > 0, β > 0满足如下
条件:

λmin(Θ)− (α2+β2+4αβ)λ2
n(L)λmax(Λ)−

α2β2λ4
n(L)λ3

max(Λ) > 0, (19)

其中: Θ = diag{M−1
i − ATFT

i (M+
i )−1FiA}, Λ =

diag{A−1Gi(A
−1

)T}, 则估计误差系统全局渐近稳
定,且网络中各个节点的估计值能够达到动态一致,
即x̂i = x, i = 1, 2, · · · , n.

证证证 见附录1.

定理1给出了滤波算法一致性增益的选择方法和
使估计误差收敛的充分条件. 在实际应用中, 可通
过离线计算Riccati方程求出Fi, Gi的稳态值,并根据

式(19)选择合适的一致性系数.

此外,从定理1的推导过程可以看出,若一致性系
数的取值满足稳定性条件时,

∆V (η) 6 −2(α + β)ηTL̂η 6
−2(α + β)λ2(L)||η||2. (20)

不难发现,一致性系数的取值与网络代数连通度
影响算法的收敛速度.在满足算法收敛条件的前提
下,当各节点度增大时,网络连通度增高,可加快算
法的收敛速度;一致性系数取值越大,算法收敛速度
越快.

4 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析(Simulation and analysis)
考察在100×100的矩形区域内随机散布的50个

传感器, 以35为节点的最大通讯半径构造无向连通
网络. 系统的动态方程及观测方程如式(1)−(2), 其
参数如下:

A=

[
1 0.5
0 1

]
, B=

[
0.125
0.5

]T

, Hi =

[
1 0
0 0.5

]
,

w ∼ N(0, 0.25), vi ∼ N(0, Ri), Ri =

[
r1 0
0 r2

]
,

r1 ∈ (100, 200), r2 ∈ (25, 50).

系统的初始状态为xi(0) = [100 50]T.

定义估计误差e和一致性误差χ作为算法性能的

衡量指标:

e
∆=

√
1/n

n∑
i=1

(ζT
i ζi), (21)

χ
∆=

√
1/n

n∑
i=1

(κT
i κi), (22)

ζi = x̂i − x, κi = x̂i − 1/n
n∑

j=1

x̂j . 前者用于评估算

法的估计精度,后者表征了每一时刻各个传感器之
间的估计偏差程度.图2、图3分别为两种算法估计误
差和一致性误差的比较.

图 2 估计误差比较

Fig. 2 Comparison of estimation errors
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对比文献 [12]的研究结果,若不考虑随机噪声的
影响,两种算法经过多次迭代将收敛于同一值,即状
态真值.从图2、图3中可以看出,在带有随机噪声的
情况下,通过对局部预测的一致化处理,本文的算法
提高了估计的精度和一致性.

定理1给出了一致性增益的选择方法和一致性系
数的取值范围.通过仿真比较发现一致性系数的取
值会影响估计结果.图4给出了迭代次数k = 100时,
一致性系数α, β的取值与估计误差之间的关系. 从
图中发现, 一致性系数存在一组最优取值(αopt =
1.5 × 10−4, βopt = 1.2 × 10−4)使估计误差达到最
小,当一致性系数小于此最优取值时,估计误差随着
系数的增大而减小;当系数大于最优取值时,估计误
差随着系数的增大而增大,当系数的取值接近某一
临界值(α∗=3× 10−4, β∗ = 3× 10−4),使其不满足
定理1中的稳定性条件,导致估计发散.

图 3 一致性误差比较

Fig. 3 Comparison of consensus errors

图 4 估计误差与一致性系数的关系
Fig. 4 Comparing consensus coefficients with

estimation errors

在实际应用中,可以选取较小的一致性系数保证
算法的收敛性. 但较小的取值会减慢收敛速度. 文
献 [14]指出, 节点度较高的传感器在网络估计中发
挥重要的作用, 通过仿真发现, 本文中也有类似的
现象.在图4中,当一致性系数接近(α∗, β∗)时会导致
估计发散, 现做出如下改进措施: 使网络中节点度

di > 15的传感器一致性系数减小至(αopt, βopt), 其
余传感器一致性系数为保持为(α∗, β∗),仿真结果如
图5所示.

因此,若既要保证算法稳定性,同时又要保证算
法的收敛速度,可通过减小节点度较高传感器的一
致性系数,而保持剩余节点一致性系数不变来实现.

由式(20)可知,网络代数连通度也影响着算法的
收敛速度.在此处固定各传感器的空间分布与一致
性系数,分别以25, 40为节点的最大通讯半径构造无
向连通网络. 估计误差曲线如图6所示. 通过比较可
以发现,若以25为最大通讯半径,网络估计误差在迭
代50次左右进入稳态,而以40作为最大通讯半径,迭
代20次左右进入稳态.

图 5 一致性系数改进后的估计误差

Fig. 5 Estimation errors with improved consensus coefficients

图 6 不同最大通讯半径下的估计误差
Fig. 6 Estimation errors with different maximum

communication radius

表 1 滤波器运算时间比较
Table 1 Comparison of running time of filters

硬件环境 算法a 算法b

CPU主频1.6 GHz内存512 MB 2.50 ms 1.89 ms
CPU主频2.0 GHz内存2 GB 1.82 ms 1.26 ms
CPU主频2.2 GHz内存2 GB 1.79 ms 1.07 ms

表1给出了不同硬件环境的PC机上单个节点进
行一次滤波更新的平均运算时间. 与参考文献中的
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算法相比较, 计算时间有所增加. 在数值仿真实验
中,条件较为理想化,没有考虑实际系统中诸如数据
通信时延等因素的影响,因此与实际动态系统相比
还存在一定的差异.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种基于状态预测一致的分布式滤

波算法,给出了种一致性增益的选取方法和算法收
敛的充分条件.与文献 [12]中的研究结果相比,通过
对局部预测值的一致化处理,本文所提出的算法提
高了估计精度和一致性. 网络代数连通度和一致性
系数的取值影响算法的收敛速度.仿真分析表明,一
致性系数存在最优值,此时估计误差达到最小. 并发
现节点度较高的传感器在网络估计中发挥着重要的

作用,可以通过降低这些节点一致性系数,增大其他
节点一致性系数的方法使算法同时保证稳定性和收

敛速度.同时,由于算法中利用了更多的邻居节点的
信息,增加了节点之间的数据传输量和计算时间. 因
此在实际应用中如何权衡网络能量消耗与估计精度

是值得进一步探讨的问题.
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附附附录录录(Appendix)
证证证 对于式(10)−(15)所描述的滤波算法,不考虑随机

噪声的影响,则其估计误差系统可表示成如下形式:

η+
i = FiAηi + FiAUi

P
j∈Ni

(x̂j − x̂i) +

Ci
P

j∈Ni

(x̄+
j − x̄+

i ). (A1)

根据ηi的定义与式(15),

η+
i = FiAηi + FiAUiξi + Ciµi, (A2)

其中: ξi =
P

j∈Ni

(ηj − ηi), µi = Aξi + A
P

j∈Ni

(Ujξj−Uiξi).

定义Lyapnov函数V (η) =
nP

i=1
ηT
i M−1

i ηi,则

∆V (η) =
nP

i=1
((FiAηi + FiAUiξi +

Ciµi)
T(M+

i )−1(FiAηi +

FiAUiξi + Ciµi)− ηT
i M−1

i ηi) =
nP

i=1
ηT
i (ATFT

i (M+
i )
−1

FiA−M−1
i )ηi +

2
nP

i=1
ηT
i ATFT

i (M+
i )
−1

FiAUiξi +

2
nP

i=1
ηT
i ATFT

i (M+
i )
−1

Ciµi +

2
nP

i=1
ξT
i UT

i ATFT
i (M+

i )
−1

Ciµi +

nP
i=1

ξT
i UT

i ATFT
i (M+

i )
−1

FiAUiξi +

nP
i=1

µT
i CT

i (M+
i )
−1

Ciµi. (A3)

若定义Θi = M−1
i −ATFT

i (M+
i )−1FiA,则

nP
i=1

ηT
i Θiηi = −ηTΘη, (A4)

其中: Θ
∆
= diag{Θi}, η

∆
= col(η1, η2, · · · , ηn). 由定理的假

设条件Si > 0, 根据引理1可知Θi > 0, 因此对于任意的η,
当η 6= 0时, −ηTΘη < 0成立. 由式(17), M+

i = FiGiF
T
i :
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2
nP

i=1
ηT
i ATFT

i (M+
i )
−1

FiAUiξi =

2β
nP

i=1
ηT
i

P
j∈Ni

(ηj − ηi). (A5)

图G无向连通, L > 0,根据代数图论,

2β
nP

i=1
ηT
i

P
j∈Ni

(ηj − ηi) = −2βηTL̂η 6 0, (A6)

其中L̂
∆
= L⊗ In. 同理可将∆V (η)简化为如下形式:

∆V (η) =−ηTΘη − 2βηTL̂η − 2αηTL̂η +

2αβηTL̂ΛL̂η + 2αβηTL̂ΛL̂η −
2αβ2ηTL̂ΛL̂ΛL̂η + β2ηTL̂ΛL̂η +

α2ηTL̂ΛL̂η − 2α2βηTL̂ΛL̂ΛL̂η +

α2β2ηTL̂ΛL̂ΛL̂ΛL̂η. (A7)

易知∆V (η)6−ηTΨη,其中: Ψ
∆
= Θ−(α2+β2+4αβ)L̂ΛL̂−

α2β2L̂ΛL̂ΛL̂ΛL̂. 根据Hermit矩阵特征值性质:

λ(Ψ) > λmin(Θ)− λmax((α2+β2+4αβ)L̂ΛL̂)−
λmax(α2β2L̂ΛL̂ΛL̂ΛL̂) =

λmin(Θ)− (α2+β2+4αβ)λ2
n(L)λmax(Λ)−

α2β2λ4
n(L)λ3

max(Λ). (A8)

若一致性系数α, β满足

λmin(Θ)− (α2+β2+4αβ)λ2
n(L)λmax(Λ)−

α2β2λ4
n(L)λ3

max(Λ) > 0 (A9)

时,矩阵Ψ正定,即对于∀η 6= 0, ∆V (η) < 0恒成立.
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