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摘要:研究了具有量化脉冲效应的时滞混杂动态网络的同步动力学,利用偏收缩理论和矩阵测度概念,并结合量
化器的特征,提出了网络节点实现同步的一般性条件.与以往大多数基于Lyapunov稳定性方法所提出的结果不同,
利用本文的方法可以消除单个节点和网络耦合中的非线性函数的限制性假设,从而降低保守性. 本文突出的特征
就是综合了网络节点和耦合拓扑中的多重时滞影响和脉冲行为,并且考虑了脉冲效应在网络传输中的有限通信能
力问题,具有实际意义.最后,通过对Lorenz混沌系统作为网络节点的混杂动态网络进行数值模拟,验证了所得结果
的有效性.
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Synchronization analysis of delayed hybrid dynamical networks with
quantized impulsive effects
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Abstract: This paper focuses on the synchronization dynamics of delayed hybrid dynamical networks with quantized
impulsive effects. Based on partial contraction theory and matrix measure concept, several unified criteria for network
synchronization are presented by combining the feature of quantizer. Being different from most of those results in the
framework of Lyapunov stability method, the approach in this paper can remove the limitation on the nonlinear function
of single node and network coupling term, thus resulting in reducing the conservativeness. The most significant feature of
this paper lies in synthesizing multiple delays and impulsive effects in network node and coupling terms. Moreover, the
obtained results possess practical significance because of considering the limited communication capability with impulsive
effects in network transmission. Finally, numerical simulations for hybrid dynamical networks consisting of Lorenz chaotic
systems as network nodes are presented to illustrate the effectiveness of the proposed results.
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1 引引引言言言(Introduction)
复杂网络的研究涉及到各个科学技术领域[1],如

交通网络、基因工程、电力系统、金融经济、通讯领

域等等,其中,复杂网络的同步性问题是国际上的研
究热点,它可以解释很多自然现象,并已成为非线性
科学领域的一个重要的研究课题.

近年来, 许多学者获得了大量关于复杂网络同
步性研究的建设性成果,并相继提出了一些有效方
法, 主要包括: 主稳定函数方法[2]、矩阵测度分析

法[3]及Lyapunov函数法[4–7]等. 第1种方法是通过计
算变分方程的最大Lyapunov指数来判定网络是否同
步,提供了一种同步数值条件.第2种方法是由Chen

首次提出的, 已经成功应用于复杂网络的局部同
步性分析. 第3种方法用得较为广泛, 是利用Lyapu-
nov稳定性定理来研究复杂网络同步性的方法, 其
中网络可由许多不同的特殊特性组成, 如脉冲效
应[8]、时变耦合[9–11]、变时滞[12]等. 众所周知, 在复
杂动态网络中, 由于不同节点的特性和网络拓扑结
构内的通信, 网络中存在时滞现象, 例如流行病网
络中病毒扩散和internet拥塞, 节点之间的连接就具
有时滞效应.此外,现实世界中往往存在诸如信号跳
变、信道拥塞、频率改变等因素的干扰,所以在自然
界中普遍存在有着瞬时突变行为的脉冲现象.这种
瞬态的变化过程往往更能深刻地、精确地反映动态
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系统的演化规律.在复杂动态网络的演化过程中,自
然也存在脉冲现象,例如在手机通信网中经常会发
生由于信号不好导致的间断性脉冲效应.在现实网
络中, 系统非常依赖于精度有限的计算机等数字设
备,复杂网络节点的间断性信号往往是数字式的,通
过有限容量的网络传输,信号在传输前通常需要进
行量化, 而量化作用会引入量化误差, 进而对复杂
网络的同步性造成影响.因此,研究具有量化脉冲效
应的时滞混杂动态网络的同步性具有重要的实际意

义,但此类所描述的动力系统相对于一般的连续或
离散的动力系统更为复杂, 其理论分析也更具吸引
力和挑战性.

针对上述分析, 本文提出了一种具有量化脉冲
效应的时滞混杂动态网络, 由于综合了网络节点和
耦合拓扑中的多重时滞影响以及网络中可能出现的

脉冲行为,此类网络具有实际意义,涵盖了许多现有
模型,更具有一般化. 不同于上述Lyapunov方法的分
析,本文利用收缩理论、矩阵测度和平均脉冲间隔概
念来研究混杂动态网络的同步性, 可以消除单个节
点和网络耦合中的非线性函数的限制性假设, 降低
了保守性. 理论分析表明,混杂网络的同步性能不仅
与网络拓扑结构有关, 而且和节点自身的动力学行
为有关. 进一步将所得到的结果应用于由Lorenz混
沌系统为网络节点的复杂动态网络中, 数值模拟表
明了所得理论结果的有效性.

2 混混混杂杂杂脉脉脉冲冲冲网网网络络络的的的同同同步步步分分分析析析(Synchronization
analysis of hybrid impulsive networks)

2.1 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
首先简要介绍一下收缩理论和偏收缩理论的基

本概念. 收缩理论[13]是由美国麻省理工学院的学者

Lohmiller和Slotine首次提出.简单地说,一个非线性
系统如果初始条件或者短暂的扰动会被快速地指数

遗忘,同时系统所有轨迹收敛到某一特定的轨迹,则
该系统称为收缩的.

考虑如下非线性系统:

ẋ = f(x, t), (1)

其中: x ∈ Rn为状态向量, f : Rn × R+ × Rn是非线

性向量函数,R+为非负实数集, ẋ表示在n维空间x和

时间t中的n维速率向量. 假定f(x, t)为连续可微的,
则式(1)可转换为恰当微分型形式:

δẋ(t) =
∂f

∂x
(x, t)δx, (2)

其中δx为虚拟位移,也可称为在固定时刻的无穷小
位移. 虚拟位移的概念在物理学和变微分中是普
遍存在的. 通常认为, δx表示线性正切微分形式,
δxTδx为相应的二次正切形式[14], 二者均是关于时
间可微的.

现考虑在系统ẋ = f(x, t)中两个邻近的轨迹,以
及在这两个轨迹间的虚拟位移δx,如图1所示.

图 1 两个邻近轨迹的虚拟动力学行为
Fig.1 Virtual dynamics behavior of two neighboring

trajectories

在两个虚拟轨迹间的平方距离定义为δxTδx,则

由式(2)可得
d
dt

(δxTδx) = 2δxTδẋ = 2δxT ∂f

∂x
δx. (3)

定义λmax(x, t)为雅克比矩阵
∂f

∂x
对称部分的最大特

征值,即
1
2
(
∂f

∂x
+

∂f

∂x

T

)的最大特征值,则有

d
dt

(δxTδx) 6 2λmax(x, t)δxTδx, (4)

进而可得

‖δx‖ 6 ‖δx0‖ exp{
w t

0
λmax(x, s)ds}. (5)

若λmax(x, t)是一致严格负的,则由式(3)可得任意无
穷小长度‖δx‖将指数收敛到零. 从而有如下定义.

定定定义义义 1[13] 给定系统方程ẋ = f(x, t),如果雅克

比阵
∂f

∂x
在状态空间中的某区域是一致负定的,则此

区域称为系统的收缩区域.

从上述定义可知,虽然通过分析知此特定轨迹存
在,但对外界来说,它是完全未知的. 此外,文献 [15]
指出收缩理论对于研究复杂网络的同步域问题时并

不充分,所以下面介绍一种更有效的偏收缩理论.

引引引理理理 1[15] 考虑下述非线性系统:

ẋ = f(x, x, t). (6)

假定辅助系统

ẏ = f(y, x, t), (7)

关于y是收缩的,其中f : Rn × Rn × R+ → Rn是非

线性向量函数. 如果辅助系统(7)的一个特解满足某
一平滑具体的特性,则原始系统(6)的所有轨迹将指
数地满足此特性. 并称原始系统(6)是偏收缩的.

因此, 如果辅助系统(7)关于y是收缩的, 并且y1

= y2 = · · · = yn = y∞是辅助系统的解, 即此为特
定轨迹,则根据收缩理论可知,系统每一个解y(t)将
指数收敛到y∞. 显然, 初始系统(6)的解x(t)也是辅
助系统的一个特解,因而有y(t)指数收敛到x(t).
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类似于切换系统中的平均驻留时间[16], 下面给
出平均脉冲间隔的定义.

定定定义义义 2 若存在正整数N0和正函数T (t)使得下
式成立:

Nζ(t)∑
j=1

∆j

T ∗
−N0 6 Nζ(t) 6

Nζ(t)∑
j=1

∆j

T ∗
+ N0,

则称正标量函数T ∗表示脉冲序列ζ = {t1, t2, · · · }的
平均脉冲间隔,其中: Nζ(t)为对于给定脉冲序列ζ的

脉冲发生次数, ∆j表示第j个脉冲区间的脉冲间隔

周期.

定定定义义义 3[17] 矩阵A = (aij)n×n的矩阵测度定义

如下:

µ(A) = lim
ε→0+

‖In + εA‖ − 1
ε

,

其中: ‖ · ‖为矩阵范数, In是n维单位阵,则定义

µ1(A) = max
j
{ajj +

n∑
i=1,i 6=j

|aij|},

µ2(A) =
1
2
λmax(AT + A),

µ∞(A) = max
i
{aii +

n∑
j=1,j 6=i

|aij|}.

引引引理理理 2[18] 对于矩阵A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×n,有

‖ exp[(A + zB)t]‖ 6 exp[µ(A + zB)t] 6
exp[(µ(A) + ‖B‖)t], ∀|z| = 1,

其中: z为复数, µ(A)表示矩阵A的矩阵测度.

定义矩阵A = (aij)n×n和B = (bij)m×m的张量

乘如下:

A⊗B =




a11B · · · a1nB
...

. . .
...

an1B · · · annB


 .

2.2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑由N个节点构成的具有多时滞的混杂脉冲

动态网络,每个节点代表一个n维系统.系统描述为



ẋi(t) = f(xi(t)) + g(xi(t− τ(t)))+
m∑

l=1

N∑
j=1

εlcijl(t)Γl(t)×
xj(t− τl(t)), t 6= tk, t > 0,

∆xi(t) = Bkq(xi(t)), t = tk,

xi(θ) = ϕi(θ), θ ∈ [−τ̄ , 0],

(8)

其中: t ∈ R+, R+为非负实数集, xi(t) ∈ Rn是第i

个节点的状态变量, i = 1, 2, · · · , N. f和g为连续可

微函数, 时滞τ(t)和τl(t)为有界时变的, 且0 6 τ(t)
6 τ, 0 6 τl(t) 6 τl(l = 1, 2, · · · ,m), τ̄ = max{τ,
τ1, τ2, · · · , τm}, ϕi(θ)是定义在区间[−τ̄ , 0]上的向量
初始函数, εl表示耦合强度, Γl(t) = (rijl(t))n×n为

内耦合矩阵, Cl(t) = (cijl(t))N×N表示外耦合矩阵.
假定

ciil(t) = −
N∑

j=1,j 6=i

cijl(t), i = 1, 2, · · · , N.

Bk ∈ Rn×n是脉冲常数阵,脉冲序列tk满足: 0 = t0
6 t1 6 · · · 6 tk 6 · · · , ∆xi(tk) = xi(t+k )− xi(t−k ),
式中: xi(t−k ) = lim

t→t−k

xi(t)表示在脉冲时刻tk的状

态跳变. 不失一般性, 假设xi(tk)左连续. 量化函数
q : Rn × D是分段常值向量函数, 其中D是Rn中

的有限子集, 即把Rn划分成有限个形如{v ∈ Rn :
q(v) = i, i ∈ D}的量化区域.本文中采用静态对数
量化器,定义如下:

q(v)=





µj,
1

1+ν
µj <v6 1

1−ν
µj, v>0,

0, v = 0,

−q(−v), v < 0,

(9)

其中: ν =
1− ρ

1 + ρ
, µj构成q量化水平集为

S = {±µj, µj = ρjµ0, j = 0,±1,±2, · · · } ∪
{±µ0} ∪ {0},

其中: 0 < ρ < 1, µ0 > 0.对于此类量化器,显然有
q(v)− v = ∆qv,其中量化同步误差∆q ∈ [−ν, ν].
定定定义义义 4 对于混杂脉冲动态网络(8),如果

lim
t→∞

‖xi(t)− xj(t)‖ = 0, i, j = 1, 2, · · · , N

成立,则称网络(8)的N个节点实现同步.
注注注 1 混杂网络(8)含有耦合项εlcijl(t)Γl(t)xj(t −

τl(t)), 即多重时滞, 与现有文献的一些时滞耦合网络完

全不同[4–6]. 对于此类混杂动态网络(8)的研究现在还没有

成熟的理论成果,这主要是由于脉冲、量化、多重时滞所带

来的复杂性. 然而,采用偏收缩理论来处理此类问题则较为

简易.
注注注 2 混杂网络(8)涵盖了许多现有的网络模型.

i) 当q(xi(t)) = xi(t), f(xi(t)) = Axi(t) + f(xi(t)),

g(xi(t − τ(t))) = 0, cijl(t) = Gij , εl = 1, Γl = Γ及τl(t) =

τ(t)时,系统(8)退化为文献[7]中的如下系统:
8
>>>>>><
>>>>>>:

ẋi(t) = Axi(t) + f(xi(t))+

NP
j=1

GijΓxj(t− τ(t)), t 6= tk,

∆xi(t) = Dikxi(t), t = tk,

xi(θ) = ϕi(θ), θ ∈ [−τ̄ , 0].

(10)

ii) 当g(xi(t − τ(t))) = 0, cijl(t) = c
σ(t)
ij , τl(t) = d(t),

εl = 1, Γl = Γσ(t)及Bk = 0,即系统不包含脉冲时,系统(8)
退化为文献[19]中的如下系统:

ẋi(t) = f(xi(t)) +
NP

j=1
c
σ(t)
ij Γσ(t)xj(t− d(t)). (11)

iii) 当q(xi(t)) = xi(t), f(xi(t)) = Cxi(t) + Bf(xi(t)),

g(xi(t − τ(t))) = 0, cijl(t) = aij , Γl = Γ, εl = c及xj(t −
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τl(t)) = xj(t),系统(8)退化为文献[20]中的如下系统:
8
>>>>>><
>>>>>>:

ẋi(t) = Cxi(t) + Bf(xi(t))+

c
NP

j=1
aijΓxj(t), t 6= tk,

∆xji(t
+
k ) = µ(xj(t)− xi(t)), t = tk,

xi(θ) = ϕi(θ), θ ∈ [−τ̄ , 0],

(12)

其中∆xji(t
+
k ) = xj(t

+
k )− xi(t

+
k ).

基于偏收缩理论,构造系统(8)的辅助系统如下:



ẏi(t) = f(yi(t)) + g(yi(t− τ(t)))+
m∑

l=1

N∑
j=1

εlcijl(t)Γl(t)× yj(t− τl(t))−

α
N∑

j=1

yj(t) + α
N∑

j=1

xj(t), t 6= tk,

∆yi(t) = Bk(1 + ∆q)yi(t), t = tk,

yi(θ) = ϕi(θ), θ ∈ [−τ̄ , 0],
(13)

其中α为待定常数.

辅助系统(13)的一个特解为y1 = y2 = · · · = yN .

根据偏收缩理论,如果辅助系统(13)关于y是收缩的,
则系统(8)的所有系统轨迹将会指数地收敛到同步
流x1 = x2 = · · · = xN .

定义δyi(t)为系统(13)中第i个节点中状态变量

的虚拟位移,则有



δẏi(t) =
∂f(yi(t))

∂yi(t)
δyi(t)+

m∑
l=1

N∑
j=1

εlcijl(t)Γl(t)δyj(t− τl(t))+

∂g(yi(t− τ(t)))
∂yi(t− τ(t))

δyi(t− τ(t))−

α
N∑

j=1

δyj(t), t 6= tk,

∆δyi(t) = Bk(1 + ∆q)δyi(t),
t = tk.

(14)

因此,虚拟系统(14)可以表述为如下形式:



δẏ(t) = Aδy(t) + Bδy(t− τ(t))+
m∑

l=1

Dl(t)δy(t− τl(t))−
Lδy(t), t 6= tk,

∆δy(t) = (1 + ∆q)Ekδy(t), t = tk,

(15)

其中:

δy(t) = [δyT
1 (t) δyT

2 (t) · · · δyT
N(t)]T,

A = diag{ ∂f

∂y1(t)
,

∂f

∂y2(t)
, · · · ,

∂f

∂yN(t)
},

B = diag{ ∂g

∂y1(t− τ(t))
, · · · ,

∂g

∂yN(t− τ(t))
},

Dl(t) = εl(Cl(t)⊗ Γl(t)),
Ek = (IN ⊗Bk),

L =




α α · · · α

α α · · · α
...

...
. . .

...
α α · · · α




Nn×Nn

.

注注注 3 对于混杂网络(8), 当初始条件未知时, 可以

利用收缩理论和偏收缩理论来研究其同步问题. 与绝大

部分现有基于Lyapunov稳定性理论的结果所不同的是, 利

用收缩理论并不要求了解系统确切吸引域的准确信息.

更重要的是, 对于非线性函数f(xi(t))和g(xj(t − τ(t)))的

假设[5, 21–22], 例如: ‖f(x(t)) − f(y(t))‖ 6 ρ1‖x(t) − y(t)‖,
fT(xi)Pxi 6 ϕ(xT

i Pxi), ‖g(x(t − τ)) − g((y(x(t − τ))‖ 6
ρ2‖x(t−τ)−y(t−τ)‖和‖xi(t−τ)‖ 6 %ixi(t) (ρ1, ρ2及%i为

非负常数, ϕ为连续函数),通常是用来获得基于Lyapunov稳

定性定理的动态网络同步基本条件,而这些假设可利用收

缩理论来消除,从而降低保守性,拓宽结果的应用范围.

引引引理理理 3[23] 对于时滞系统

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τ), (16)

其中A和B是具有适当维数的矩阵,若系统(16)稳定,
则意味着下述系统:

ẏ(t) = (A + zB)y(t), ∀|z| = 1 (17)

也是稳定的,其中: z = ejθ, θ ∈ [0, 2π], j =
√−1.反

之亦然.

由上述引理,容易得到下列结果.

引引引理理理 4 虚拟系统(15)是收缩的,当且仅当系统

δẏ(t) = (A + z0B +
m∑

i=1

ziDi −
L + K)δy(t), ∀|zi| = 1 (18)

是指数稳定的, 其中: zi = exp(jωi), ωi ∈ [0, 2π],
j =

√−1, i = 0, 1, 2, · · · ,m以及

K =

{
0, t ∈ [tk−1, tk);
(1 + ∆q)Ek, t = tk.

2.3 同同同步步步性性性(Synchronization)
下面利用偏收缩理论分析混杂脉冲动态网络

同步流形x1 = x2 = · · · = xN的全局指数收敛

性, 并提出基于平均脉冲间隔的同步条件. 与文
献 [5, 21, 24]中的结果相比,所得的同步性条件保守
性更小.

定定定理理理 1 如果存在常数η < 0使得下列两个条件
中的任意一个成立:

1) 若T ∗不存在, % +
lnβ

∆i+1

6 η;

2) 若T ∗存在, % +
lnβ

T ∗
6 η;

其中: i ∈ {0, 1, · · · , Nζ(t)}, %(t) = µ(A−L)+‖B‖
+

m∑
l=1

‖Dl(t)‖, β = max
j

(βj), βj = ‖I+(1+∆q)Ej‖,
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j ∈ {1, 2, · · · , Nζ(t)}, Nζ(t), T ∗,∆i+1的说明见定

义2, 那么混杂脉冲动态网络(8)可利用辅助系统实
现同步.

证证证 根据引理4,当t ∈ [t0, t1)时,

δy(t) = exp{
w t

t0
[A− L + z0B +

m∑
l=1

zlDl(s)]ds}δy(t0). (19)

对上式两边同时取范数,再利用引理2可得

‖δy(t)‖6 ‖ exp{
w t

t0
[A− L + z0B +

m∑
l=1

zlDl(s)]ds}‖ · ‖δy(t0)‖ 6

exp{
w t

t0
[µ(A− L) + ‖B‖+

m∑
l=1

‖Dl(s)‖]ds}‖δy(t0)‖. (20)

当t = t1时,有

δy(t+1 ) = [I + (1 + ∆q)E1]δy(t1), (21)

取范数得

‖δy(t+1 )‖6 ‖I+(1+∆q)E1‖ · ‖δy(t1)‖6

β1‖δy(t0)‖ exp{
w t1

t0
[µ(A−L)+

‖B‖+
m∑

l=1

‖Dl(s)‖]ds}. (22)

进一步地,当t ∈ [t1, t2),由式(18)得

‖δy(t)‖6 ‖ exp{
w t

t1
[A− L + z1B +

m∑
l=1

zlDl(s)]ds}‖ ‖δy(t+1 )‖ 6

β1‖δy(t0)‖ exp{
w t

t1
[µ(A− L) +

‖B‖+
m∑

l=1

‖Dl(s)‖]ds +
w t1

t0
[µ(A− L) + ‖B‖+

m∑
l=1

‖Dl(s)‖]ds}. (23)

类似地,当t ∈ [tk, tk+1)时,通过递推可得

‖δy(t)‖6 β1β2 · · ·βk‖δy(t0)‖ ·
exp{

w t

tk

%(s)ds+· · ·+
w t1

t0
%(s)ds}, (24)

其中%(s) = µ(A− L) + ‖B‖+
m∑

l=1

‖Dl(s)‖.
令β = max

j
(βj),则由式(24)得

‖δy(t)‖6 ‖δy(t0)‖β−1βk+1 ×

exp(
Nζ(t)∑
j=0

%∆j+1). (25)

下面首先考虑平均脉冲间隔T ∗不存在的情形,
即脉冲集合(tk, Ek)是不可数的. 因此,

‖δy(t)‖ 6

‖δy(t0)‖β−1
Nζ(t)∏
j=0

exp(lnβ + %∆j+1) 6

‖δy(t0)‖
β

exp[
Nζ(t)∑
j=0

(lnβ + %∆j+1)] 6

‖δy(t0)‖
β

exp[
Nζ(t)∑
j=0

(
lnβ

∆j+1

+ %)∆j+1] 6

‖δy(t0)‖
β

exp[η(t− t0)], (26)

其中η = max
j

(
lnβ

∆j

+ %).

再考虑平均脉冲间隔T ∗存在情况, 需要分别讨
论如下两种情形: β > 1和β 6 1.

情情情形形形 1 β > 1. 此时, 离散动力学是不稳定的,
即非同步脉冲.由式(25)可得

‖δy(t)‖6 ‖δy(t0)‖β−1β
(

1
T ∗

Nζ(t)∑
j=0

∆j+1 + N0)
×

exp(
Nζ(t)∑
j=0

%∆j+1) =

‖δy(t0)‖β−1βN0 exp(
Nζ(t)∑
j=0

%∆j+1)×

exp(

Nζ(t)∑
j=0

∆j+1

T ∗
lnβ) 6

‖δy(t0)‖βN0−1 exp(η
Nζ(t)∑
j=0

∆j+1) =

‖δy(t0)‖β−1βN0 exp[η(t− t0)]. (27)

其中η = % +
lnβ

T ∗
.

情情情形形形 2 β 6 1.此时,离散动力学是稳定的,即
同步脉冲.由式(25)可得

‖δy(t)‖6 ‖δy(t0)‖β−1β
(

Nζ(t)∑
j=0

∆j+1

T ∗
−N0) ×

exp(
Nζ(t)∑
j=0

%∆j+1) 6

‖δy(t0)‖β−1β−N0 exp[η(t− t0)]. (28)

联合式(27)和(28)可得

‖δy(t)‖6 max
{
β−N0 , βN0

}‖δy(t0)‖β−1 ×
exp[η(t− t0)]. (29)

由%的定义知, 显示选择参数α(或L), 使得% +
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lnβ

∆i+1

< 0(或者当T ∗存在时, % +
lnβ

T ∗
< 0)成立.

于是,存在η < 0使得定理1中的条件成立. 因此,系
统(18)是全局指数稳定的. 由引理4可知, 混杂虚拟
系统(15)是收缩的, 从而利用偏收缩引理1知, 系统
(8)的所有轨迹全局指数收敛到同步流x1 = x2 =
· · · = xN . 证毕.
注注注 4 定理1建立了确保混杂脉冲网络(8)全局指数同

步的一般性判据,同时考虑了脉冲
ln β

∆i
(或者

ln β

T ∗
)对系统的

影响, 并且同步性判据中不需要对
ln β

∆i
(或者

ln β

T ∗
)和%额外

施加限制性条件.更重要的是,与现有一些基于Lyapunov稳

定性定理结果相比, 其优势在于, 定理1中对于正定函数

V (t)的导数在区间[tk−1, tk)中的符号没有任何要求, 而文

献 [24]中的判定条件要求V (t)的导数在上述区间中为负,

即连续子系统在[tk−1, tk)中是渐近稳定的. 因此,定理1的

保守性更小,使用范围更广泛.

注注注 5 定理1的证明利用了平均脉冲间隔的概念, 需

要注意的是当β > 1时(即离散子系统是非收缩的或不稳

定的情况), 脉冲不利于系统实现同步, 所以要求脉冲不

能出现的太频繁, 定理1也给出了平均脉冲间隔的上界.

当β 6 1时(即离散子系统是收缩的或稳定的情况),脉冲可

以使系统实现同步,所以希望脉冲出现的频率要尽可能高,

本文也得到了平均脉冲间隔的下界. 定理1虽然只是考虑混

杂网络的完全同步问题,但基于平均脉冲间隔和收缩理论

可以很自然地将其推广到其他同步类型的研究中,比如文

献[21]中研究的广义同步等.

推推推论论论 1 对于网络(15),如果存在常数η < 0使得
1) 当β > 1时,

% +
lnβ

inf
k
{tk+1 − tk} 6 η; (30)

2) 当β 6 1时,

% +
lnβ

sup
k

{tk+1 − tk} 6 η; (31)

则混杂脉冲网络(8)可实现同步, 其中: k ∈ {0, 1,

· · · , Nζ(t)}, β和%的定义与定理1中说明一致.

证证证 当β > 1时, 希望脉冲发生的频率不要太
高. 因此, 定理1的条件1)中的平均脉冲间隔T ∗可

由inf
k
{tk+1 − tk}代替, 从而可得到式(30); 当β 6 1

时,证明类似,由于篇幅限制省略. 证毕.

注注注 6 由推论1可知,平均脉冲间隔T ∗满足

inf
k
{tk+1 − tk} < T ∗ < sup

k
{tk+1 − tk}.

当β > 1时,可得ln β > 0.可见,与推论1条件1)相比,定理1

中的条件1)的保守性更小. 当β 6 1时,可得ln β 6 0.类似

可见, 定理1中的条件2)比推论1中的条件2)的保守性更少.

因此, 与基于推论1思路的文献 [4–5, 7, 21, 23–24]相比, 定

理1的保守性更小,适用范围更广.

基于上述讨论, 下面给出一个更少保守性的结
果.

定定定理理理 2 若下列条件之一成立:

1) 若T ∗不存在,
∞∑

k=1

w tk

tk−1

(%(s)+
lnβ

∆k

)ds = −∞;

2) 若T ∗存在,
w ∞

t0
(%(s) +

lnβ

T ∗
)ds = −∞;

则混杂脉冲网络(8)实现同步, 其中: β = maxj(βj),
βj = ‖I + (1 + ∆q)Ej‖, j = 1, 2, · · · , k, %(t) =

µ(A− L) + ‖B‖+
m∑

l=1

‖Dl(t)‖.
证证证 与定理1证明类似,所以这里只考虑T ∗不存

在的情形. 由式(26)可得

‖δy(t)‖6 ‖δy(t0)‖
β

exp{
Nζ(t)∑
j=0

(
lnβ

∆j+1

+%)∆j+1} =

‖δy(t0)‖
β

exp{
w t

tk

(
lnβ

∆k+1

+ %)ds + · · ·+
w t1

t0
(
lnβ

∆1

+ %)ds}, (32)

可见,若
∞∑

k=1

w tk

tk−1

(% +
lnβ

∆k

)ds = −∞,

则当t → ∞时, 有‖δy(t)‖ → 0, 从而混杂脉冲网

络(8)可实现同步. 证毕.

3 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
对于收缩离散子系统(即对应β 6 1的情况), 给

出数值例子来验证所得结论的有效性.

例例例 1 考虑由N个Lorenz混沌系统为动力节点组
成的一个复杂网络,各节点的Lorenz系统描述如下:




ẋi1 = 10(xi2 − xi1),
ẋi2 = 28xi1 − xi2 − xi1xi3,

ẋi3 = xi1xi2 − 8
3
xi3,

(33)

其中xi = (xi1, xi2, xi3)T ∈ R3是第i个节点的状态

向量. 系统(33)呈现混沌态,如图 2所示.

图 2 系统(33)的混沌吸引子,初始条件xi = (0.4, 0.6, 0.5)T.

Fig. 2 The chaotic attractor of system (33) with initial

condition xi = (0.4, 0.6, 0.5)T.

考虑如下包含有N = 5个节点的混杂脉冲网络,
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其离散动力学是收缩的(即β 6 1):




ẋi(t)=Axi(t)+f(xi(t))+
4∑

l=1

5∑
j=1

εlcijl(t)×
Γ (t)xj(t− τl(t)), t 6= tk,

∆q(xi(t)) = Bkxi(t), t = tk,

(34)

其中:

A=



−10 10 0
28 − 1 0

0 0 − 8
3


 , f(xi)=




0
−xi1xi3

xi1xi2


 .

耦合时滞为

τ1(t) = 0, τ2(t) = 0.1 + 0.05 sin t,

τ3(t) = 0.2 + 0.1 sin t, τ4(t) = 0.3 + 0.2 sin t.

内耦合阵Γ (t) = Γ = I3,外耦合阵C1(t)为

C1(t) =




−2 1 0 0 1
1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
1 0 0 1 −2




,

C2(t) =




−3 2 1 0 0
0 −2 1 1 0
0 0 −1 1 0
1 0 0 −3 2
1 1 0 0 −2




,

C3(t) =




−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 0 0 0 −1




,

C4(t) =




−2 1 1 0 0
0 −2 1 0 1
1 0 −2 1 0
0 1 0 −2 1
1 1 0 0 −2




.

选取耦合强度ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1, α = 2.

由于Lorenz混沌系统的状态都是有界的[25], 即|xi1|,
|xi2| 6 28.918, |xi3| 6 56.918,所以

% = µ(IN ⊗A + IN ⊗ J1 − L) +
4∑

l=1

‖Cl(t)⊗ Γl(t)‖ = 11.7768,

其中

J1 =
∂f(xi(t))

∂xi(t)
=




0 0 0
−xi3 0 −xi1

xi2 xi1 0


 .

考虑脉冲控制阵Bk = −0.8I3, 并设计量化器(9)使

得ν = 0.1. 则有β = 0.28 < 1, 取平均脉冲间

隔T ∗ = 0.1,脉冲序列分布如图3所示.

图 3 同步脉冲序列

Fig. 3 Synchronization impulsive sequences

由定理1中的条件2)可得

% +
lnβ

T ∗
= −0.9529 < 0,

所以混杂脉冲网络(34)在收缩离散动力学的作用下
可实现同步.为了观察仿真效果,定义同步误差

ej(t) = ‖xij(t)− 1
5

5∑
i=1

xij(t)‖,

其中: i = 1, 2, 3, 4, 5; j = 1, 2, 3. 系统(34)的同步误
差如图4所示. 由图4可以看出,系统(34)在量化脉冲
的作用下实现了同步.

图 4 动态网络(34)在量化脉冲作用下的同步误差
Fig. 4 Synchronization errors of the dynamical network

(34) under quantized impulsive control

注意到图3所示脉冲序列中最大的脉冲间隔为
∆max = sup{tk − tk−1} = 0.5127.如果用sup{tk −
tk−1}代替推论1中的平均脉冲间隔T ∗,则有

% +
lnβ

sup{tk − tk−1} = 9.2939 > 0,

根据推论1,对于所有t > t0,要求

% +
lnβ

sup{tk − tk−1} < 0,

所以对于由此脉冲序列图3构成的网络, 利用推论1
不能保证混杂网络(34)各节点之间的同步.因此,与
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基于推论1的文献 [7, 21]相比,基于平均脉冲间隔的
定理1结论的保守性更小.

4 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一种具有量化脉冲效应的时滞混杂

动态网络的同步性, 此类网络模型涵盖了许多现有
模型, 更具有一般化. 利用偏收缩理论、矩阵测度
和平均脉冲间隔概念, 提出了网络节点实现同步的
一般性条件, 与以往大多数基于Lyapunov稳定性方
法所提出的结果不同,利用本文的方法可以消除单
个节点和网络耦合中的非线性函数的限制性假设,
从而降低保守性. 最后通过将所得到的结果应用于
由Lorenz混沌系统为网络节点的复杂动态网络, 数
值分析和计算机仿真结果表明了所得结果的有效

性.
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