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摘要:针对具有随机干扰和区间时滞的离散时间基因调控网络(GRNs),基于Lyapunov稳定性定理,利用改进型自
由权矩阵方法研究其时滞相关稳定问题.通过考虑时变时滞、时滞上界及它们的差三者之间的关系,同时保留增
广Lyapunov-Krasovskii泛函差分中的所有有用项,获得一种更低保守性的时滞相关渐近稳定新判据. 最后,给出仿
真实例验证本文方法的有效性及相比已有方法的优越性.
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Abstract: Based on the Lyapunov stability theory, this paper employs the improved free-weighting matrix (IFWM)
method to investigate the delay-dependent stability problem of discrete-time genetic regulatory networks (GRNs) with
stochastic perturbation and time-varying interval delays. By considering the relationship among the time-varying delay,
its upper bound and their difference, and reserving all useful terms in the functional difference of Lyapunov-Krasovskii,
we obtain a novel less conservative delay-dependent asymptotic stability criterion. Two numerical examples are given to
demonstrate the effectiveness and the less conservatism of the proposed scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
众所周知, 基因是遗传的基本单位[1], 其中携带

的编码信息决定了生物的性状,是生物繁殖、遗传
和变异的重要基础. 基因调控网络(GRNs)描述的就
是基因通过转录因子的调控最终转录翻译生成蛋

白质及蛋白质对其表达水平进行反馈调整的一种机

制.近年来, 随着基因测序技术的发展,尤其是高密
度基因芯片以及蛋白质质谱等技术的应用, 大大促
进了GRNs的理论分析和实验研究, 使得GRNs迅速
变成了生物信息学和生物医学界非常有吸引力的一

个研究领域,并且获得了惊人的进展.

许多学者致力于GRNs的分析和重构[2–4], 目的
就是希望建立一个调控网络的数学模型, 通过数
学模型来分析基因之间的相互作用关系. 目前, 用
于GRNs的模型主要有以下几种: 有向图(directed
graphs)[5]、贝叶斯网络(Bayesian networks)[6]、布尔

网络(Boolean networks)[7]、常微分方程(ordinary dif-

ferential equations)[8]以及随机微分方程(stochastic
differential equations)[9]等. 由于微分方程可以对
GRNs进行细致描述, 它在GRNs模型的构建中应用
越来越广泛.

在控制系统中, 时滞的影响往往不可忽略[10–11],
GRNs也不例外[8, 12]. 因为时滞的存在往往容易导致
网络的振荡(周期振荡或概周期振荡), 引起分叉或
混沌现象,甚至导致网络不稳定,从而导致对信使核
糖核酸(mRNA)浓度和蛋白质浓度的错误预测. 时间
延迟的存在主要是由于转录、翻译、移位的缓慢过

程以及放大器的有限切换速度,其中转录过程导致
的时间滞后最为明显[13].

另一方面, GRNs建模时还应该考虑到实际基因
表达数据中存在扰动[14]. 一般来说, 这种扰动可分
为内部扰动和外部扰动.其中,外部扰动主要表现为
外界随机噪声, 来源于一个或多个外部控制参数的
随机变化. 而内部干扰来源于基因调控网络固有的
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物理化学反应特性,由于反应具有概率性,它的产生
不可避免[15]. 相对于外部干扰, 内部干扰对系统的
性能影响很小, 通常建模的时候忽略从而减低计算
复杂度.

模型确立后, 基于时滞的GRNs稳定性研究逐渐
起步, 并且取得了丰富的研究成果[8, 12, 16–18]. 尽管
如此,离散时间GRNs稳定性问题的相关研究成果尚
少[19–21]. Cao等[19]应用Halanay-type不等式方法探讨
了具有常时滞的离散GRNs指数稳定性问题,得到了
时滞无关稳定判据, 当时滞较小时具有较大的保守
性. Ye等[20]针对具有概率分布时滞和参数不确定性

的离散GRNs模型, 利用基本不等式方法, 提出了基
于线性矩阵不等式(LMI)的全局指数稳定性条件.对
于一类具有区间时滞和随机干扰的GRNs, Ma等[21]

利用Jensen不等式方法, 提出了基于LMI的均方渐
近稳定条件, 但当 k增大 1时, 所构造的Lyapunov-
Krasovskii泛函中

k−1∑
i=k−δ(k)

mT(i)Q1m(i),
k−1∑

i=k−τ(k)

pT(i)Q2p(i)

这两项中i的增量均不为1, 此外在处理泛函差分的
过程中忽略掉了

−
k−δm∑

i=k−δM+1

mT(i)T1m(i)−
k−τm∑

i=k−τM+1

[pT(i)T2p(i) + fT(p(i))T3f
T(p(i))]

这一项,还存在着对时滞的10次放大处理,由此导致
了结果的保守性.

本文通过构造相比文献 [21]更一般的增广Lya-
punov泛函并利用改进型自由权矩阵方法, 研究具
有时变时滞和随机干扰的非线性GRNs的均方渐近
稳定问题, 得到具有更低保守性的基于LMI的时滞
相关稳定判据. 最后, 结合实例, 利用折半算法及
MATLAB仿真平台验证所得结果的可行性及优越
性.

全文沿用以下标记: P > 0(> 0)表示P是正定

(半正定)对称矩阵; PT和P−1分别表示矩阵P的转

置和逆; R和Rn×n表示实数域和n× n维实矩阵集

合; I为具有适当维数的单位矩阵; diag{·}表示对角
矩阵; E{·}表示数学期望; ∗表示矩阵中的对称项.

2 系系系统统统描描描述述述(System formulation)
考虑如下具有时变时滞和随机干扰的离散时

间GRNs:



e1(k + 1) =

−Ae1(k) + Bf(e2(k − d2(k)))+

σ(e1(k), e1(k−d1(k)), e2(k), e2(k−d2(k)))ω(k),

e2(k + 1) = −Ce2(k) + We1(k − d1(k)),
(1)

其中: e1(k) = [e11(k) e12(k) · · · e1n(k)]T, e2(k) =
[e21(k) e22(k) · · · e2n(k)]T, e1i(t) ∈ R, e2i(t) ∈
R, i = 1, 2, · · · , n分别为第i个节点处mRNA和蛋
白质的浓度;蛋白质对转录的非线性反馈调节函数

f(e2(k − d2(k))) =

[f1(e21(k − d2(k))) f2(e22(k − d2(k)))

· · · fn(e2n(k − d2(k)))]T

满足如下约束:

0 6 fj(a)
a

6 kj, a 6= 0, j = 1, 2, · · · , n. (2)

这里 kj为已知常数; 标准布朗运动ω(k)满足
E{dω(k)} = 0, E{dω2(k)} = 0; 噪声强度函数
向量σ(k) ∆= σ(e1(k), e1(k − d1(k)), e2(k), e2(k −
d2(k))); A = diag{a1, a2, · · · , an}; C =diag{c1, c2,

· · · , cn}; ai, ci, i = 1, 2, · · · , n分别表示第i个节点

处mRNA和蛋白质的降解率; W =diag{w1, w2, · · · ,

wn}, wi(i = 1, 2, · · · , n)为第i个节点处mRNA的翻
译率;耦合矩阵B = (Bij) ∈ Rn×n, Bij表示转录因

子j对目标基因i的反馈调节系数,

Bij =





αij, 转录因子j促进基因i的转录,

0, 转录因子j与基因i的转录无关,

−αij, 转录因子j抑制基因i的转录.

这里αij是有界常数,表示目标基因i在转录因子j作

用下的最大转录速率. 翻译时滞d1(k)和转录时滞
d2(k)满足如下条件:

0 < ds1 6 d1(k) 6 db1, 0 < ds2 6 d2(k) 6 db2,

(3)
其中dsi, dbi(i = 1, 2)为已知常数.

假假假设设设 1 系统(1)中的噪声强度函数向量σ(k)满
足

σ(k)Tσ(k) 6
2∑

i=1

[eT
i (k)Hiei(k) +

eT
i (k − di(k))Hi+2ei(k − di(k))],

(4)

其中Hi > 0(i = 1, 2, 3, 4)是已知的矩阵.

引引引理理理 1[22] 存在对称矩阵X ,使得[
P1 + X Q1

∗ R1

]
> 0,

[
P2 −X Q2

∗ R2

]
> 0

同时成立的充要条件是


P1 + P2 Q1 Q2

∗ R1 0
∗ ∗ R2


 > 0.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
本节利用增广Lyapunov-Krasovskii泛函方法和

改进型自由权矩阵方法, 针对一类满足非线性约
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束(2)和时滞约束(3)的GRNs, 得到如下时滞相关稳
定判据.

定定定理理理 1 给定标量0 < dsi 6 dbi, i = 1, 2, 如

果存在矩阵P =

[
P11 P12

∗ P22

]
> 0, Q1i > 0, Q2i >

0, Q3i > 0, R1i > 0, R2i > 0, i = 1, 2, 任意合
适维数的矩阵L1i, L2i, M1i, M2i(i = 1, 2), Λ =
diag{λ1, λ2, · · · , λn} > 0, 以及标量ρi > 0(i = 1,

2, 3),使得如下LMIs成立:



Φ1+Φ5+ΦT
5 ΦT

2 R1 ΦT
3 R2 ΦT

4 P Ω13

∗ −R1 0 0 0
∗ ∗ −R2 0 0
∗ ∗ ∗ −P 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Ω33




<0, (5)

P11 6 ρ1I, R11 6 ρ2I, R21 6 ρ3I, (6)

其中:

Φ1 =




ϕ1 0 0
∗ ϕ2 ϕ3

∗ ∗ −2Λ


 , ϕ1 =

[
ϕ11 −P12

∗ ϕ22

]
,

ϕ11 = −P11 + Q11 + Q21 + ρH1,

ϕ22 = −P22 + Q12 + Q22 + ρH2,

ϕ2 = diag {ρH3, ρH4,−Q11,−Q12,−Q21,−Q22} ,

ϕ3 = [ 0 ΛK 0 0 0 0 ]T,

Φ2 = [ −A−I 0 0 0 0 0 0 0 B ],
Φ3 = [ 0 −C−I W 0 0 0 0 0 0 ],

Φ4 =

[
−A 0 0 0 0 0 0 0 B

0 −C W 0 0 0 0 0 0

]
,

Φ5 = [ L1 L2 −M1 −M2 −L1 + M1

−L2 + M2 0 0 0 ],
L1 = [ LT

11 0 LT
21 0 0 0 0 0 0 ]T,

M1 = [ MT
11 0 MT

21 0 0 0 0 0 0 ]T,

L2 = [ 0 LT
12 0 LT

22 0 0 0 0 0 ]T,

M2 = [ 0 MT
12 0 MT

22 0 0 0 0 0 ]T,

Ri = dsiR1i + diR2i, i = 1, 2,

Ω13 = [ds1L1 ds2L2 d1M1 d2M2 ],
Ω33 = diag {ds1R11, ds2R12, d1R21, d2R22} ,

K = diag{k1, k2, · · · , kn},
di = dbi − dsi, i = 1, 2,

ρ = ρ1 + ds1ρ2 + d1ρ3,

则满足时滞约束(3)的系统(1)是均方渐近稳定的.

证证证 定义

ηi(l) = ei(l + 1)− ei(l), i = 1, 2. (7)

构造如下形式的Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (k) =
3∑

i=1

Vi(k), (8)

V1(k) =

[
e1(k)
e2(k)

]T [
P11 P12

∗ P22

][
e1(k)
e2(k)

]
,

V2(k) =
2∑

i=1

[
k−1∑

l=k−dsi

eT
i (l)Q1iei(l)+

k−1∑
l=k−dbi

eT
i (l)Q2iei(l)],

V3(k) =
2∑

i=1

[
0∑

θ=−dsi+1

k−1∑
l=k−1+θ

ηT
i (l)R1iηi(l)+

−dsi∑
θ=−dbi+1

k−1∑
l=k−1+θ

ηT
i (l)R2iηi(l)],

其中P > 0, Q1i > 0, Q2i > 0, Q3i > 0, R2i > 0
(i = 1, 2)是待定矩阵.

由离散泛函的前向差分的定义

∆Vi(k) = Vi(k + 1)− Vi(k),
可得:

E{∆V (k)}=
3∑

i=1

E{∆Vi(k)}, (9)

E{∆V1(k)}=

E{
[
e1(k+1)
e2(k+1)

]T[
P11 P12

∗ P22

][
e1(k+1)
e2(k+1)

]
−

[
e1(k)
e2(k)

]T [
P11 P12

∗ P22

][
e1(k)
e2(k)

]
} =

E{ξT
1 (k)ΦT

4 PΦ4ξ1(k)−
[

e1(k)
e2(k)

]T [
P11 P12

∗ P22

][
e1(k)
e2(k)

]
+ σT(k)P11σ(k)},

E{∆V2(k)}=

E{
2∑

i=1

[eT
i (k)(Q1i + Q2i)ei(k)−

eT
i (k − dsi)Q1iei(k − dsi)−

eT
i (k − dbi)Q2iei(k − dbi)]},
E{∆V3(k)}=

E{
2∑

i=1

[dsiη
T
i (k)R1iηi(k)−

k−1∑
l=k−dsi

ηT
i (l)R1iηi(l) +

diη
T
i (k)R2iηi(k)−

k−dsi−1∑
l=k−dbi

ηT
i (l)R2iηi(l)]} =

E{ξT
1 (k)ΦT

2 R1Φ2ξ1(k) + σT(k)R1σ(k) +

ξT
1 (k)ΦT

3 R2Φ3ξ1(k)−
2∑

i=1

[
k−1∑

l=k−dsi

ηT
i (l)R1iηi(l) +

k−dsi−1∑
l=k−dbi

ηT
i (l)R2iηi(l)]}.

由式(7)可知, 对于任何适当维数的矩阵Li, Mi,

i = 1, 2,有下列等式成立:

2ξT
1 (k)Li[ei(k)− ei(k − dsi)−

k−1∑
l=k−dsi

ηi(l)] = 0, (10)
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2ξT
1 (k)Mi[ei(k − dsi)− ei(k − dbi)−

k−dsi−1∑
l=k−dbi

ηi(l)] = 0. (11)

这里

ξT
1 (k) =

[eT
1 (k) eT

2 (k) eT
1 (k−d1(k))

eT
2 (k−d2(k)) eT

1 (k−ds1) eT
2 (k−ds2)

eT
1 (k−db1) eT

2 (k−db2) fT(e2(k−d2(k)))].

根据非线性约束(2),对于任意矩阵Λ=diag{λ1,

λ2, · · · , λn} > 0,有

0 6 2fT(e2(k − d2(k)))Λ[Ke2(k − d2(k))−
f(e2(k − d2(k)))]. (12)

对于任意适当维数的矩阵Xi, Yi, i = 1, 2,下列
等式成立:

dsiξ
T
1 (k)Xiξ1(k)−

k−1∑
l=k−dsi

ξT
1 (k)Xiξ1(k) = 0, (13)

diξ
T
1 (k)Yiξ1(k)−

k−dsi−1∑
l=k−dbi

ξT
1 (k)Yiξ1(k) = 0. (14)

另一方面,如果存在常数ρi > 0(i = 1, 2, 3)使得
式(6)成立,则结合假设1,有

σT(k)P11σ(k) 6 ρ1

2∑
i=1

[eT
i (k)Hiei(k) +

eT
i (k−di(k))Hi+2ei(k−di(k))

]
,

(15)

σT(k)R1σ(k) 6 (ds1ρ2+d1ρ3)
2∑

i=1

[eT
i (k)Hiei(k) +

eT
i (k−di(k))Hi+2ei(k−di(k))

]
.

(16)

综合式(9)–(16),可得

E{∆V (k)}6 E{ξT
1 (k)Ξξ1(k)−

2∑
i=1

[
k−1∑

l=k−dsi

ζT(k, l)

[
Xi Li

∗ R1i

]
ζ(k, l) +

k−dsi−1∑
l=k−dbi

ζT(k, l)

[
Yi Mi

∗ R2i

]
ζ(k, l)]},

(17)

其中:

Ξ = Φ1 + Φ5 + ΦT
5 + ΦT

2 R1Φ2 + ΦT
3 R2Φ3 +

ΦT
4 PΦ4 + Φ6,

Φ6 =
2∑

i=1

[dsiXi + diYi], ζT(k, l) = [ξT
1 (k) ηT(l)].

因此,如果下列不等式成立:

Ξ < 0, (18)[
Xi Li

∗ R1i

]
> 0,

[
Yi Mi

∗ R2i

]
> 0, i = 1, 2, (19)

则有E{∆V (k)} < 0.

根据Schur补定理,式(18)等价于


Φ1+Φ5+ΦT
5 +Φ6 ΦT

2 R1 ΦT
3 R2 ΦT

4 P

∗ −R1 0 0
∗ ∗ −R2 0
∗ ∗ ∗ −P


 < 0. (20)

由式(19),有


ds1X1 ds1L1 0 0
∗ ds1R11 0 0
∗ ∗ ds1I 0
∗ ∗ ∗ ds1I


 > 0. (21)

应用引理1可知, 式(20)和式(21)成立的充要条件是
下式成立:



Ψ1 ΦT
2 R1 ΦT

3 R2 ΦT
4 P ds1L1

∗ R1 0 0 0
∗ ∗ R2 0 0
∗ ∗ ∗ P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ds1R11




> 0, (22)

其中Ψ1 = −Φ1 − Φ5 − ΦT
5 − ds2X2 −

2∑
i=1

(diYi).

由式(19),有



ds2X2 ds2L2 0 0 0
∗ ds2R12 0 0 0
∗ ∗ ds2I 0 0
∗ ∗ ∗ ds2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ds2I




> 0. (23)

再次应用引理1, 可得式(20)和式(23)成立的充要条
件是下式成立:



Ψ2 ΦT
2 R1 ΦT

3 R2 ΦT
4 P ds1L1 ds2L2

∗ R1 0 0 0 0
∗ ∗ R2 0 0 0
∗ ∗ ∗ P 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ds1R11 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ds2R12




> 0, (24)

其中Ψ2 = −Φ1 − Φ5 − ΦT
5 −

2∑
i=1

(diYi).

依此证明, 容易得知LMI(18)和LMI(19)等价于
LMI(5). 因此, 如果LMI(5)和LMI(6)成立, 系统(1)是
均方渐近稳定的. 证毕.

注注注 1 本文构造的Lyapunov-Krasovskii泛函有两个特

点: 一是采用了增广项

"
e1(k)

e2(k)

#T "
P11 P12

∗ P22

#"
e1(k)

e2(k)

#
, 与
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文献[21]的mT(k)P1m(k) + pT(k)P2p(k)相比,多了交叉项
eT
1 (k)P12e2(k), 增加了更多的自由度; 二是采用积分项
2P

i=1

k−1P
l=k−dbi

eT
i (l)Q2iei(l)代替了文献[21]中的

k−1P
i=k−δ(k)

mT(i)Q1m(i),
k−1P

i=k−τ(k)

pT(i)Q2p(i),

有效利用时滞上界信息的同时解决了k增量和i增量不一致

的问题.

注注注 2 本文方法既没有忽略泛函差分中的任何有用

项,也没有对时变时滞进行任何放大,一定程度上降低了所

得结论的保守性.

注注注 3 引理1的应用消除了决策变量Xi, Yi, i = 1, 2,

极大程度上降低了计算复杂度,可使MATLAB仿真时间明

显缩短,提高运行效率.

4 数数数值值值实实实例例例(Numerical examples)
在本节中,给出数值实例来说明本文方法的有效

性以及相比已有方法的优越性.

例例例 1 考虑如图1所示的一个5结点GRNs(1)的
稳定性,模型参数如下:

A = C = diag{0.8, 0.7, 0.6, 0.4, 0.2},
W = 0.1I, H1 = H2 = H3 = H4 = I,

d1(k) = 5 + sin(kπ/2), d2(k) = 2 + sin(kπ/2).

根据耦合矩阵B的定义,由图1可知

B = 0.5×




0 −1 1 0 0
−1 0 0 1 1
0 1 0 0 0
1 −1 0 0 0
0 0 0 1 0




.

这里取α=0.5. 非线性调节函数f(x)=x2/(1+x2),
即Hill系数为2,可以求得

K = diag{0.65, 0.65, 0.65, 0.65, 0.65}.

图 1 基因调控网络模型(↑: 促进作用; ᵀ: 抑制作用)

Fig. 1 A GRN model(↑: activation; ᵀ: repression)

利用MATLAB的LMI工具箱求解定理 1中的
LMI(5)和LMI(6),可知存在可行解,说明了本文方法
有效可行. 与此同时,图2和图3分别给出了状态变量
e1(t)和e2(t)在初始条件都为[0.4 0.5 0.6 0.7 1.0]T

时的轨迹. 数值计算结果和仿真图均表明,在给定的
这组参数下,系统(1)是均方渐近稳定的.

图 2 mRNA浓度e1(k)的轨迹

Fig. 2 Trajectories of the concentration of mRNA e1(k)

图 3 蛋白质浓度e2(k)的轨迹

Fig. 3 Trajectories of the concentration of protein e2(k)

例例例 2 考虑GRNs(1)的另外一种情形

A = C = −diag{0.8, 0.7, 0.6, 0.4, 0.2},
H1 = H3 = 0, H2 = H4 = I,

d1(k)未知,其他参数设置均与例1相同.对于不同的
时滞下界ds1, 利用本文定理1和文献 [21]的定理1所
分别获得的保证系统稳定的最大时滞上界列于表1.
由表中数据可知, 本文方法所得结果优于文献 [21]
的结果.

表 1 不同ds1下保证系统稳定的最大时滞上界db1

Table 1 Admissible upper bound db1 with various ds1

to guarantee the system stability

ds1 2 4 6 8 10 12

定理1[21] 4 6 8 9 11 14
本文方法 9 11 13 15 17 19

5 结结结论论论(Conclusions)
本文基于增广Lyapunov-Krasovakii泛函方法和

改进型自由权矩阵方法, 研究一类具有区间时滞和
随机干扰的离散时间GRNs的时滞相关稳定性问题,
得到了具有更低保守性的基于LMI的系统时滞相关
稳定判据. 数值实例表明了本文方法的有效性以及
优越性.
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