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摘要:针对带有交叉耦合的多输入CE150直升机模型,研究了一类多输入仿射非线性系统的控制设计问题,基于
滑模变结构控制理论,采用了一种新的控制器设计方法: 滑模降阶方法,即反复运用变结构控制理论,对一类高阶
的仿射非线性系统,构造了合适的微分同胚变换函数,把初始高阶系统降至低阶系统,并构造了变结构控制律,再利
用当前级和上一级控制输入的映射关系反推出初始系统的控制输入. 通过CE150直升机模型仿真结果表明,该方法
有效可行.
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Sliding-mode reduced-order controller design for
a class of nonlinear helicopter model

JIANG Yuan†, ZENG Ling-wu, DAI Ji-yang
(School of Information Engineering, Nanchang Hangkong University, Nanchang Jiangxi 330063, China)

Abstract: We investigate the design of a multiple-input affine nonlinear system for the multiple-input CE150 helicopter
model with cross coupling. A new method for designing the sliding-mode reduced-order controller is developed based on
the sliding-mode control theory. For a type of higher order affine nonlinear system, we build appropriate diffeomorphism
transformation functions to reduce the initial higher order system to a lower order system by repeatedly using variable
structure control theory as well as building variable structure control rule. The control input to the initial system is backward
deducted successively from the mapping relationship between the present system and the previous system. This method is
feasible and effective according to the simulation results of CE150 helicopter model.

Key words: CE150 helicopter model; nonlinear affine systems; sliding-mode control; sliding-mode reduced-order;
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1 引引引言言言(Introduction)
随着现代社会信息化、系统化的发展,人类面临

的各种控制系统规模越来越大,由此导致系统模型
及控制器的阶数也越来越高, 相应的对系统分析计
算和综合实现复杂度也越来越高,因此,模型降阶一
直是控制理论研究领域的热门课题[1–12]. 然而,对系
统模型进行降阶简化应遵循的基本原则是: 不能用
忽略掉系统的关键性能为代价来得到具有结构和计

算上优点的模型[1]. 目前传统的模型降阶方法主要
包括: Hankel范数降阶法、因式分解降阶法、奇异摄
动降阶法、平衡截断降阶法、Krylov子空间降阶法
和频率加权降阶法等[3, 6–9], 在上述的方法中, 频率
加权模型降阶法得到更多的关注. 近年来, 有学者
在提高模型降阶精度和结构化性能方面做了研究,
并取得了一定的成果[10–12]. 然而,到目前为止,众多

的模型降阶方法基本上是针对线性系统而设计的,
更确切地说, 大多数降阶方法只适合于线性时不变
系统,而对于非线性系统,模型降阶方法发展及其缓
慢.

直升机模型是一个高阶、非线性、强耦合、多输

入多输出的复杂系统,在飞行过程中会遇到飞行条
件、气动特性的变化及遭受多种不确定因素的干

扰, 因此, 直升机需要设计鲁棒飞行控制系统.目前
直升机飞行控制器设计方法主要有: 特征结构配
置(EA)、线性二次型高斯设计(LQG)、单通道分析与
设计(ICAD)、定量反馈理论(QFT)、H∞控制等[13–19].
综合比较这些方法,鲁棒H∞控制方法更有潜力、更

有发展前景.

本文针对CE150直升机模型,采用了一种新的滑
模降阶控制器设计方法, 通过构造合适的微分同胚
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变换函数,将初始高阶系统降至低阶系统,从而实现
对复杂直升机系统模型降阶, 然后应用反推运算得
到初始系统的控制输入. 值得一提的是,从滑模变结
构控制原理看, 用本方法实现了系统模型降阶且不
损失系统任何信息,而仅是系统结构上的分离. 本文
控制目标是设计控制器使得直升机模型闭环系统渐

近稳定,且同时抑制外部扰动和削弱抖振.

2 直直直升升升机机机系系系统统统模模模型型型描描描述述述(Description of heli-
copter model)
研究如下用仿射非线性系统描述的CE150直升

机模型(CE150 helicopter model)[20]:

ẋ = f(x) + G(x)(u + µ), (1)

其中:

f(x)=
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,

α(x1, x2, x3, x7) =
1
Iψ

[a1(x2 + ūd1)2 + b1(x2 + ūd1)−Bψx3 −

hg sin(x1+ψ̄+θ)−KG cos(x1+ψ̄)(x2+ūd1)x7],

β(x1, x6, x7, x9) =
1

Iφ sin(x1 + ψ̄)
[a2(x6 + ūd2)2 + b2(x6 + ūd2)−

Bφx7 +
KrTor

Tpr

x9 + Krūd1],

b71(x) =
KrTor

Iφ sin(x1 + ψ̄)Tpr

, b79 =
1

Tor

− 1
Tpr

,

u ∈ R2为控制输入, µ ∈ R2为外部扰动.式中: 状态
变量

x1 = ψ − ψ̄, x2 = ud1 − ūd1, x3 =
dψ

dt
,

x4 =
dud1

dt
, x5 = φ− φ̄, x6 = ud2 − ūd2,

x7 =
dφ

dt
, x8 =

dud2

dt
, x9 = ε− ε̄,

其中: ψ和φ分别表示直升机模型的仰角和方位角;
ud1和ud2分别表示主电机的电枢电压和副电机的电

枢电压; ψ̄, φ̄分别表示直升机模型的理想仰角和方

位角,本文取理想仰角ψ̄ = π/2; ūd1, ūd2分别表示主

副电机的电枢理想电压; ε反应主螺旋桨对应方位角

的旋转动态,并且满足以下各式:

a1ū
2
d1 + b1ūd1 − hg sin(ψ̄ + θ) = 0, (2)

a2ū
2
d2 + b2ūd2 + Krūd1 = 0, (3)

1
Tpr

ε̄ = (
1

Tor

− 1
Tpr

)ūd1, (4)

a1(x2 + ūd1)2 ' a1ū
2
d1 + 2a1ūd1x2, (5)

−hg sin(x1 + ψ̄ + θ) '
−hg sin(ψ̄ + θ)− hg cos(ψ̄ + θ)x1, (6)

a2(x6 + ūd2)2 ' a2ū
2
d2 + 2a2ūd2x6, (7)

KG cos(x1 + ψ̄)(x2 + ūd1)x7 '
KGūd1 cos ψ̄x7 = 0, (8)

Iφ sin(x1 + ψ̄) ' Iφ sin ψ̄. (9)

由式(6)−(7)得

α(x1, x2, x3, x7) '
1
Iψ

[a1(x2 + ūd1)2 + b1(x2 + ūd1)−

Bψx3 − hg sin(ψ̄ + θ)− hg cos(ψ̄ + θ)x1 −
KG cos(x1 + ψ̄)(x2 + ūd1)x7],

β(x1, x6, x7, x9) ' β(x6, x7, x9) =
1

Iφ sin ψ̄
[a2(x6 + ūd2)2 + b2(x6 + ūd2)−

Bφx7 +
KrTor

Tpr

x9 + Krūd1].

3 滑滑滑模模模降降降阶阶阶控控控制制制器器器设设设计计计方方方法法法(The method
of sliding mode reduced order controller de-
sign)
不失一般性, 考虑系统(1)为n阶p输入系统, 即:

状态x ∈ Rn,控制输入u ∈ Rp, f(x), G(x)为向量场,
µ ⊂ Rp为外部扰动.

假假假设设设 1 存在微分同胚变换φ(·),其变换关系为[
ε

η

]
= φ(·),其中: ε ∈ Rp, η ∈ Rn−p×k,且φ(·)满足

∂φ(·)
∂(·) G(·) =

[
Ip×p

0(n−p×k)×p

]
, 其中: I是p × p的单位

阵, k表示第k次降阶.

假假假设设设 2 外部扰动µ有上界,即0 6 ‖µ‖ 6 b,其
中b为未知参数.

3.1 第第第1次次次降降降阶阶阶(First order reduction)
3.1.1 坐坐坐标标标变变变换换换(Coordinate transformation)
根据假设1, 作微分同胚变换φ(x), 变换关系是[

ε1

η1

]
= φ(x),其中: ε1 ∈ Rp, η1 ∈ Rn−p×1,且φ(x)

满足
∂φ(x)

∂x
G(x) =

[
Ip×p

0(n−p×1)×p

]
. 记

∂φ(x)
∂x

f(x) =
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fb(η1, ε1)
fa(η1, ε1)

]
. 对φ(x)求导得

[
ε̇1

η̇1

]
=

∂φ(x)
∂x

f(x) +
∂φ(x)

∂x
G(x)(u + µ) =

[
fb(η1, ε1)
fa(η1, ε1)

]
+

[
Ip×p

0(n−p×1)×p

]
(u + µ),

则变换后的系统为

η̇1 = fa(η1, ε1), (10)

ε̇1 = fb(η1, ε1) + u + µ. (11)

3.1.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形(Desgn of sliding manifold)
定义变量

s1 = ε1 −R(η1). (12)

取s1 = ε1 − R(η1) = 0作为滑动流形. 当运动限制
在该流形之上时, 服从ε1 = R(η1), 代入式(10)得到
降阶系统模型

η̇1 = fa(η1, R(η1)). (13)

ε1 = R(η1)应作为一个控制输入进行设计, 使系统
(13)渐近稳定,且满足R(0) = 0.

3.1.3 接接接近近近态态态设设设计计计(Desgn of accessible state)
对式(12)求导得

ṡ1 = fb(η1, ε1) + u + µ− ∂R(η1)
∂η1

η̇1. (14)

设计控制输入:

u=−fb(η1, ε1)+
∂R(η1)

∂η1

fa(η1, ε1)+υ, (15)

υ = −h1s1 − b̂sgn s1, (16)
˙̂
b = r|s1|, (17)

其中: h1 > 0, b̂为b的估计值, r为给定参数. 为了消
除抖振用饱和函数sat(s1)代替符号函数sgn s1,其定
义如下:

sat(s1) =





1, s1 > λ,

− 1
λ2

(s1 − λ)2 + 1, 0 6 s1 < λ,

1
λ2

(s1 + λ)2 − 1, −λ < s1 < 0,

−1, s1 6 −λ,

且λ > 0.

3.1.4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
把式(15)−(16)代入式(14)得

ṡ1 = −h1s1 − b̂sat(s1) + µ. (18)

构造Lyapunov函数V1 =
1
2
sT
1 s1 +

1
2r

(b− b̂)2,对V1求

导得

V̇1 = sT
1 ṡ1 − 1

r
(b− b̂)˙̂b =

−h1s
T
1 s1 − sT

1 b̂sat(s1) + sT
1 µ− ‖s1‖(b− b̂) 6

−h1s
T
1 s1 − ‖s1‖b̂ + ‖s1‖b− ‖s1‖(b− b̂) =

−h1s
T
1 s1 < 0.

因为V1 > 0, V̇1 < 0满足Lyapunov稳定性定理,可见
轨线向s1 = 0收敛.

3.2 第第第2次次次降降降阶阶阶(Second order reduction)
为求ε1 = R(η1)使得闭环系统(13)渐近稳定, 对

系统进行第2次降阶,考虑系统(10)总能表示为

η̇1 = fa(η1, ε1) = f(η1) + G(η1)ε1. (19)

3.2.1 坐坐坐标标标变变变换换换(Coordinate transformation)
根据假设1, 作微分同胚变换φ(η1), 变换关系是[

ε2

η2

]
=φ(η1),其中: ε2∈Rp, η2 ∈ Rn−p×2,且φ(η1)

满足
∂φ(η1)

∂η1

G(η1) =
[

Ip×p

0(n−p×2)×p

]
. 记

∂φ(η1)
∂η1

f(η1)

=
[
fb(η2, ε2)
fa(η2, ε2)

]
. 对φ(η1)求导得

[
ε̇2

η̇2

]
=

[
fb(η2, ε2)
fa(η2, ε2)

]
+

[
Ip×p

0(n−p×2)×p

]
ε1,

则变换后的系统为

η̇2 = fa(η2, ε2), (20)

ε̇2 = fb(η2, ε2) + ε1. (21)

3.2.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形(Desgn of sliding manifold)
定义变量

s2 = ε2 −R(η2). (22)

取s2 = ε2 − R(η2) = 0作为滑动流形, 当运动限制
在该流形上时, 服从ε2 = R(η2), 代入式(20)得到降
阶系统模型

η̇2 = fa(η2, R(η2)). (23)

同理, ε2 = R(η2)应作为一个控制输入进行设计,使
系统(23)渐近稳定,且满足R(0) = 0.

3.2.3 接接接近近近态态态设设设计计计(Desgn of accessible state)
对式(22)求导得

ṡ2 = fb(η2, ε2) + ε1 − ∂R(η2)
∂η2

η̇2. (24)

设计控制输入

ε1 = −fb(η2, ε2) +
∂R(η2)

∂η2

fa(η2, ε2)− h2s2,

(25)

其中h2 > 0,把控制输入式(25)代入式(24)可得ṡ2 =
−h2s2,则该系统为指数稳定.

3.3 第第第k次次次降降降阶阶阶(k-th order reduction)
为求 εk−1 = R(ηk−1)使得闭环系统 η̇k−1 =
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fa(ηk−1, R(ηk−1))渐近稳定,对系统进行第k次降阶,
考虑系统总能表示为

η̇k−1 =fa(ηk−1, εk−1)=f(ηk−1) + G(ηk−1)εk−1.

(26)

3.3.1 坐坐坐标标标变变变换换换(Coordinate transformation)
根据假设1, 作微分同胚变换φ(ηk−1), 变换关系

是

[
εk

ηk

]
= φ(ηk−1),其中εk ∈ Rp, ηk ∈ Rn−p×k,且

φ(ηk−1)满足
∂φ(ηk−1)

∂ηk−1

G(ηk−1) =

[
Ip×p

0(n−p×k)×p

]
. 记

∂φ(ηk−1)
∂ηk−1

f(ηk−1) =

[
fb(ηk, εk)
fa(ηk, εk)

]
, 对φ(ηk−1)求导

得 [
ε̇k

η̇k

]
=

[
fb(ηk, εk)
fa(ηk, εk)

]
+

[
Ip×p

0(n−p×k)×p

]
εk−1,

则变换后的系统为

η̇k = fa(ηk, εk), (27)

ε̇k = fb(ηk, εk) + εk−1. (28)

3.3.2 设设设计计计滑滑滑动动动流流流形形形(Desgn of sliding manifold)
定义变量

sk = εk −R(ηk). (29)

取sk = εk − R(ηk) = 0作为滑动流形,当运动限制
在该流形上时,服从εk = R(ηk),代入式(27)得降阶
系统模型:

η̇k = fa(ηk, R(ηk)). (30)

同理, εk = R(ηk)应作为一个控制输入进行设计,使
得系统(30)渐近稳定,且满足R(0) = 0.

3.3.3 接接接近近近态态态设设设计计计(Desgn of accessible state)
对式(29)求导得

ṡk = fb(ηk, εk) + εk−1 − ∂R(ηk)
∂ηk

η̇k. (31)

设计控制输入

εk−1 = −fb(ηk, εk) +
∂R(ηk)

∂ηk

fa(ηk, εk)− hksk,

(32)

其中hk > 0,把控制输入式(32)代入式(31)可得ṡk =
−hksk,则该系统为指数稳定.

3.4 滑滑滑模模模降降降阶阶阶控控控制制制器器器设设设计计计分分分析析析(Sliding-mode re-
duced order controller design analysis)
引引引理理理 1(多输入滑模降阶可降至最低阶数引理)

在满足假设1的条件下, 对于一个n阶p输入系统:

1) 若p能被n整除, 可作
n− p

p
次降阶, 则系统最低

可降至p阶; 2)若 p未能被n整除,其余数为 q, 可作
n− q

p
次降阶,则系统最低可降至q阶.

证证证 由多输入滑模降阶理论推导规律可得: 对
于一个n阶p输入系统,做一次微分同胚变换可使系

统降p阶. 1) 若p能被n整除, 当系统作
n− p

p
次降阶

后,所得系统阶数为

r = n− (n− p)
p

· p = p.

若系统作了
n− p

p
+ 1次降阶,则所得系统阶数为

r = n− (
n− p

p
+ 1) · p = 0,

因此这种情况不可能出现,所以当p能被n整除时,系

统最多可作
n− p

p
次降阶,最低可降至p阶.

同理可得,当p未能被n整除,且余数为q时,则系

统最多可作
n− q

p
次降阶,最低可降至q阶.

1) 若p能被n整除,当k =
n− p

p
时,即系统已进

行了
n− p

p
次降阶,记ω =

n− p

p
,则

η̇ω = fa(ηω, εω), (33)

其中: εω ∈ Rp, ηω ∈ Rp. 由于系统(33)是低阶系统,
容易得到控制输入εω = R(ηω),使得闭环系统η̇ω =

fa(ηω, R(ηω))渐近稳定,为此容易得到当k =
n−2p

p
时2p阶系统的控制输入

εn−2p
p

=−fb(ηω, εω)+
∂R(ηω)

∂ηω

fa(ηω, εω)− hωsω,

其中hω > 0. 以此类推,可以求得n − p阶系统的控

制输入ε1 = R(η1), 则初始系统的控制输入u可由

式(15)−(17)得到.

2) 若p未能被n整除,当k =
n− q

p
时,即系统已

进行了
n− q

p
次降阶,基本分析同上.

因此，可以得出以下结论:

定定定理理理 1 对于满足假设1和假设2的系统(1), 利
用本文的滑模降阶理论, 所得的非线性控制输入
(15)−(17)可确保闭环系统所有信号全局有界,且可
以完全抑制匹配的外部干扰输入和削弱抖振, 使闭
环系统状态变量渐近稳定.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
为验证本文所提出的滑模降阶控制器设计方法

的有效性,对非线性直升机系统(1)做降阶处理并设
计控制器. 系统(1)为九阶系统,由引理1可知该系统
可进行3次降阶得到一个3阶系统.
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第1次降阶: 为方便寻找微分同胚变换函数, 将
G(x)中非线性项线性化,由式(9)得,并记

B71 = b71(x) =
KrTor

Iφ sin(x1 + ψ̄)Tpr

' KrTor

IφTpr sin ψ̄
.

取微分同胚变换

[
ε1

η1

]
= φ(x) =




T 2
1 x4

T 2
2 x8

x1

x2

x3

x5

x6

−T 2
1 x4 +

1
B71

x7

−T 2
1 x4 +

1
b79

x9




, (34)

其中: ε1 ∈ R2, η1 ∈ R7, 可得
∂φ(x)

∂x
G(x) = [I2×2

07×2]T,则假设1成立. 则

∂φ(x)
∂x

f(x) =

[
fb(η1, ε1)
fa(η1, ε1)

]
=




−x2 − 2T1x4

−x6 − 2T2x8

x3

x4

α(x1, x2, x3, x7)
x7

x8

x2 + 2T1x4 +
1

B71

β(x1, x6, x7, x9)

x2 + 2T1x4 − 1
b79Tpr

x9




.

由式(10)−(11)可得变换后系统为

η̇1 =fa(η1, ε1)=




x3

x4

α(x1, x2, x3, x7)
x7

x8

x2+2T1x4+
1

B71

β(x6, x7, x9)

x2+2T1x4 − 1
b79Tpr

x9




,

(35)

ε̇1 =fb(η1, ε1)+u+µ=

[
−x2−2T1x4

−x6−2T2x8

]
+u+µ.

(36)

第2次降阶: 系统(35)可写为

η̇1 = fa(η1, ε1) = f(η1) + G(η1)ε1 =




η13

0
α1(η11, η12, η13, η16)

B71η16

0
η12 + β1(η15, η16, η17)

η12 − 1
Tpr

η17




+




0 0
1
T 2

1

0

A1 0
B71 0

0
1
T 2

2

A2 0
A3 0




ε1,

(37)

其中:

x4 =
1
T 2

1

ε11, x8 =
1
T 2

2

ε12, x1 = η11,

x2 = η12, x3 = η13, x5 = η14, x6 = η15,

x7 = B71η16 + B71ε11, x9 = b79η17 + b79ε11,

α1(η11, η12, η13, η16) =
1
Iψ

[a1(η12 + ūd1)2 −Bψη13 + b1(η12 + ūd1)−

hg sin(ψ̄ + θ)− hg cos(ψ̄ + θ)η11 −
KGB71 cos(η11 + ψ̄)(η12 + ūd1)η16],

β1(η15, η16, η17) =
1

IφB71 sin ψ̄
[a2(η15 + ūd2)2 + b2(η15 + ūd2)−

BφB71η16 +
KrTorb79

Tpr

η17 + Krūd1].

由式(8)得

A1 = −KGB71 cos(η11 + ψ̄)(η12 + ūd1) '
−KGB71ūd1 cos(ψ̄) = 0,

A2 =
2
T1

+
−BφB71 +

KrTorb79

Tpr

IφB71 sin ψ̄
,

A3 =
2
T1

− 1
Tpr

.

取微分同胚变换

[
ε2

η2

]
= φ(η1) =




T 2
1 η12

T 2
2 η15

η11

η13

−T 2
1 η12 +

1
B71

η14

−T 2
1 η12 +

1
A2

η16

−T 2
1 η12 +

1
A3

η17




, (38)

其中: ε2 ∈ R2, η2 ∈ R5. 可得
∂φ(η1)

∂η1

G(η1) = [I2×2 05×2]T,

则假设1成立. 则
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∂φ(η1)
∂η1

f(η1) =

[
fb(η2, ε2)
fa(η2, ε2)

]
=




0
0

η13

α1(η11, η12, η13, η16)
η16

1
A2

η12 +
1
A2

β1(η15, η16, η17)
1
A3

η12 − 1
A3Tpr

η17




.

由式(20)−(21)可得变换后系统为

η̇2 =fa(η2, ε2)=




η13

α1(η11, η12, η13, η16)
η16

1
A2

η12+
1
A2

β1(η15, η16, η17)
1
A3

η12 − 1
A3Tpr

η17




,

(39)

ε̇2 = fb(η2, ε2) + ε1 =

[
0
0

]
+ ε1, (40)

其中ε1 = R(η1)作为一个控制输入进行设计.

第3次降阶: 由式(2)(5)(8)得

α1(η11, η12, η13, η16) ' α1(η11, η12, η13) =
1
Iψ

[(2a1ūd1+b1)η12−Bψη13−hg cos(ψ̄+θ)η11].

由式(3)(7)得

β1(η15, η16, η17) =
1

IφB71 sin ψ̄
[(2a2ūd2 + b2)η15 −

BφB71η16 +
KrTorb79

Tpr

η17].

系统(39)可写为

η̇2 = fa(η2, ε2) = f(η2) + G(η2)ε2 =


η22

α2(η21, η22)
A2η24

β2(η24, η25)

− 1
Tpr

η25




+




0 0
A4 0
A2 0
A5 A6

A7 0




ε2, (41)

其中:

η12 =
1
T 2

1

ε21, η15 =
1
T 2

2

ε22, η11 = η21,

η13 = η22, η14 = B71η23 + B71ε21,

η16 = A2η24 + A2ε21, η17 = A3η25 + A3ε21,

α2(η21, η22) =
1
Iψ

[−Bψη22 − hg cos(ψ̄ + θ)η21],

β2(η24, η25) =
1

A2IφB71 sin ψ̄
(−BφB71A2η24 +

KrTorb79A3

Tpr

η25),

A4 =
2a1ūd1 + b1

IψT 2
1

,

A5 =
1

A2T 2
1

+
−BφB71A2 +

KrTorb79A3

Tpr

A2IφB71 sin ψ̄
,

A6 =
2a2ūd2 + b2

A2IφB71T 2
2 sin ψ̄

, A7 =
1

A3T 2
1

− 1
Tpr

.

取微分同胚变换

[
ε3

η3

]
= φ(η2) =




1
A2

η23

− A5

A2A6

η23 +
1
A6

η24

η21

1
A4

η22 − 1
A2

η23

− 1
A2

η23 +
1
A7

η25




, (42)

其中: ε3 ∈ R2, η3 ∈ R3. 可得
∂φ(η2)

∂η2

G(η2) = [I2×2

03×2]T,则假设1成立. 则

∂φ(η2)
∂η2

f(η2) =

[
fb(η3, ε3)
fa(η3, ε3)

]
=




η24

−A5

A6

η24 +
1
A6

β2(η24, η25)

η22

1
A4

α2(η21, η22)− η24

−η24 − 1
A7Tpr

η25




.

变换后可得

η̇3 =fa(η3, ε3)=




η22

1
A4

α2(η21, η22)−η24

−η24− 1
A7Tpr

η25


, (43)

ε̇3 = fb(η3, ε3) + ε2 =


η24

−A5

A6

η24 +
1
A6

β2(η24, η25)


 + ε2, (44)

其中ε2 = R(η2)作为一个控制输入进行设计.

为求控制输入ε3 = R(η3)使得3阶闭环系统η̇3 =
fa(η3, R(η3))渐近稳定,系统(43)可写为

η̇3 = fa(η3, ε3) =
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

A4η32 + A4ε31

α3(η31, η32)− (
Bψ

Iψ

+ A5)ε31 −A6ε32

− 1
Tpr

η33 − (A5 +
1

Tpr

)ε31 −A6ε32




,

(45)

其中:

η23 = A2ε31, η24 = A5ε31 + A6ε32, η21 = η31,

η22 = A4η32 + A4ε31, η25 = A7η33 + A7ε31,

α3(η31, η32)=
1

A4Iψ

[−BψA4η32−hg cos(ψ̄+θ)η31],

取ε3 = [ε31 ε32]T = [η33 0]T,则系统(45)闭环指数
稳定. 则R(η3) = [η33 0]T,取h3 = 1,所以5阶系统

控制输入

ε2 = −fb(η3, ε3) +
∂R(η3)

∂η3

fa(η3, ε3)− h3s3 =
[

−0.091η23 − 2η24 + 0.1914η25

0.00091η23 + 0.0212η24 − 0.0095η25

]
.

(46)

将式(46)代入系统(41)可得此闭环系统指数稳
定,则

R(η2) =[
−0.091η23 − 2η24 + 0.1914η25

0.00091η23 + 0.0212η24 − 0.0095η25

]
.

取h2 = 1,所以7阶系统控制输入由式(25)得

ε1 =

[
−0.072η12 − 0.24η14 − 25.15η15 − 0.072η16 − 0.289η17 + 43.314η2

15

0.00036η12 + 0.0024η14 + 0.2253η15 + 0.000718η16 + 0.0036η17 − 0.457η2
15

]
. (47)

将式(47)代入系统(37)可得此闭环系统指数稳定,则

R(η1) =

[
−0.072η12 − 0.24η14 − 25.15η15 − 0.072η16 − 0.289η17 + 43.314η2

15

0.00036η12 + 0.0024η14 + 0.2253η15 + 0.000718η16 + 0.0036η17 − 0.457η2
15

]
.

取h1 = 1,那么由式(15)−(17)可得初始系统的控制输入为

u =

[
u1

u2

]
=

[
0.567x2+0.04941x4−0.24x5−25.15x6−0.43x7−25.15x8−0.0837x9+86.628x6x8+43.314x2

6−0.072γ(x679)

0.004678x2+0.0012x4+0.0024x5+1.2253x6+0.0043x7+0.5853x8+0.001x9−0.914x6x8−0.457x2
6+0.000718γ(x679)

]
−

b̂sat(s1),
˙̂
b = r‖s1‖, (48)

其中:

γ(x679) = 1058.2(−0.4498x2
6 + 0.2612x6 − 0.003x7 + 0.000945x9),

s1 =

[
s11

s12

]
=

[
0.072x2 + 0.00639x4 + 0.24x5 + 25.15x6 + 0.19x7 + 0.0881x9 − 43.314x2

6

−0.00036x2 + 0.00004138x4 − 0.0024x5 − 0.2253x6 − 0.002x7 + 0.04x8 − 0.0011x9 + 0.457x2
6

]
.

在数值仿真中，直升机模型的参数和初始条

件取为

Iψ = 0.0028, Bψ = 0.0033, hg = 0.0726,

θ = −7◦, a1 = 0.0296, b1 = 0.0588,

T1 = 0.1, KG = 0.013, Iφ = 0.0025,

Bφ = 0.003, a2 = −0.4498, Tpr = 20,

b2 = −0.0798, T2 = 0.2, Kr = 0.063,

Tor = 0.3, ψ̄ =
π

2
, φ̄ =

5π

9
, ūd1 = 0.856,

ud2 = −0.379, x0 = [0 0 0 0
−5π

18
0 0 0 0].

由此可得

η10 = [0 0 0
−5π

18
0 0 0],

η20 = [0 0
−5π

6.804
0 0],

η30 = [0
5π

150.23
5π

150.23
],

b̂0 = [0.1], r = 107,

λ = 0.005和外部扰动µ = [0.05 sin t 0.05 cos t].
仿真可得如下曲线图, 展示了闭环系统状态的
动态轨迹, 从中可见闭环系统的良好稳态性能.
图1表示初始系统的状态轨线,可以看到外部扰动
被完全的抑制;图2表示初始系统的控制输入和滑
动流形曲线, 从图中可到看到控制输入抖振已被
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一定程度的削弱。

图 1 初始系统的状态轨线

Fig. 1 State trajectories of the original system

图 2 控制输入u1, u2和滑动流形s11, s12

Fig. 2 Control inputs u1, u2 and sliding manifolds s11, s12

5 结结结语语语(Conclusions)
本文基于滑模变结构控制理论,采用了一种新

的滑模降阶控制器设计方法,针对CE150直升机非
线性模型, 通过构造出3个微分同胚变换函数, 将
初始系统降至3阶系统,并利用滑模降阶的映射关
系反推出初始系统的控制输入, 通过仿真结果表
明所提出控制器设计方法有效,且具有鲁棒性. 与
其他模型降阶方法相比,本文方法具有如下优点:

1)适用于非线性控制系统模型降阶;

2)比起传统的降阶方法,本方法不损失系统任
何信息;

3)滑动流形的设计具有一般性,适用范围广.

参参参考考考文文文献献献(References):

[1] 朱耀麟, 杨志海, 陈西豪.模型降阶方法研究 [J].微计算机信息,

2011, 27(5): 22 – 25.

(ZHU Yaolin, YANG Zhihai, CHEN Xihao. Investigation on the

methods of model reduction [J]. Microcomputer Information, 2011,

27(5):22 – 25.)

[2] 陈慧鹏,陈国金,陈立平,等.电动助力转向系统多领域鲁棒控制

模型的降阶方法 [J].控制理论与应用, 2011, 28(10): 1436 – 1440.

(CHEN Huipeng, CHEN Guojin, CHEN Liping, et al. Order reduc-

tion in robust multi-domain control model for electric power steering

system [J]. Control Theory & Applications, 2011, 28(10): 1436 –

1440.)

[3] GHAFOOR A, SREERAM V. Frequency weighted balanced model

reduction: a survey [C] //The 9th International Conference on Con-

trol, Automation, Robtics and Vision. Singapore: IEEE, 2006: 1 –

6.

[4] 方敏,王洪波,陈无畏.汽车主动悬架H∞控制器的降阶 [J].控制

理论与应用, 2007, 24(4): 553 – 560.

(FANG Min, WANG Hongbo, CHEN Wuwei. Order-reduction of H-

infinity controller for the active suspension system of vehicle [J].

Control Theory & Applications, 2007, 24(4): 553 – 560.)

[5] 钟瑞麟,程鹏.利用稳定零点构造降阶H∞控制器的方法 [J].控制

理论与应用, 2007, 24(5): 707 – 710.

(ZHONG Ruilin, CHENG Peng. Constructing a reduced-order H-

infinity controller using stable invariant zeros [J]. Control Theory &

Applications, 2007, 24(5): 707 – 710.)

[6] HOULIS P, SREERAM V. A parametrized controller reduction tech-

nique via a new frequency weighted model reduction formulation [J].

IEEE Transactions on Automatic Control, 2009, 54(5): 1087 – 1093.

[7] ABBAS H S, WERNER H. Frequency-weighted discrete-time LPV

model reduction using structurally balanced truncation [J]. IEEE

Transaction on Control Systems Technology, 2011, 19(1):140 – 147.

[8] LI B, BAO L, LIN Y Q, et al. Model-order reduction of kth order

MIMO dynamical systems using block kth krylov subspaces [J]. In-

ternational Journal of Computer Mathematics, 2011, 88(1): 150 –

162.

[9] BREITHEN T, DAMM T. Krylov subspace methods for model order

reduction of bilinear control systems [J]. Systems & Control Letters,

2010, 59(8): 443 – 450.



338 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

[10] SANDBERG H, MURRAY R M. Model reduction of interconnected

linear systems [J]. Optimal Control Application and Method, 2009,

30(3): 225 – 245.

[11] LI L, PETERSEN I R. A gramian-based approach to model reduc-

tion for uncertain system [J]. IEEE Transaction on Automatic Con-

trol, 2010, 55(2): 508 – 514.

[12] ASTOLFI A. Model reduction by moment matching for linear and

nonlinear systems [J]. IEEE Transaction on Automatic Control, 2010,

55(10): 2321 – 2335.

[13] CAI G W, CHEN B M, PENG K M, et al. Modeling and control of the

yaw channel of a UAV helicopter [J]. IEEE Transaction on Industrial

Electronics, 2008, 55(9): 3426 – 3434.

[14] HE Y Q, HAN J D. Acceleration-feedback-enhanced robust control

of an unmanned helicopter [J]. Journal of Guidance, Control, and

Dynamics, 2010, 33(4): 1236 – 1250.

[15] XING X J, JIA Q L, QU Y H, et al. H-infinity robust controller design

for a certain helicopter′s lateral motion using genetic algorithm [C]

//Proceeding of the IEEE International Conference on Automation

and Logistics. Qingdao, China: IEEE, 2008, 719 – 724.

[16] 邢小军, 闫建国. 直升机全包线飞行控制律的优化设计及其仿

真 [J].火力与指挥控制, 2010, 35(11): 39 – 42.

(XING Xiaojun, YAN Jianguo. Optimal design of full-envelop flight

control law for a certain helicopter and Its simulation [J]. Fire Control

and Command Control, 2010, 35(11): 39 – 42.)

[17] ZHAO J, YANG L Y, SHEN G Z. H∞attitude control for helicopter

based on slow switching principle [J]. Flight Dynamics, 2010, 28(5):

27 – 30.

[18] DUDGEON G J W, GRIBBLE J J. Helicopter attitude command at-

titude hold using individual channel analysis and design [J]. Journal

of Guidance, Control, and Dynamics, 1997, 20(5): 962 – 971.

[19] WALKER D J, POSTLETHWAITE I. Advanced helicopter flight

control using two-degree-of-freedom H∞ optimization [J]. Journal

of Guidance, Control, and Dynamics, 1996, 19(2): 461 – 468.

[20] NAO T, KATAYAMA H, ICHIKAWA A. Output regulation of a heli-

copter model [C] //The Society of Instrument and Control Engineers

(SICE) Annual Conference. Fukui, Japan: IEEE, 2003, 1: 936 – 941.

作者简介:
蒋蒋蒋 沅沅沅 (1982–),男,硕士生导师,博士,研究方向为非线性系统

控制理论与应用、直升机飞行控制系统设计与分析等, E-mail: jiang

yuan@mail.sdu.edu.cn;

曾曾曾令令令武武武 (1987–),男,硕士研究生,研究方向为非线性系统的分

析与综合等, E-mail: 675011433@qq.com;

代代代冀冀冀阳阳阳 (1966–),男,教授,硕士生导师,博士,研究方向为直升

机飞行控制系统设计与分析、智能计算与优化算法在控制中的应用

等, E-mail: djiyang@163.com.


