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摘要:存在状态时滞的不确定离散时间系统的的滑模可靠控制问题,其中,被控系统执行器可能发生部分故障.
通过构造一种拟积分型切换面,可以保证系统状态轨迹从开始时刻就位于切换面上. 利用Lyapunov稳定性理论和
线性矩阵不等式技术给出了滑模动态系统渐近稳定的充分条件.而且,所设计的滑模控制律可以保证在执行器故障
影响下的滑动模态仍然是可达的. 数值仿真验证了本文设计方法的有效性.
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Sliding mode reliable control for uncertain discrete-time systems

SUN Na-na, NIU Yu-gang†, CHEN Bei, LIU Yong-hui
(Key Lab Advanced Control and Optimization for Chemical Processed of Ministry of Education,

East China University of Science and Technology, Shanghai 200237, China)

Abstract: We investigate the sliding mode reliable control for a class of uncertain discrete-time systems with delayed
state, in which the controlled system may be subject to partial actuator degradation. An integral-like sliding surface is
chosen such that the trajectories of states will lie in the sliding surface from the initial time. By means of Lyapunov stability
theory and linear matrix inequality technique, a sufficient condition is derived to ensure the asymptotic stability of the siding
mode dynamics. A new sliding mode controller is designed to ensure the reachability of the sliding mode dynamics despite
the effects of actuator degradation. Finally, the numerical simulation results further show the effectiveness of the proposed
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际的工程应用中, 可靠性是控制系统正常

工作的关键因素之一.若控制系统中的元件(如执行
器或传感器)由于自然磨损或老化发生故障,将直接
影响系统的控制性能,甚至导致系统失稳. 因此,可
靠控制问题一直是控制领域的研究热点, 并取得了
丰硕的研究成果[1–3]. 特别是,由于滑模控制在处理
参数不确定性和外部干扰时所显示出的很强的鲁棒

性[4–5],滑模可靠控制问题近年也开始受到研究人员
的关注. 文献 [6]针对含有故障的非线性系统提出模
糊自适应滑模控制的方法, 引入滑模控制来抵消模
糊逼近误差. 文献 [7]则对于含有故障的非线性系统
采用滑模控制的方法, 通过设计滑模面和控制律使
闭环系统达到稳定. 然而,值得注意的是上述工作大
多是针对连续系统进行可靠性能的分析与设计的.
由于计算机控制的广泛应用, 近年来离散时间

滑模控制的设计问题受到关注. 在离散时间控制系

统中,控制信号只在每次状态采样时刻发生变化,在
整个采样周期将保持常值.这意味着,离散滑模控制
系统的结构仅在离散的采样时刻才会发生切换,这
点与连续滑模控制系统完全不同,因为对于连续滑
模控制系统,一旦状态轨迹“越过”切换面,控制信
号就会发生切换.由于有限的采样速率使得采样时
刻不一定“恰好”发生在状态轨迹到达切换面的时

刻, 从而导致在离散滑模控制系统中, 状态轨迹可
以“接近”切换面,但通常不会“停留”在切换面上,
而是在切换面的邻域内运动, 形成一种“准”滑动
模态[8–10]. 由于离散滑模控制的这种特殊性,使得已
有的连续系统滑模控制的研究成果并不能简单地被

推广到离散系统中. 值得指出的是,到目前为止,针
对存在执行器故障情况下离散系统滑模控制问题的

研究还不多见,因此,开展执行器故障情况下的离散
滑模控制问题的研究是十分必要和有意义的.

本文研究执行器可能发生故障情况下一类不确
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定离散时滞系统的滑模可靠控制问题.设计了一种
拟积分型切换面, 利用Lyapunov稳定性理论和线性
矩阵不等式(linear matrix inequality, LMI)技术给出
了滑模动态系统渐近稳定的充分条件,并证明了所
设计的离散滑模控制律可以保证滑动模态的可达

性. 通过数值仿真验证了本文所设计方法的有效性.

2 系系系统统统描描描述述述(Systems description)
考虑不确定离散时滞系统

x(k + 1) = (A + ∆A)x(k) + (Ad +

∆Ad)x(k − d) + BuF (k), (1)

x(k) = φ(k), k ∈ {−d, 0}, (2)

其中: x(k) ∈ Rn, uF (k) ∈ Rm, A, Ad和B为已知常

数矩阵, d为已知状态时滞. 不失一般性,假设(A,B)
完全可控, 矩阵B列满秩, ∆A和∆Ad为系统参数不

确定性且满足

[∆A(k) ∆Ad(k)] = EF (k)[H Hd], (3)

其中: E, H和Hd均为已知常数矩阵, F (k)满足

FT(k)F (k) 6 I.

假设系统(1)–(2)可能发生执行器故障,其故障模
型为[1]

uF (k) = α(k)u(k), (4)

其中α(k) = diag{α1(k), α2(k), · · · , αm(k)}. 假设
αi(k)有界且满足0 < α i 6 αi(k) 6 ᾱi, 其中α i 6
1, ᾱi > 1. 可知,当α i = ᾱi,即αi = 1时,表示执行
器正常工作; α i 6= ᾱi时,表示执行器存在故障. 若令

α0i =
α i + ᾱi

2
, βi =

ᾱi − α i

α i + ᾱi

, δi(k)=
αi(k)− α0i

α0i

,

并记

α0 = diag{α01, α02, · · · , α0m},
β = diag{β1, β2, · · · , βm},
δ(k) = diag{δ1(k), δ2(k), · · · , δm(k)},

那么,可以得到

α(k) = α0(I + δ(k)), ‖δ(k)‖ 6 ‖β‖ < 1. (5)

易知,当执行器不存在故障时, α0i = 1, βi = 0, δi =
0.

注注注 1 需要指出的是,执行器故障模型(4)不包括αi =

0的情况. 这是因为, αi = 0可能导致控制增益矩阵Bα(k)

非列满秩,从而不满足上面的一般性假设条件.因此,本文

考虑的是存在部分执行器故障的离散系统滑模控制问题.

3 滑滑滑模模模面面面设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Sliding mode
control and stability analysis)
本节构造下面的拟积分型切换函数,并进一步利

用等效控制律方法得到理想滑模动态方程:

S(k) = Gx(k) + σ(k), (6)

∆σ(k) = G(I −A)x(k)−GAdx(k − d), (7)

σ(0) = −Gx(0), (8)

其中: S(k) = [S1(k) S2(k) · · · Sm(k)]T, 设计矩
阵G满足GB为非奇异矩阵. 易知, 选择G = BTP

(其中, P > 0将在后面的设计中给出)可以保证矩阵
GB非奇异. 由式(6)–(8)可知S(0) = 0, 即系统状态
轨迹在初始时刻就位于切换面上. 因此,本文设计的
切换面可以消除切换面的趋近过程, 从而保证系统
在全空间上具有很好的鲁棒性. 由离散滑模理论可
知,当系统状态进入切换面后有S(k + 1) = S(k) =
0,因此,可得系统的等效控制律为

ueq(k) = −α−1R[∆Ax(k) + ∆Adx(k − d)], (9)

其中R = (BTPB)−1BTP . 将等效控制律(9)代入系
统(1),可得理想情况下的滑模动态方程为

x(k + 1) = (A + ∆A−BR∆A)x(k) + (Ad +

∆Ad −BR∆Ad)x(k − d). (10)

注注注 2 此处的等效控制律(9)仅是用于分析滑模动

态系统的稳定性, 并不用于实际系统的控制. 事实上, 由

于ueq(k)中存在参数不确定性,所以, ueq(k)也是无法实现

的. 本文第4节中将设计具体的滑模控制律.

下面分析滑模动态方程(10)的稳定性,并给出保
证滑模动态系统渐近稳定的充分条件.

定定定理理理 1 对于不确定离散时滞系统(1)–(2), 切
换面由式(6)–(8)确定, 若存在P > 0, Q > 0以及标
量εi > 0(i = 1, 2, 3, 4)满足下面的LMI:



Π1 0 2ATPE 0
0 Π2 0 2AT

d PE

2ETPA 0 −ε1I 0
0 2ETPAd 0 −ε2I


 < 0, (11)

[
−BTPB BTPE

ETPB −ε3I

]
< 0, (12)

[
−P PE

ETP −ε4I

]
< 0, (13)

其中:

Π1 = 4ATPA + 4ε1H
TH + 3ε3H

TH +

5ε4H
TH − P + Q,

Π2 = 4AT
d PAd + 4ε2H

T
d Hd + 4ε3H

T
d Hd +

4ε4H
T
d Hd −Q.

那么,滑模动态系统(10)是全局渐近稳定的.

证证证 选取Lyapunov函数为
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V (k) = xT(k)Px(k) +
k−1∑

i=k−d

xT(i)Qx(i),

沿系统(10)的状态轨迹,可得

∆V (k) = V (k + 1)− V (k) =

∆V1(k) + ∆V2(k) + ∆V3(k), (14)

其中:

∆V1(k) =

xT(k)(A + ∆A)TP (A + ∆A)x(k)−
xT(k)(A + ∆A)TPBR∆Ax(k)−
xT(k)∆ATPBR(A + ∆A)x(k) +

xT(k)[∆ATPBR∆A− P + Q]x(k), (15)

∆V2(k) =

2xT(k)∆ATPBR∆Adx(k − d) +

2xT(k)(A + ∆A)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d)−
2xT(k)(A + ∆A)TPBR∆Adx(k − d)−
2xT(k)∆ATPBR(Ad + ∆Ad)x(k − d), (16)

∆V3(k) =

−xT(k − d)Qx(k − d) +

xT(k−d)(Ad+∆Ad)TP (Ad+∆Ad)x(k−d)−
xT(k − d)(Ad + ∆Ad)TPBR∆Adx(k − d)−
xT(k − d)∆AT

d PBR(Ad + ∆Ad)x(k − d) +

xT(k − d)∆AT
d PBR∆Adx(k − d). (17)

对于式(15)右边的第2和第3项,可得

−xT(k)(A + ∆A)TPBR∆Ax(k)−
xT(k)∆ATPBR(A + ∆A)x(k) 6
xT(k)(A + ∆A)TP (A + ∆A)x(k) +

xT(k)∆ATPBR∆Ax(k). (18)

对于式(16)右边的第1项,可得

2xT(k)∆ATPBR∆Adx(k − d) 6
xT(k − d)∆AT

d PBR∆Adx(k − d) +

xT(k)∆ATP∆Ax(k). (19)

对于式(16)右边的第2项,可得

2xT(k)(A + ∆A)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d) 6
xT(k − d)(Ad + ∆Ad)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d) +

xT(k)(A + ∆A)TP (A + ∆A)x(k). (20)

对于式(16)右边的第3项,可得

−2xT(k)(A + ∆A)TPBR∆Adx(k − d) 6
xT(k)(A + ∆A)TP (A + ∆A)x(k) +

xT(k − d)∆AT
d PBR∆Adx(k − d). (21)

对于式(16)右边的第4项,可得

−2xT(k)∆ATPBR(Ad + ∆Ad)x(k − d) 6
xT(k − d)(Ad + ∆Ad)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d) +

xT(k)∆ATPBR∆Ax(k). (22)

同理,对于式(17)右边的第3和第4项,可得

−xT(k − d)[(Ad + ∆Ad)TPBR∆Ad +

∆AT
d PBR(Ad + ∆Ad)]x(k − d) 6

xT(k − d)(Ad + ∆Ad)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d) +

xT(k − d)∆AT
d PBR∆Adx(k − d). (23)

此外,对于ε1 > 0和ε2 > 0,分别有

xT(k)(A + ∆A)TP (A + ∆A)x(k) 6
xT(k)ATPAx(k) + xT(k)ε−1

1 ATPEETPAx(k) +

xT(k)ε1H
THx(k) + xT(k)∆ATP∆Ax(k), (24)

xT(k − d)(Ad + ∆Ad)TP (Ad + ∆Ad)x(k − d) 6
xT(k − d)[AT

d PAd + ε−1
2 AT

d PEETPAd +

ε2H
T
d Hd + ∆AT

d P∆Ad]x(k − d). (25)

于是,本文得到

∆V (k) < [x(k) x(k − d)]Σ

[
x(k)

x(k − d)

]
, (26)

其中:

Σ =

[
Π3 0
0 Π4

]
,

Π3 = 4ATPA + 4ε1H
TH + 5∆ATP∆A− P +

4ε−1
1 ATPEETPA + 3∆ATPBR∆A + Q,

Π4 = 4AT
d PAd + 4ε2H

T
d Hd + 4∆AT

d P∆Ad +

4ε−1
2 AT

d PEETPAd+4∆AT
d PBR∆Ad−Q.

因此,当Σ < 0时,有∆V (k) < 0(x(k) 6= 0). 由
Schur’s引理可知, Σ < 0等价为



Π5 0 2ATPE
√

3ΘB 0
√

5Θ 0 0
∗ Π6 0 0 2ΘdB 0 2Θd 2AT

d PE

∗ ∗ −ε1I 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ −Γ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Γ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




<0,

(27)

其中:

Θ = ∆ATP, Θd = ∆AT
d P, Γ = BTPB,

Π5 = 4ATPA + 4ε1H
TH − P + Q,

Π6 = 4AT
d PAd + 4ε2H

T
d Hd −Q.

易知,式(27)等价于
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

Π5 0 2ATPE 0 0
√

5Θ 0 0
∗ Π6 0 0 0 0 2Θd 2AT

d PE

∗ ∗ −ε1I 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ −Γ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Γ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




+

WT
1 FT

0 Y T
1 + Y1F0W1 < 0, (28)

其中:

F0 =

[
F 0
0 F

]
,

W1 =

[√
3H 0 0 0 0 0 0 0
0 2Hd 0 0 0 0 0 0

]
,

Y1 =

[
0 0 0 ETPB 0 0 0 0
0 0 0 0 ETPB 0 0 0

]
.

由于

WT
1 FTY T

1 + Y1FW1 6 ε−1
3 Y1Y

T
1 + ε3W

T
1 W1,

那么,下面的式(29)–(30)可以保证式(28)成立:



Π7 0 2ATPE
√

5Θ 0 0
∗ Π8 0 0 2Θd 2AT

d PE

∗ ∗ −ε1I 0 0 0
∗ ∗ ∗ −P 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




< 0, (29)

−BTPB + ε−1
3 BTPEETPB < 0, (30)

其中:

Π7 = 4ATPA + 4ε1H
TH + 3ε3H

TH − P + Q,

Π8 = 4AT
d PAd + 4ε2H

T
d Hd + 4ε3H

T
d Hd −Q.

同理,式(29)等价于下式:



Π7 0 2ATPE 0 0 0
∗ Π8 0 0 0 2AT

d PE

∗ ∗ −ε1I 0 0 0
∗ ∗ ∗ −P 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




+

WT
2 FT

0 Y T
2 + Y2F0W2 < 0, (31)

其中:

W2 =

[√
5H 0 0 0 0 0
0 2Hd 0 0 0 0

]
,

Y2 =

[
0 0 0 ETP 0 0
0 0 0 0 ETP 0

]
.

从而,式(11)–(13)可保证式(31)成立.

因此, 如果线性矩阵不等式(11)–(13)成立, 则有
Σ < 0, 从而有∆V (k) < 0(当x(k) 6= 0时). 根据
Lyapunov稳定性理论可得滑模动态系统(10)是渐近
稳定的. 证毕.

4 滑滑滑模模模控控控制制制律律律的的的设设设计计计(Sliding mode con-
troller design)
定理1已给出理想滑动模态系统(10)渐近稳定的

充分条件.下面将进一步分析滑动模态的可达性. 通
过设计滑模控制律保证状态轨迹在有限时间内到达

切换面S(k) = 0的邻域并保持在该区域内.

定定定理理理 2 针对不确定离散时滞系统(1)–(2)和执
行器故障模型(4), 设计切换函数(6)–(8)和如下的滑
模控制律:

u(k) =




−α−1

0 ζρ
S(k)
‖S(k)‖ , ‖S(k)‖ 6= 0,

0, ‖S(k)‖ = 0,

(32)

其中: ρ = ρ0 + η‖S(k)‖, ρ0 = ‖RE‖[‖Hx(k)‖ +

‖Hdx(k − d)‖], η =
ζ(1− ‖β‖2)− 2

4ζ2(1 + ‖β‖)2‖BTPB‖ , ζ >

2
1− ‖β‖2

. 那么,滑模控制律(32)能保证系统在有限

时间内进入准滑模区域Ω并最终稳定于该区域内:

Ω = {‖S(k)‖ 6 ∆, ∆ =

2ρ0

√
[1 + ζ2(1 + ‖β‖)2]‖BTPB‖

ηζ(1− ‖β‖2) + 2
}.

证证证 选取Lyapunov函数为

V2(k) =
1
2
ST(k)(BTPB)−1S(k),

沿系统轨迹得到

∆V2(k) = ST(k)(BTPB)−1∆S(k) +
1
2
∆S(k)T(BTPB)−1∆S(k), (33)

其中∆S(k) = S(k + 1)− S(k).

将系统方程(1)和控制律(32)代入式(6)–(8)可得

∆S(k) = BTP∆Ax(k) + BTP∆Adx(k − d)−
BTPB(I + δ)ζρ

S(k)
‖S(k)‖ . (34)

对于式(33)右边的第1项,利用式(34)可得

ST(k)(BTPB)−1∆S(k) =

ST(k)RE[FHx(k) + FHdx(k − d)]−
ζρ‖S(k)‖ − ζρ

‖S(k)‖ST(k)δS(k). (35)

由于‖δ‖ 6 ‖β‖ < 1,那么

− ζρ

‖S(k)‖ST(k)δS(k) 6
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1
2

ζρ

‖S(k)‖ [ST(k)δTδS(k) + ST(k)S(k)] 6

1
2
ζρ‖S(k)‖(1 + ‖β‖2), (36)

从而,由式(35)和式(36)可知

ST(k)(BTPB)−1∆S(k) 6
‖S(k)‖‖RE‖[‖Hx(k)‖+ ‖Hdx(k − d)‖]−
ζρ‖S(k)‖+

1
2
ζρ‖S(k)‖(1 + ‖β‖2) 6

−[
1
2
ζ(1− ‖β‖2)− 1]ρ0‖S(k)‖ −

1
2
ζη(1− ‖β‖2)‖S(k)‖2

. (37)

对于式(33)右边的第2项,由式(34)可知
1
2
∆ST(k)(BTPB)−1∆S(k) =

1
2
[FHdx(k − d) + FHx(k)]TETPB ×

RE[FHx(k) + FHdx(k − d)] +
1
2

ST(k)
‖S(k)‖ρζ(I + δ)BTPB(I + δ)ζρ

S(k)
‖S(k)‖ −

1
2

ST(k)
‖S(k)‖ρζ(I + δ)BTPE[FHx(k) +

FHdx(k − d)]− 1
2
[FHx(k) +

FHdx(k − d)]TETPB(I + δ)ζρ
S(k)
‖S(k)‖ , (38)

其中,对于式(38)右边的后两项:

−1
2

ST(k)
‖S(k)‖ρζ(I + δ)BTPE[FHx(k) +

FHdx(k−d)]− 1
2
[FHx(k) + FHdx(k−d)]T ·

ETPB × (I + δ)ρζ
S(k)
‖S(k)‖ 6

1
2

ST(k)
‖S(k)‖ρζ(I + δ)BTPB(I + δ)ζρ

S(k)
‖S(k)‖ +

1
2
[FHdx(k − d) + FHx(k)]TETPB ×

RE[FHx(k) + FHdx(k − d)]. (39)

因此,由式(38)和式(39)可得
1
2
∆ST(k)(BTPB)−1∆S(k) 6

[FHdx(k − d) + FHx(k)]TETPB ×
RE[FHx(k) + FHdx(k − d)] +
ST(k)
‖S(k)‖ρζ(I + δ)BTPB(I + δ)ζρ

S(k)
‖S(k)‖ 6

[‖Hx(k)‖+ ‖Hdx(k − d)‖]‖BTPERE‖ ×
[‖Hx(k)‖+ ‖Hdx(k − d)‖] +

ρ2ζ2(1 + ‖β‖)2‖BTPB‖ 6
[ρ2

0 + (ρ0 + η‖S(k)‖)2ζ2(1 + ‖β‖)2]‖BTPB‖.
(40)

综上,将式(37)和式(40)代入式(33),可得

∆V2(k) 6 −1
4
η‖S(k)‖2[ζ(1− ‖β‖2) + 2] +

[1 + ζ2(1 + ‖β‖)2]ρ2
0‖BTPB‖. (41)

当‖S(k)‖ > ∆(即系统状态轨迹位于在准滑模
区域外面)时, 有∆V2(k) < 0, 从而系统状态轨迹将
渐近收敛于准滑模区域Ω内. 证毕.

注注注 3 由定理2可知, 本文所设计的滑模控制律可以

保证在执行器故障和状态时滞的影响下,系统状态轨迹在

有限时间内“被吸引”在切换面的邻域内.而且,由于控制

律只在状态轨迹进入或离开该邻域时才发生切换,因此,该

邻域可以起到对滑模控制系统固有的“抖振”现象的一种

消弱作用.

5 数数数值值值仿仿仿真真真(Simulation)
考虑不确定离散时滞系统(1)–(2), 其参数分别

为:

A =



−0.8 0.5 0.2
−2 −0.3 0.2
−3 0.3 1


 , Ad =




0.4 0.1 − 0.2
0.2 0.5 0.2
0.1 0.2 − 0.2


 ,

B =



−2 1
3 − 1
1 1.4


 , E =




0.2
0.3
0.4


 , F (k) = sin k,

H = [0.2 0.4 0.2], Hd = [0.1 0.2 − 0.2].

设时滞d = 1, α1 =0.4, α2 =0.6, ᾱ1 =1.2, ᾱ2 =
1.4, ζ = 4,则α0 = diag{0.8, 1}, β = diag{0.5, 0.4}.
容易看出ζ > 2/(1− ‖β‖2)成立. 求解线性矩阵不
等式(11)–(13),可以得到:

P =




187.6870 90.7743 − 1.7647
90.7743 107.1417 − 27.5291
−1.7647 − 27.5291 194.7530


 ,

Q =




138.5520 77.2371 20.1527
77.2371 152.0539 42.5524
20.1527 42.5524 133.5649


 ,

G =

[
−104.8158 112.3474 115.6951
94.4421 − 54.9081 298.4186

]
,

ε1 = 178.0159, ε2 = 174.8054,

ε3 = 242.2476, ε4 = 228.6914.

设采样时间T = 0.1 s, 初始状态为x(0) =
[−0.1 −0.2 0.2]T. 假设在t = 5 s时执行器发生
故障,且控制信号uF (k)为
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uF (k) =

[
γ × 0.8 + 0.4 0

0 γ × 0.8 + 0.6

]
u(k),

其中γ为0∼1之间的随机数. 仿真结果如图1–3所示,
可以看出,本文设计的控制律可以有效地削弱时滞
和执行器故障给系统带来的影响,使闭环系统渐近
稳定且S(k)最终收敛于一个比较窄的准滑模区域
内.

图 1 系统的状态轨迹

Fig. 1 Trajectories of states

图 2 滑模变量轨迹

Fig. 2 Trajectories of sliding mode variable

图 3 控制输入信号

Fig. 3 Control input signals

6 结结结论论论(Conclusions)
本文讨论了存在部分执行器故障情况下不确定

离散时滞系统的滑模控制问题,证明了设计的拟积
分切换面和滑模控制律可以使闭环系统渐近稳定,
有效地削弱了时滞和执行器故障带来的影响.
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