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摘要:模型复杂性是决定学习机器泛化性能的关键因素,对其进行合理的控制是模型选择的重要原则.极限学习
机(extreme learning machine, ELM)作为一种新的机器学习算法,表现出了优越的学习性能.但对于如何在ELM的模
型选择过程中合理地度量和控制其模型复杂性这一基本问题,目前尚欠缺系统的研究.本文讨论了基于
Vapnik-Chervonenkis(VC)泛化界的ELM模型复杂性控制方法(记作VM),并与其他4种经典模型选择方法进行了系
统的比较研究.在人工和实际数据集上的实验表明,与其他4种经典方法相比, VM具有更优的模型选择性能:能选
出同时具有最低模型复杂性和最低(或近似最低)实际预测风险的ELM模型. 此外,本文也为VC维理论的实际应用
价值研究提供了一个新的例证.
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LIU Xue-yi1,2, SONG Chun-yue3†, LI Ping1,3

(1. School of Aeronautics and Astronautics, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China;
2. Department of Mathematics, China Jiliang University, Hangzhou Zhejiang 310018, China;

3. Institute of Industrial Process Control, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China)

Abstract: Model complexity is the critical element in determining the generalization ability of a learning machine.
Hence, any learning machine needs to have proper provisions for complexity control. Extreme learning machine (ELM) has
recently become increasingly popular due to its high learning speed and good generalization performance. However, there
is a lack of systematic study on how to accurately measure and control its complexity for the purpose of good generalization.
In this paper, the Vapnik-Chervonenkis (VC) bound-based model selection method (VM) is discussed, and then is compared
with other 4 classic statistical model selection criteria. Simulations on the artificial and real-world datasets show that VM
can achieve the best model selection performance among all 5 model selection methods; it provides the optimal ELM model
with both the lowest model complexity and the smallest or nearly smallest real prediction risk. In addition, this paper also
provides a strong evidence for the practical applicability of VC generalization bound in terms of model selection.
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1 引引引言言言(Introduction)
前向神经网络,如多层感知器(multilayer perce-

ptron)和径向基函数(radial basis function, RBF)网络,
是神经网络研究领域中最经典的网络模型,其中,单
隐层前馈神经网络(single-hidden-layer feed-forward
net-work, SLFN)由于结构简单易实现,同时具有强大
的非线性逼近能力,已得到深入的研究和广泛的应
用[1]. 极限学习机(extreme learning machine, ELM)是
近几年提出的一种针对单隐含层前向神经网络的机

器学习算法[2–3]. ELM算法中首先随机选取SLFN的
输入层权重,然后利用最小二乘思想计算输出层权重.
模型训练时间显著优于基于梯度信息的传统迭代算

法以及支持向量机(support vector machine, SVM)算
法,同时却能够获得可比拟SVM的泛化性能[3–4]. 由
于其训练速度快、易于实现以及泛化能力强等鲜明的

特点,正吸引着越来越多学者的关注[5–9].

统计学习理论表明,学习机器的泛化能力取决于
学习机器所实现的函数集的容量(即模型复杂性). 因
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此,在模型参数选择的过程中合理地控制模型复杂性,
对其泛化性能的提高至关重要.然而,对于ELM,如何
在参数选择过程中合理地度量和有效地控制其模型

复杂性,目前尚欠缺系统的研究.不同的模型选择标
准会得到不同的模型复杂性控制效果,并将导致算法
性能上的差异,因此,研究适用于ELM算法的模型选
择方法具有重要意义.当前常用的ELM模型参数选择
方法有交叉验证方法[4–7]、统计量和信息增益[8]、

Akaike信息准则(Akaike information criterion, AIC)[9]

等. 其中,交叉验证方法应用最多,如k重交叉验证和

留一交叉验证等. 除以上方法外, Bayesian信息准则
(Bayesian information criterion, BIC)[10]、Shibata模型
选择标准(Shibata’s model selector, SMS)[11]等,作为
基于统计理论提出的经典模型选择方法同样可以应

用于ELM.

另一方面, VC理论(Vapnik-Chervonenkis theory)
是专门针对小样本情形下的机器学习问题所提出

的[12]. Vapnik据此进一步提出的结构风险最小化原
则,为模型复杂性控制提供了更为一般且有效的理论
框架. VC泛化界(VC generalization bound)是其中最
核心的概念,它给出了模型实际泛化性能上界的一种
分析估计方法. 基于VC泛化界的模型选择方法已经
吸引了许多学者的研究兴趣,比如: Cherkassky等[13]、

Cherkassky等[14]和Shao等[15]通过仿真实验发现,该
方法优于其他模型选择方法; Cherkassky等[16]成功地

将其应用于小波信号降噪问题; Chapelle等[17]提出一

种基于VC理论的小样本问题模型选择方法,并通过
仿真实验验证了所提方法的优越性.

然而,由于对VC泛化界本身保守性的顾虑[18]以

及VC维计算的困难性[18–19]等原因,目前它仅在有限
且简单的几个算法中获得应用. 因此,相比于VC泛化
界的重要理论意义,其实际应用价值仍是当前需要进
一步研究的问题.注意到,对于ELM,文献[20]已经对
其VC维大小进行了严格证明. 本文将在此基础上引
入基于VC泛化界的ELM模型复杂性控制方法,并通
过仿真实验比较该方法与其他4种经典ELM模型选择
方法的性能差异.这一方面能为ELM的模型选择提供
指导,同时也为研究VC泛化界的实际应用价值提供
有益线索. 为简单起见,本文以回归为例讨论,得到的
结果可推广到分类情形.

2 极极极限限限学学学习习习机机机(ELMs)
2.1 学学学习习习问问问题题题的的的一一一般般般提提提法法法(The learning problem)
假设给定有限样本(xi, yi)(i = 1, · · · , N),估计

如下未知函数:
y = f(x) + ε, (1)

其中ε为零均值随机误差. 一个学习算法总是试图利
用训练样本从逼近函数集合{f(x, θ)|θ ∈ Θ}中发现

“最好”的模型f(x, θ0),以最小化如下实际预测风
险泛函:

R(θ) =
w

L(y, f(x, θ))p(x, y)dxdy, (2)

其中, p(x, y)是样本的联合概率密度函数; L(y, f(x,

θ))是预测损失函数. 预测风险泛函衡量学习算法对
未知目标函数f(x)的预测精度,对回归问题常采用二
次损失形式,即L(y, f(x, θ))=(y − f(x, θ))2,此时,
实际预测风险泛函变为

R(θ) =
w

(y − f(x, θ))2p(x, y)dxdy. (3)

经验风险最小化方法直接最小化经验风险,即在训练
样本点上的平均损失

Remp(θ) =
1
N

N∑
i=1

(yi − f(xi, θ))
2
. (4)

2.2 极极极限限限学学学习习习机机机(ELMs)
极限学习机采用如下函数集来估计式(1)中的未知

函数:

{f(x)=
L∑

j=1

βjG(aj, bj,x)|aj∈Rn; βj, bj∈R},
(5)

其中: L为单隐层前向神经网络的隐含层神经元个数;
aj = (a1j, a2j, · · · , anj)T为连接第j个隐含层结点的

输入权值向量; bj为第j个隐层神经元的阈值; βj为连

接第j个隐层结点的输出权值;且

G(aj, bj,x) =





g(aT
j x + bj), g( )为加性函数,

g(
‖x− aj‖2

bj

), g( )为RBF函数.

(6)

g( )为隐层神经元激活函数.

对于给定的N个样本{(xi, yi)}N
i=1, ELM算法首

先随机取定aj和bj ,然后通过最小化经验风险式(4)来
估计β = [β1 β2 · · · βL]T. 注意到式(5)关于未知参
数呈线性关系,故可转而求解如下线性方程组:

Hβ = y, (7)

其中,隐含层输出矩阵

H =




G(a1, b1,x1) · · · G(aL, b1,x1)
...

...
G(a1, bN ,xN) · · · G(aL, bN ,xN)




N×L

, (8)

且y = [y1 · · · yN ]T.

对于隐含层输出矩阵H ,若L 6 N ,则H以概率1
列满秩[3]. 同时, Huang等[3]指出:对绝大多数问题,都
有L 6 N . 至此,输出层权重β可以由式(7)的极小范
数解进行估计,即

β̂ = H†y, (9)

式中H†为H的Moore-Penrose广义逆.
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2.3 极极极限限限学学学习习习机机机的的的VC维维维(VC dimension of ELMs)
VC维的定义可叙述为[12]: 对一个指示函数(只

有0和1两种取值的函数)集,如果存在N个样本能够

被函数集中的函数按所有可能的2N种形式分开,则称
函数集能把这N个样本打散;函数集的VC维就是它
能打散的最大样本数目N . VC维是统计学习理论的
核心概念,对于确定学习机器的泛化能力、训练集规
模等具有重要作用. 遗憾的是,目前还没有关于任意
函数集VC维计算的通用理论,只能得到一些较特殊
函数集的VC维.例如, N维实空间中的线性分类器和

线性实函数集的VC维是N + 1;函数集{sin(ax)|a ∈
R}的VC维是无穷大.

对于神经网络(特别是前馈神经网络)的VC维,目
前已取得了一定的研究成果[21–24]. 但是这些结果还
是以范围较宽的上下界估计为主,不具备实用性.

对于ELM,虽然它是一种针对SLFN的学习算法,
但是目前关于神经网络VC维的已有结论并不能直接
应用于ELM算法. 原因在于VC维的大小会同时受到
神经网络的结构、激活函数和学习算法的影响,而
ELM不仅在算法上显著不同于基于梯度下降的传统
SLFN算法,而且它的激活函数可选范围也更为广
泛[25–27]. 为此,文献[20]对ELM的VC维进行了讨论,
并证明: ELM模型的VC维以概率1等于其隐含层神经
元个数. 这为基于VC维对ELM的泛化性能进行评估
并进行模型选择提供了可能.

3 极极极限限限学学学习习习机机机的的的模模模型型型复复复杂杂杂性性性控控控制制制(Model
complexity control of ELMs)
学习问题的目的是获得一个对未来样本具有最小

预测风险的模型. 对于一组给定的训练样本,一定存
在一个具有最优模型复杂性的模型具有最小的预测

风险. 因而,设计一个学习算法使其能通过合理地模
型选择策略获得最佳模型,本质上就是模型复杂性的
控制问题.而要控制模型复杂性,一个根本性的问题
是如何定义式(3)对应的实际预测风险. 认识到这一
点,下面分别给出本文要讨论的几种模型选择方法对
式(3)的定义方式.

3.1 经经经典典典模模模型型型选选选择择择方方方法法法(Classical model selection
criteria)
经典的模型选择方法都是基于线性模型的渐近结

果提出,可分为两类: 数据重采样方法和分析估计方
法. 前者主要指交叉验证方法(本文考虑其中的留一
交叉验证算法,记作LOO).而后者则根据模型复杂性
对经验风险进行必要的惩罚来估计实际预测风险,它
们都可统一为如下形式:

Rest(d) = Remp(d) · r(d,N), (10)

或者

Rest(d) = Remp(d) + r(d/N, σ2), (11)

其中r常被称作惩罚因子,关于d/N单调递增[28]. 本
文考虑如下3种分析估计方法:

1) Akaike信息准则(AIC).

AIC(d) = Remp(d) +
2d

N
σ̂2; (12)

2) Bayesian信息准则(BIC).

BIC(d) = Remp(d) + (lnN)
d

N
σ̂2; (13)

3) Shibata模型选择准则(SMS).

SMS(d) = Remp(d) + 2
d

N
Remp(d). (14)

在以上3种标准中, d表示模型中自由参数的个数

(对于ELM, d可取为隐含层神经元个数L); σ是式(1)
中噪声的标准偏差. AIC, BIC和SMS3种预测风险估
计都建立在渐进分析理论的基础上,对于足够大的样
本数量N ,它们是渐进等价的. 在实际应用中,噪声标
准偏差σ是未知的,本文利用下式对其进行估计:

σ̂2 =
N

N − d
· 1
N

N∑
i=1

(yi − f(xi, θ))
2
. (15)

将式(15)代入式(12),可得

AIC(d) =
1 + d/N

1− d/N
Remp(d). (16)

此式即为最终预测误差(final prediction error, FPE)[29]

模型选择标准.

显然,取定d = L后,即可由式(13)–(14)(16)估计
ELM的实际预测误差,并进行模型选择.

需要指出,以上3种模型选择标准都需要以下基本
假设: 1)目标函数线性; 2)容许函数集中包含目标函
数,即学习机器能得到目标函数的无偏估计; 3)噪声
独立同分布; 4)能够获得全局最小化的经验风险. 而
在绝大多数实际应用中,这些假设并不成立.

3.2 基基基于于于VC理理理论论论的的的模模模型型型复复复杂杂杂性性性控控控制制制[20](Model
complexity control using VC generalization
bounds)
根据统计学习理论,结构风险最小化方法需要构

造所有容许函数集合的一个嵌套结构: S1 ⊂ S2 ⊂ · · ·
⊂ Sk ⊂ · · · ,它们对应的VC维单调递增,即: h1 6 h2

6 · · · 6 hk 6 · · · .
对于ELM,容许函数集由式(5)给定. 若记fL(x)

=
L∑

j=1

βjG(aj, bj,x),则{fL(x)}满足

{f1(x)} ⊂ {f2(x)} ⊂ · · · ⊂ {fL(x)} ⊂ · · · . (17)

显然,函数集{fL(x)}的VC维为L,关于L单调递增.
因而,式(17)就给定了一个满足条件的嵌套结构.

对于给定的训练样本,结构风险最小化原则通过
以下步骤估计具有最优复杂性的模型[12]:
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1) 对每个子集Sk最小化经验风险式(4).

2) 对每个子集Sk估计实际预测风险式(3).

3) 通过最小化实际预测风险估计最优模型.

其中,实际预测风险通常可由交叉验证、AIC准则
等方法来估计,本文将重点研究基于VC泛化界的估
计方法. VC泛化界是经验风险Remp(θ)、训练样本数
量N和VC维h的函数. 对于回归情形,下面的VC泛化
界不等式给出了实际预测风险的上界估计,且以概率
1− η成立:

R(h)6Remp(h)(1−c

√√√√h(ln(
aN

h
)+1)−ln η

N
)−1
+ .

(18)

在此,首先要确定(18)中的常数a, c以及置信水平

1− η. 根据Vapnik等[12]和Cherkassky等[14] 的相关理

论分析和实验验证,一种合理的取值策略是: a = 1,

c = 1, η = 1/
√

N . 由此,式(18)可简化为

R(h)6Remp(h)(1−
√

p− p ln p +
lnN

2N
)−1
+ , (19)

其中: p = h/N , h为VC维.

针对某些学习机器(特别是线性学习算法), VC泛
化界的模型选择效果已经得到实验验证. ELM作为一
种新的SLFN算法,本质上也可视作一种特殊的线性
算法: 经由ELM隐含层确定的随机特征映射,将原始
样本x投影到某个新的特征空间,然后在该特征空间
中基于线性算法完成求解. 对于这种建立在随机特征
空间上的特殊线性算法,能否基于VC维对其模型复
杂性进行有效的度量,并进一步利用VC泛化界进行
模型选择,是目前值得深入研究的问题.

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulations)
本文在仿真实验部分共考虑了5种ELM模型选择

标准:基于VC泛化界的模型选择标准(记作VM)、3种
基于统计方法的分析估计方法(AIC, BIC, SMS)和一
种样本重采样方法(留一交叉验证,记作LOO).为了更
客观地评价以上方法的性能,本文将分别针对人工数
据和实际数据进行仿真实验. 为了讨论方便,在仿真
实验中将采取网格搜索的策略对未知参数(隐含层神
经元个数L)进行遍历,这种方法虽然效率不高但并不
影响对5种模型选择标准的性能评价(在实际应用中,
可以基于现代优化方法设计更加快速的模型选择方

法).

4.1 人人人工工工数数数据据据(Artificial cases)
针对人工数据的仿真实验,具体设计如下: 首先,

生成训练样本数据. 对给定的N和正态分布噪声标准

差σ,生成100个训练样本{(xi, yi)}N
i=1,其中,自变量

x在区间[0, 1]上随机产生,对应函数值为y = h(x) +
ε, ε ∼ N(0, σ2). 这里h(x)取如下两个目标函数:

Sine-squared(SS)函数:

h1(x) = sin2(2πx), x ∈ [0, 1]. (20)

分段多项式(piecewise polynomial, PP)函数:

h2(x) =





4x2(3− 4x), x ∈ [0,
1
2
],

4
3
x(4x2−10x+7)− 3

2
, x ∈ (

1
2
,
3
4
],

16
3

x(x− 1)2, x ∈ (
3
4
, 1].

(21)

以上两个函数(图1给出了它们的图形)经常被用来评
价模型选择方法的优劣[14, 17, 30].

图 1 仿真实验中的两个目标函数

Fig. 1 Two target functions used in simulations

然后,分别由5种不同标准选择“最优”模型: 用
隐含层结点数为L(L = 1, 2, · · · , 25)的ELM模型分
别对一组训练样本进行学习,并由5种模型选择标准
(AIC, BIC, SMS, LOO和VM)选出5个“最优”模型
(即最优的L值);并对每一组样本重复此工作,可得到
5组(每组100个)最优L值.

最后,估计并统计每组最优模型的实际预测风险:
按训练样本的生成方式生成1000个测试样本,再由此
计算并统计每组100个“最优”模型的预测均方误差
(记作MSE).

为了综合评价VM及其他模型选择方法的性能,仿
真实验综合考虑了如下3种因素: 1)训练样本数量: 小
样本(30)、中等规模样本(102)和大样本(103, 104)3种
情况; 2)信噪比(signal-to-noise ratio, SNR):分别取
0.5, 2和 4这 3种水平; 3)激活函数类型: Sigmoid和
RBF两种.

以上实验结果以盒须图形式进行统计分析,其中,
矩形中3条水平线段由下而上分别表示下侧四分位
数、中位数和上侧四分位数;由矩形延伸出去的“须”
长度为1.5倍四分位距;为了结果显示和比较方便起
见,人工数据集情形下的异常值未在图中标出.

1) 小样本情形.

针对小样本(N = 30)情形,本文对如上所述的所
有情形进行了12组仿真实验,详细比较了VM方法与
其他方法在性能上的差异.

考虑到隐含层神经元个数L和实际预测风险是极
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限学习机模型选择过程中最重要的两个因素,图
2–7给出了12组实验中这两个因素(分别用# Hidden-
nodes和Risk表示)的盒须图. 从这些图形中容易得到
如下结论:①当训练样本个数为30时, VM获得了更
低的实际预测风险(在6个图形对应的12组实验中,

VM都得到了更低的
3
4
分位点和上须点). 也就是说,

对于小样本情形, VM显著优于其他模型选择方法;
② VM得到的最优ELM模型具有最少的隐含层神经
元,这说明VC泛化界在模型选择时能够合理地考虑
模型复杂性增加带来的置信风险,选出具有最优泛化
性能的模型;③ VM得到的实际预测风险盒须图的矩
形高度最小(实际上,包括上下须长部分对应的高度同
样最小),这说明利用VC泛化界来估计实际预测风险
具有明显的优势;④在3种分析估计方法中, BIC
标准也倾向于选择具有更少隐含层神经元的ELM模
型,并表现出优于AIC和SMS的性能,但性能明显比
VM差;⑤ LOO作为一种重采样方法,能够充分利用
有限样本去训练模型,因此被认为特别适合小样本情
形下的模型选择[31];以上结果验证了这一点: LOO获
得了优于AIC和SMS,且与BIC相近的性能;⑥ SMS
倾向于选择最多的隐含层神经元个数,同时得到最差
的实际预测风险.

以上仿真结果表明: 对于小样本情形, VM模型选
择效果最好, BIC与LOO次之, SMS最差.

图 2 针对SS函数的仿真结果(N = 30, SNR = 0.5)

Fig. 2 Results for SS function with N = 30 and SNR = 0.5

图 3 针对SS函数的仿真结果(N = 30, SNR = 2)

Fig. 3 Results for SS function with N = 30 and SNR = 2

图 4 针对SS函数的仿真结果(N = 30, SNR = 4)
Fig. 4 Results for SS function with N = 30 and SNR = 4

图 5 针对PP函数的仿真结果(N = 30, SNR = 0.5)
Fig. 5 Results for PP function with N = 30 and SNR = 0.5

图 6 针对PP函数的仿真结果(N = 30, SNR = 2)
Fig. 6 Results for PP function with N = 30 and SNR = 2

图 7 针对PP函数的仿真结果(N = 30, SNR = 4)
Fig. 7 Results for PP function with N = 30 and SNR = 4

2)中等规模样本情形.

针对中等规模样本情形,本文只考虑Sigmoid激活
函数情形. 图8–9给出了当N = 100时,在信噪比SNR
分别取0.5, 2和4这3个水平下的比较结果.图中的比
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较结果表明: ①对中等规模样本, VM在选择具有最
少的隐含层神经元的ELM模型时,会在一定程度上增
加实际预测风险;但需要指出,除SNR = 0.5的情形
外, VM的实际预测风险都非常接近于最优预测风险;

② BIC与VM类似,也侧重于选择低模型复杂性的
ELM模型并得到较高的实际预测风险;③ LOO选择
最多的隐含层神经元,性能变差;④与小样本情形不
同, AIC和SMS此时表现出最优的模型选择性能.

图 8 针对SS函数的仿真结果(中等规模样本情形)

Fig. 8 Results for SS function under medium sample cases

图 9 针对PP函数的仿真结果(中等规模样本情形)

Fig. 9 Results for PP function under medium sample cases

值得说明的是: 在VC泛化界模型选择能力的已
有研究[14, 17, 30]中,对不同的学习算法(如线性算法、
小波降噪、k最近邻等), VM在不同的训练样本规模
下都表现出了一致的优势. 而以上仿真结果则表明,
当N = 102时, AIC和SMS的模型选择性能比VC泛
化界方法更优越. 其原因可能在于: Huang等[3]指

出ELM的泛化性能在最优隐含层神经元个数附近
的较大范围内非常稳定(即,泛化性能对隐含层神经
元个数变得不太敏感),而此时VM会对模型复杂性
增加带来的置信风险做出过高的估计.

3)大样本情形.

针对大样本情形,本文仅讨论了大噪声的情况
(SNR = 0.5). 首先,图10给出了当N = 103和104

时,对于SS目标函数的比较结果.结果表明: 当样本
数量很大时,① 5种方法取得了几乎相同的实际预
测风险;② VM和BIC能够选择具有低模型复杂性
的ELM模型;③与N = 102时相似, LOO选择最多
的隐含层神经元且最不稳定.

图11给出了另一目标函数的比较结果.由于该
目标函数存在间断点,客观上需要更多的样本描述
其性态. 因此,观察图11(a)和图11(b)可以发现,当
N = 104时, 5种模型选择标准才表现出与图10中
SS函数情形下相同的规律.

因此,当训练样本足够大时,不同方法都会得到
相近的实际预测风险,但在模型复杂性控制方面,
VM和BIC方法更具优势.
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图 10 针对SS函数的仿真结果(大样本情形)

Fig. 10 Results for SS function under large sample cases

图 11 针对PP函数的仿真结果(大样本情形)

Fig. 11 Results for PP function under large sample cases

4.2 实实实际际际数数数据据据(Real-world cases)
本部分将利用来自不同应用领域的10个实际数

据集,进一步验证VM的有效性. 数据集来自:

1) UCI: http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.
html.

2) Delve: http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.
html.

10个数据集的具体信息见表1.

这里本文只考虑Sigmoid激活函数情形. 在仿真
过程中,首先按照原数据集中样本先后顺序取定训
练和测试样本;然后,采用常用的网格搜索策
略[2–5, 7, 20]: L ∈ {1, 2, · · · , Lmax}(Lmax视具体数据

集设定),再由5种模型选择标准进行ELM的模型选
择.在10个数据集上共进行16组实验(训练和测试
样本数量见表1). 由于ELM输入参数选取的随机性,
模型选择结果有一定的波动性. 图12给出了50次模
型选择得到的隐含层结点个数L和实际预测风险

(测试MSE)的盒须图. 由图中结果可得以下结论:

1) 除在图12(f)和图12(i-3)所示的实验中VM性
能略低于LOO外, VM都表现出更优的模型选择性
能—–能够选出具有最低模型复杂度(L)且实际预测
风险最低(或近似最低)的ELM模型.

2) 后4个数据集上的实验结果进一步表明,
VM在小样本情形下的模型选择优势更加明显.

3) 与人工数据情形类似, BIC与VM都倾向于选
择预测风险低且模型复杂性低的模型,但前者整体
表现劣于后者.

4) AIC和SMS始终倾向于选择具有最多隐含层
结点且实际预测风险最高的ELM模型.

表 1 回归数据集信息
Table 1 Specification of the real-world data sets

数据集 Ntrain Ntest 变量数 领域

Auto MPG 200 198 8 N/A
Challenger 10 13 3 Physical
Forest Fires 200 317 13 Physical

Servo 80 167 4 Computer
Concrete Slu. 60 103 10 Computer
Computer Act. 4000 4192 8 Computer

Housing 100 406 14 N/A
Housing 300 206 14 N/A

Wine Quality 100 4798 12 Business
Wine Quality 2000 2898 12 Business

Census 100 22684 8 Social
Census 1000 21784 8 Social
Census 10000 12784 8 Social
Abalone 100 4077 8 Life
Abalone 1000 3177 8 Life
Abalone 2000 2177 8 Life

VM之所以能够取得以上优势,原因在于其能够
更好地估计模型复杂性增加带来的置信风险,并据
此获得模型规模和经验风险之间的最佳折中策略.
为了更清楚地说明这一点,图13–14分别给出了针
对Abalone数据集建模过程中,所有5种方法的实际
预测风险和最优模型选择的过程信息(分N = 100
和2000两种情况).

图13表明,随着L的增大, VM的实际预测风险
不会随着经验风险(训练MSE)一直减小,而是在到
达最优点后开始逐渐增加. 这说明VM能够对L增加

所引起的置信风险进行合理的估计,从而可以更好
地控制模型复杂性. 与之相反, AIC和SMS的实际预
测风险值始终与经验风险保持着很高的一致性,都
表现出持续的下降趋势. 这说明它们对模型规模引
起的预测风险估计不足. 这正是AIC和SMS倾向于
选择模型规模和实际预测风险都大的模型的原因.
此外, LOO的实际预测风险值表现出较大的波动性,
并倾向于选择L值较大的模型.

另一方面,比较图13和14可知: 与小样本情形时
不同,当样本数量较大(N = 2000)时,实际预测风
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险(测试MSE)在L的最优值(32)附近的较大范围内
非常稳定;在此情形下, VM和BIC倾向于选择该稳
定范围内起始端的L值,而AIC、SMS和LOO则相

反.这直观地解释了VM和BIC在针对中等规模样本
建模时倾向于选择模型复杂性低但实际预测风险稍

大的ELM模型的原因.
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图 12 实际数据集上的比较结果

Fig. 12 Results on the real-world datasets

图 13 Abalone数据集上的模型选择(N = 100)

Fig. 13 Model selection on Abalone dataset (N = 100)

图 14 Abalone数据集上的模型选择(N = 2000)

Fig. 14 Model selection on Abalone dataset (N = 2000)

5 结结结论论论(Conclusions)
对一般的学习问题,要获得较好的泛化性能必

须对模型复杂性进行合理的控制. VC泛化界给出了
模型复杂性与模型泛化性能之间的关系,具有严格
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的理论基础,且特别适合小样本情形. 本文首先讨
论了基于VC泛化界的ELM模型选择方法,然后通
过在人工和实际数据集上的仿真实验,对VM和其
他4种经典模型选择方法(AIC、BIC、SMS和LOO)
进行了系统的比较研究.人工数据上的实验结果表
明: VM除了在中等规模样本下性能稍差外, VM在
小样本和大样本情形下都具有最佳的模型选择能

力;在10个实际数据集上的16组实验则进一步说明,
针对复杂的实际数据, VM同样具有优于其他方法
的模型选择性能.本文所得到的结果一方面为ELM
模型建立过程中模型复杂性控制方法的选择提供指

导,另一方面也为VC泛化界的实际应用价值研究提
供了一个例证.
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