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摘要:在不完全量测下估计系统状态时,状态的稳态误差协方差与各个传感器精度指标有关. 今提出一种新算
法. 可以根据估计误差协方差确定出传感器精度的上–下确界. 算法根据稳态卡尔曼滤波的估计误差协方差表达式,
推出传感器探测概率以及量测噪声方差指标的容差,并结合线性矩阵不等式求出传感器量测噪声方差的上–下界.
根据这些结果,可以对给定的估计误差协方差,采用传感器精度指标的下界,从而在满足其他工程要求的前提下,放
宽采样频率,降低传感器成本.
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Infimum-supremum of sensor accuracy versus estimation error
covariance in intermittent observations

HU Zhen-tao, LI Song†, LIU Xian-xing, LI Jie
(Institute of Image Processing and Pattern Recognition, Henan University, Kaifeng Henan 475004, China)

Abstract: In estimating system states in intermittent observations, the steady-state error covariance depends on the
precision of sensors. We propose a novel algorithm for determining the required infimum-supremum of sensor accuracy
based on the given estimation error covariance in intermittent observations. Starting from the estimation error covariance
expressions of the steady-state Kalman filter; this algorithm determines the sensor detection probability and the admissible
upper bound of the measurement noise covariance by using the linear matrix inequality. According to these results, the
infimum requirement for sensor accuracies may be adopted under the given the estimation error covariance, thus relax-
ing the requirements of sampling frequency and reducing the costs of measuring equipment as long as other engineering
requirements are satisfied.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际应用领域中,由于障碍物遮挡、恶劣气象

环境影响、传感器故障以及环境中一些不确定因素

影响,造成传感器的漏测、错测以及通信大延迟,这
种现象被称为不完全量测现象,具体表现为量测数
据中存在一些严重影响跟踪性能的异常数据. 此
时, 量测数据为正常数据的概率被称为传感器探测
概率λ, 在λ < 1的情况下, 目标状态估计问题即转
变为不完全量测下的状态估计问题. 近年来, 针对
此类问题国内外相关领域的学者开展了深入研究.
Craig等研究了数据存在不规律缺失情况下的状态
估计问题[1]. 王国宏等基于最小均方差给出了不完
全测量下的一个递归估计器[2]. Sinopoli等给出了不
完全量测下的卡尔曼滤波的相关结果,研究了滤波
收敛的临界探测率和估计误差协方差的上–下界问

题[3]. Boers等则讨论了不完全测量下的最优估计问
题[4]. 许志刚等研究了离散系统修正Riccati差分方
程(MRDE)与数据丢失位置之间的关系,并进一步研
究了不完全量测下滤波方差的期望收敛性问题,进
而设计了一种新的滤波器, 使得模型容许的系统噪
声强度尽可能大[5–6]. Nakamori等提出了利用协方差
阵设计给定条件的次优滤波算法[7]. Feng等设计出
不完全量测下迭代鲁棒滤波器[8]. 综合以上文献,目
前对不完全量测问题的研究主要集中于该状况下的

系统建模、滤波器设计和估计精度指标的提升等问

题,而对于不完全量测下滤波参数约束滤波问题的
研究与探索,国内外文献相对较少.

基于以上分析, 本文针对传感器信息融合系统
中量测不完全的情况, 在卡尔曼滤波算法框架下,
以估计误差协方差上界为约束条件,结合线性不等
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式(linear matrix inequality, LMI)方法,提出求取系统
容许量测噪声方差上界的算法, 进而研究了该约束
下容许量测噪声方差与传感器探测概率的关系.由
于量测噪声方差和传感器探测概率均表征了传感器

精度,因而对工程应用中传感器精度选取具有重要
的现实意义.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑下列不完全量测下的线性系统状态方程:

xk+1 = F (T )xk + wk, (1)

Zk = dkHkxk + vk, (2)

其中: xk ∈ Rn×1为k时刻的目标的状态向量, F (T )
为采样间隔为T的适维状态转移矩阵, 过程噪声
wk ∈ Rn×1是均值为0和方差为Q的高斯白噪声向

量, Zk ∈ Rm×1是传感器在k时刻的量测向量, Hk

为测量矩阵,量测噪声向量服从高斯分布,均值为0、
方差为R. dk是取值为 0或者 1的离散随机变量,
dk = 1表示传感器量测到完整数据信号, dk = 0表
示量测数据信号异常. 探测概率λ表示传感器获得

正确量测数据的概率,满足P{dk = 1} = λ. 在不完
全量测下,对于某一时刻量测异常,即当dk+1 = 0时,
采用卡尔曼滤波算法,当前时刻状态估计表达式为

x̂k+1|k+1 = F (T )x̂k|k. (3)

考虑该时刻量测正常,即当dk+1 = 1时,状态估计表
达式则需要修正为以下形式:

x̂k+1|k+1 = F (T )x̂k|k + dk+1Kk+1 ·
(Zk+1 −Hk+1F (T )x̂k|k). (4)

进而,估计误差表示为

x̃k+1|k+1 = (I − dk+1Kk+1Hk+1) F (T ) x̂k +

(I − dk+1Kk+1Hk+1)−
dk+1Kk+1vk+1. (5)

针对dk+1 = 0不同取值,结合Kalman滤波形式可
得到其估计误差协方差阵满足下面等式:

Pk+1|k+1 = (1− dk+1)(F (T )Pk|kF (T )T + Q) +

dk+1[(I −Kk+1Hk+1) ·
(F (T )Pk|kF

T(T ) + Q) ·
(I −Kk+1Hk+1)T + Kk+1RKT

k+1].

(6)

为了方便研究统计意义下卡尔曼滤波稳态估计误差

协方差的性质,构造以下函数:

ρ(P ,K) = (1− λ)(FPF T + Q) +

λ[(I −KH)(FPF T + Q) ·
(I −KH)T + KRKT]. (7)

3 不不不完完完全全全量量量测测测估估估计计计误误误差差差协协协方方方差差差约约约束束束下下下的的的

传传传感感感器器器精精精度度度选选选取取取策策策略略略(Selection strategies
of sensor accuracy with the constraint of es-
timation error covariance in intermittent ob-
servations)

3.1 不不不完完完全全全量量量测测测情情情况况况下下下传传传感感感器器器精精精度度度指指指标标标与与与稳稳稳

态态态卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波方方方差差差的的的关关关系系系(Relationships be-
tween the sensor accuracy index and the covari-
ance of steady Kalman filter in intermittent ob-
servations)
引引引理理理 1 在不完全量测下, 若存在卡尔曼滤波

增益K使得被估计系统渐进稳定,当且仅当矩阵变
量P的不等式

P > ρ(P ,K) (8)

存在正定解, 相应增益K的稳态协方差矩阵P̄满足

P̄ = inf
P

Ω(K),其中: Ω(K) = {P |P > ρ(P ,K),

P > 0}, P̄ 即是不等式 (8)的解集的下确界,可通过
min{tr(P )|P ∈ Ω(K)}求取. 由于卡尔曼滤波估计
误差协方差最小的特点, 它的稳态估计误差协方
差阵Pkal对于所有的P ∈ Ω(K)均存在Pkal 6 P ,
即Pkal是Ω(K)的下确界[6].

定定定理理理 1 不完全量测下(探测概率1 > λ > 0时),
当被估计系统中采样间隔T与系统噪声方差Q固定

时, 系统稳态卡尔曼滤波估计误差协方差阵Pkal是

关于传感器探测概率λ的单调递减函数,即对于不同
的传感器探测概率λ2 > λ1 > 0,其相应系统估计误
差协方差阵Pkal1 > Pkal2 > 0.

证证证 假设传感器探测概率为λn, 系统稳态估计
误差协方差阵为Pkaln,且λn >λn−1 > · · ·>λ1 >0,

Pkaln = (1− λn)(FP kalnF T + Q) +

λn[(I −KkalnH)(FP kalnF T + Q) ·
(I −KkalnH)T + KkalnRKT

kaln] =

FP kalnF T + Q + λn[(I −KkalnH) ·
(FP kalnF T + Q)(I −KkalnH)T +

KkalnRKT
kaln − (FP kalnF T + Q)]. (9)

对于卡尔曼滤波,稳态估计误差协方差小于等于
其一步预测估计误差协方差,即

(I −KkalH)(FP kalF
T + Q)(I −KkalH)T +

KkalRKT
kal 6 FP kalF

T + Q, (10)

则

Pkal1 > FP kal1F
T + Q + λ2[(I −Kkal1H) ·

(FP kal1F
T + Q)(I −Kkal1H)T +

Kkal1RKT
kal1−(FP kal1F

T+Q)]. (11)
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若上式取等号,则Pkal1为探测概率λ2下卡尔曼滤波

稳态估计误差协方差,即Pkal2 = Pkal1;若取大于号,
由于Pkal2是系统在传感器探测概率λ2下的稳态卡

尔曼滤波估计误差协方差,因而对于不等式

P > (1− λ)(FPF T + Q) + λ[(I −KH) ·
(FPF T+ Q)(I−KH)T+ KR2K

T] (12)

的任意解(P ,K), 均有Pkal2 < P . 又由式(11)–(12)
可知 (Pkal1,Kkal2)是不等式 (12)的一组解, 可得
Pkal2 < Pkal1. 综上所述, 系统的稳态卡尔曼滤波
估计误差协方差阵Pkal是关于传感器探测概率λ的

单调递减函数, 在其他参数不改变的情况下二者负
相关.

推推推论论论 1 不完全量测下, 当被估计系统中采样
间隔T与系统噪声方差Q固定时,系统稳态卡尔曼滤
波估计误差协方差阵Pkal与系统量测噪声方差R正

相关.

综合上述结论可以得出,不完全量测下,误差方
差Pkal约束下的传感器探测概率λ的与传感器量测

噪声方差R成正比. 在实际工程中,被估计系统量测
噪声方差和传感器探测概率均依赖于传感器精度指

标.针对上述两个参数, 在不完全量测下, 定理及推
论指出了稳态卡尔曼滤波的估计误差协方差与探测

概率以及量测噪声方差的关系.

3.2 不不不完完完全全全量量量测测测情情情况况况估估估计计计误误误差差差协协协方方方差差差约约约束束束下下下的的的传传传
感感感器器器精精精度度度确确确界界界算算算法法法(The novel inf-supremum

algorithm of sensor accuracy with the constraint
of estimation error covariance in intermittent
observations)
参考文献 [6]给出了求取稳态卡尔曼增益和估计

误差协方差的线性不等式约束,在该约束条件下,可
求取Y极大值max tr(Y )以及相应的极值点(Y ,Z).
则稳态卡尔曼滤波增益和估计误差协方差分别为

Kkal = Y −1Z,Pkal = Y −1.

理想状态下,认为传感器精度极高,被估计系统
无量测噪声,即量测噪声方差R = 0,则式(8)可化为
P−{(1− λ)(FPF T + Q)+λ(I −KH)(FPF T+
Q)(I −KH)T} > 0.该状态下,在LMI不等式(

A B

C D

)
> 0

约束下求取极大值Y0=max tr(Y )与对应的极值点
(Y0,Z0),其中:

A = Y , 0 < Y 6 I,

B = [
√

1− λY F ,
√

λ(Y F −ZHF ),√
1− λY ,

√
λ(Y −ZH)],

C = BT
1 , D = diag{Y ,Y ,Q−1,Q−1}.

此时,卡尔曼滤波增益和估计误差协方差分别为

K0 = Y −1
0 Z0, P0 = Y −1

0 .

由推论1可知: 当放宽对估计误差协方差的约束时,
系统与之对应的容许量测噪声上界也相应提高. 假
设给定稳态估计误差协方差上界为对角阵δ, 则在
不等式约束δ > diag{P }下容许的量测噪声方差
上界可以直接反应出估计误差协方差约束下传感

器精度的选取范围.定义矩阵P1与理想状态下稳态

估计误差协方差P0具有相同的非对角线元素,且满
足diag{P1} = δ, Pkal为符合上界约束的稳态估计

误差协方差, 则可利用折半搜索法经过数次迭代找
出符合约束的量测噪声方差上界R. 具体算法流程
如图1所示.

图 1 算法流程

Fig. 1 The flow of algorithm

对于传感器探测概率λ的确界问题,可以采用类
似算法, 在其他参数不变的条件下, 先求出探测概
率λ = 1的理想状态下稳态卡尔曼滤波增益与估计
误差协方差, 然后求取估计误差协方差上界约束下
容许的探测概率下界.

4 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析(Simulation results and
analysis)

4.1 模模模型型型建建建立立立(Model foundation)
为方便讨论不完全量测情况误差方差约束下传

感器的精确度确界问题,采用常用的二阶常速CV模
型对状态方程进行表述. 被跟踪目标在笛卡尔直角
坐标系内沿X轴做匀速直线运动,初始位置(1000, 0,

0), 单位为m, X轴方向上的速度为600 m/s, 该仿真
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环境下,目标的运动状态方程和量测方程分别为{
xk+1 = F (T )xk + wk,

Zk = dkHkxk + vk,

其中: xk = [Lxk Vxk ]T为k时刻的目标状态向量,
Lxk为目标在X轴的位置估计, Vxk为目标在X轴方

向上的速度估计,采样间隔T = 2 s,状态转移矩阵

F =

[
1 T

0 1

]
.

过程噪声wk为具有零均值和正定协方差阵

Q =
1
10




T 3

3
T 2

2
T 2

2
T




的高斯白噪声向量. Zk为时刻笛卡尔坐标系下的量

测, Hk = [1 0]为量测矩阵, vk是高斯分布的量测

噪声向量,量测噪声方差为R. 在工程应用中,可以
通过残差检测的方法确定dk的取值

[9], 并且通过蒙
特卡洛仿真在统计意义下求取dk的期望, 得到λ =
E(dk).

4.2 算算算法法法仿仿仿真真真与与与分分分析析析(Algorithm simulation and
analysis)
取不同的传感器探测概率, 结合估计误差协方

差约束下的传感器容许量测噪声方差上界算法, 利
用LMI约束,可以计算出在理想状态下(即传感器量
测方差的状态)的稳态卡尔曼滤波增益和估计误差
协方差,如表1所示.

表 1 理想状态下不同探测概率λ对应的滤波

估计误差协方差和增益

Table 1 The filter estimation error covariance and gain
with different detection probabilities λ

λ 稳态误差协方差P0 稳态增益K0

0.6

"
2.7230, 0.6026

0.6026, 0.3519

# "
1.0000

0.2213

#

0.7

"
1.0652, 0.3022

0.3022, 0.2525

# "
1.0000

0.2837

#

0.8

"
0.3804, 0.1379

0.1379, 0.1758

# "
1.0000

0.3625

#

0.9

"
0.1010, 0.0474

0.0474, 0.1132

# "
1.0000

0.4691

#

由表1中数据可以得出,在理想状态下,随着传感
器探测概率λ的上升,系统稳态卡尔曼滤波估计误差
协方差将逐渐变小. 且当λ趋近于1时, 即量测数据
趋近无丢失状态时, 目标跟踪系统状态估计误差最
小, 与上述定理的描述相一致. 选取估计误差协方
差上界指标δ为P0对角线元素的800倍, 取探测概

率λ = 0.8, 采用本文提出的算法, 在约束条件δ =
diag{304.32, 140.64}下,令

P1 =

[
304.32 0.1379
0.1379 140.64

]
,

即可求出允许的传感器量测噪声方差上确界R =
1201.3,以及其对应的稳态估计误差协方差

P =

[
304.3296 16.0705
16.0705 1.7937

]
.

同样条件下,令传感器量测噪声方差R = 1201.3,对
该模型进行不完全量测下的卡尔曼滤波,采用150次
蒙特卡洛仿真, 得到结果如图2所示, 验证了新算法
的正确性.

图 2 稳态估计误差协方差比较

Fig. 2 The comparison of steady state error covariance

取λ = 0.7时的稳态估计误差协方差P0,指定估
计误差协方差上界指标δ为上述P0对角线元素的m

倍, 分别在探测概率λ = 0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9
下仿真求取所对应的量测噪声方差上界,结果如图3
所示.

图 3 不同估计误差协方差上界指标δ约束下探测

概率为λ的量测噪声方差

Fig. 3 Measurement noise covariance with different upper
bound index δ constraints of estimation error

covariance in the same detection probability λ

选取估计误差协方差上界指标δ为探测概率λ =
0.5时, P0对角线元素的m倍,仿真求取探测概率λ趋
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近于1时所对应的量测噪声方差上界, 结果如图4所
示.

图 4 不同探测概率在δ不变时对应的容许量测噪声方差

Fig. 4 The admissible measurement noise covariance with

different detection probabilities and same δ

图3–4仿真结果表明,在其他参数不变的情况下,
扩大估计误差协方差上界约束, 对容许量测噪声上
界或传感器探测概率的要求也会放宽; 指定估计误
差协方差上界约束下, 容许量测噪声上界与传感器
探测概率均正相关.仿真实验结果直观反映出稳态
估计误差协方差上界约束与容许最大量测噪声、传

感器探测概率的关系,以及稳态估计误差协方差上
界约束下这两个参数之间的关系.综上所述,满足估
计误差协方差约束条件的滤波器是一个各个指标相

容的滤波器集合,因而在实际工程中,可以在综合考
虑实际工程要求指标与经费规划的情况下, 利用本
文算法求解各参数选取范围,并针对具体情况选取
合适探测概率和量测精度的传感器.

5 总总总结结结(Conclusions)
传感器探测概率、量测误差等因素均影响状态

估计误差协方差; 在统计意义下, 系统稳态估计误
差协方差表征了滤波器性能的好坏.因此,在要求的
估计误差协方差上界约束下, 满足系统中多个性能
指标的满意滤波方法具有重大的工程价值.本文结
合不完全量测下的卡尔曼滤波理论,针对工程上传
感器探测概率小于1的实际问题,提出一种不完全量
测下具有估计误差协方差约束的传感器精度确界算

法. 该算法考虑目标状态估计过程中各个参数的相
容问题,并利用线性不等式约束最优化方法求解估
计误差协方差约束下的传感器量测精度下界, 并讨
论了在指定估计误差协方差上界约束下容许量测噪

声、传感器探测概率的关系.工程应用中,量测噪声
与传感器探测概率是表征传感器性能的重要指标,
考虑到外界环境、经济成本等方面的因素, 可以采

用本算法依据工程指标需求放宽某个参数的要求,
以选取适合量测精度的传感器, 对多传感器信息管
理领域研究具有一定的应用价值和工程意义.
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