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摘要: 研究了具有时变时滞与多数据包丢失的网络控制系统(networked control systems, NCSs)的量化H∞控
制问题. 同时考虑传感器--控制器间的测量通道及控制器--执行器间的控制通道的多数据包丢失, 并将其用满
足Bernoulli分布的随机变量来表示. 控制输入信号和测量输出信号分别在传感器和控制器两侧进行对数量化,量化
误差描述为扇区有界不确定性. 利用Lyapunov理论和线性矩阵不等式方法,得到了使得闭环NCSs满足一定H∞性能
指标的均方意义下指数稳定充分条件,并给出了基于观测器的时滞相关控制器设计方法. 最后,通过实例证明了该
方法的有效性.
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Abstract: This paper is concerned with the problem of quantized H-infinity control for networked control systems
(NCSs) with time-varying delay and multiple packet dropouts. The packet dropouts in both the measurement channel and
the control channel are considered simultaneously, and are modeled as stochastic variables with Bernoulli random binary
distribution. Both the control input and measurement output are quantized before transmission and the quantization errors
are described as sector-bound uncertainties. Sufficient conditions for the existence of an observer-based, delay-dependent
controller are developed to ensure the exponentially mean-square stability of the closed-loop system and to achieve the
optimal H-infinity disturbance attenuation. A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
通过实时网络构成的闭环反馈控制系统称为网

络控制系统[1]. 相比传统的点对点的控制系统,网络
控制系统(networked control systems, NCSs)具有成本
低、可靠性高、易于安装与维护等诸多优点,因而得
到广泛应用. 但是由于网络通信能力的限制,不可避
免地会带来网络时滞、数据丢包等问题[2–3]. 同时为
了节省网络资源, 要利用量化器对通信信号进行处
理,因此必须考虑量化误差对系统的影响.
在实际的反馈控制系统中, 考虑网络传输能力

的限制,需要利用量化器对数据通道中的传输信号
进行处理. 文献 [4]研究了线性系统的量化反馈控制
问题,利用扇形界方法,将量化反馈控制问题转化为
存在扇形有界不确定的鲁棒控制问题.在文献 [4]的
基础上, 文献 [5]研究了同时存在输入与输出量化
的线性系统反馈控制问题. 近年来, 对系统性能影
响很大的时滞与丢包问题引起了学者们的广泛关

注[2–10, 12–13]. 文献 [6]研究了存在网络诱导时滞与数
据丢包的不确定网络控制系统的鲁棒H∞控制器设
计问题.文献 [8]研究了存在测量量化与数据包丢失
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的网络系统的输出反馈问题. 文献 [13]研究了混合
时滞NCSs的反馈控制问题.考虑了单个通道的量化
和丢包NCSs的渐近稳定性. 然而, 现有大多数文献
仅考虑单丢包问题,由于网络拥塞数据包本质上具
有随机特性, 因此可能存在不止单个数据包丢失的
情形. 对于具有时变时滞及多数据包丢失的NCSs的
量化H∞的研究很少,特别对于同时考虑测量输出和
控制输入量化及多包丢失的NCSs的指数稳定性研
究极少.

本文研究了具有时变时滞及多包丢失的NCSs的
量化H∞控制问题,同时考虑了传感器--控制器以及
控制器--执行器数据多数据包丢失. 利用对数量化
器, 研究了控制输入量化和测量输出量化问题. 通
过具有时变时滞及多包丢失NCSs系统模型,研究了
闭环系统指数稳定性并给出了基于观测器的时滞相

关H∞控制器设计方法.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
具有输入及测量通道量化与多包丢失的网络控

制系统的结构如图1所示.

图 1 具有量化与多丢包的网络控制系统结构图
Fig. 1 The structure of NCSs with quantization and

multiple packet dropouts

被控对象可表示为



xk+1 =A1xk+A2xk−dk
+B2uc,k+B1wk,

zk = Dxk,

xi =ψj, j = −d2,−d2 + 1, · · ·,−1, 0,

(1)

其中: xk ∈ Rn是状态向量, uc,k ∈ Rm是控制输入,
wk ∈ Rr是外部扰动, zk ∈ Rq是系统受控输出, A1,

A2, B1, B2和D是已知实常数矩阵, dk表示满足d1 6
dk 6 d2的时变时滞, d1和d2是已知正整数, ψj是系

统初始条件.

本文利用对数量化器1和2来分别量化测量输出
信号与控制输入信号.采用如文献 [4]中给对数量化
器的定义,量化级表示为{
0 = {±ui, ui = ρiu0, i = 0,±1,±2, · · · } ∪ {0},
0 < ρ < 1, u0 > 0.

(2)
ρ为量化密度,当ρ较小时, 量化级数也较小, 此时量

化较粗糙. 相应的对数量化器q(v)定义为

q(v)=





ui,
1

1+δ
ui <v 6 1

1−δ
ui, v>0,

0, v = 0,

−q(−v), v < 0,
(3)

其中

δ =
1− ρ

1 + ρ
.

具有量化和多包丢失的测量输出可描述为{
yk = Cxk,

yc,k = (1− αk)q(yk) + αkyc,k−1,
(4)

其中: yk ∈ Rp是输出向量, yc,k ∈ Rp是测量输出向

量, C为适当维数的已知实矩阵,随机变量αk ∈ R是
一个满足Bernoulli分布的白噪声序列,其取值为0和
1. 概率满足{

P{αk = 1} = E{αk} = ᾱ,

P{αk = 0} = E{1− αk} = 1− ᾱ.
(5)

通过通信信道从控制器传送到系统的具有多丢

包的控制输入描述为

uc,k = (1− βk)q(uk) + βkuc,k−1, (6)

其中随机变量βk ∈ R与αk相互独立, 满足Bernoulli
分布且有{

P{βk = 1} = E{βk} = β̄,

P{βk = 0} = E{1− βk} = 1− β̄.
(7)

利用扇形界方法,定义测量输出量化误差e1,k和

控制输入量化误差e2,k分别如下:{
e1,k = q(yk)− yk = ∆1,kyk, ∆1,k ∈ [− δ1, δ1],
e2,k = q(uk)− uk = ∆2,kuk, ∆2,k ∈ [− δ2, δ2],

(8)
则测量输出yc,k和控制输入uc,k可表示为{

yc,k = (1− αk)(1 + ∆1,k)yk + αkyc,k−1,

uc,k = (1− βk)(1 + ∆2,k)uk + βkuc,k−1.

(9)

本文设计如下形式的基于观测器的控制器,其中
观测器方程如下:{

x̂k+1 = A1x̂k + B2uc,k + L{yc,k − ŷc,k},
ŷc,k = Cx̂k.

(10)

控制器方程为

uk = Kx̂k, (11)

其中: x̂k ∈ Rn表示系统状态估计, ŷc,k ∈ Rp表示观

测器输出, L ∈ Rn×p和K ∈ Rn×n是分别要待求的

观测器增益和控制器增益.

定义估计误差为ek = xk − x̂k. 分离式(9)中的随
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机参数与确定性参数,则式(9)可表示为



yc,k = (1−ᾱ)(1+∆1,k)Cxk+ᾱyc,k−1+(ᾱ−
αk)(1 + ∆1,k)Cxk − (ᾱ− αk)yc,k−1,

uc,k = (1− β̄)(1 + ∆2,k)Kxk − (1− β̄)·
(1 + ∆2,k)Kek + β̄uc,k−1 + (β̄ − βk)·
(1 + ∆2,k)Kxk − (β̄ − βk)(1+
∆2,k)Kek − (β̄ − βk)uc,k−1.

(12)

根据式(1)(10)–(12),可得闭环系统动态方程如下:



xk+1 = [A1 + (1− β̄)(1 + ∆2,k)B2K]xk−
(1− β̄)(1 + ∆2,k)B2Kek + β̄B2uc,k−1+
(β̄ − βk)(1 + ∆2,k)B2Kxk−
(β̄ − βk)(1 + ∆2,k)B2Kek−
(β̄ − βk)B2uc,k−1 + A2xk−dk

+ B1wk,

ek+1 = (A1 − LC)ek + A2xk−dk
+ B1wk+

(ᾱ− (1− ᾱ)∆1,k)LCxk − ᾱLyc,k−1−
(ᾱ− αk)[(1 + ∆1,k)LCxk − Lyc,k−1].

(13)

定义ξk = [xT
k eT

k uT
c,k−1 yT

c,k−1]
T,则由式(12)–

(13)可得如下增广系统:

ξk+1 = (Ā1 + Ã1 + ∆Ā1 + ∆Ã1)ξk +

Ā2Īξk−dk
+ B̄1wk, (14)

其中:

Ā1 =




Ā11 −(1− β̄)B2K β̄B2 0
ᾱLC A1 − LC 0 −ᾱL

(1− β̄)K −(1− β̄)K β̄I 0
(1− ᾱ)C 0 0 ᾱI


 ,

Ã1 =




(β̄ − βk)B2K −(β̄ − βk)B2K

−(ᾱ− αk)LC 0
(β̄ − βk)K −(β̄ − βk)K
(ᾱ− αk)C 0

−(β̄ − βk)B2 0
0 (ᾱ− αk)L

−(β̄ − βk)I 0
0 −(ᾱ− αk)I


 ,

Ā11 = A1 + (1− β̄)B2K, ∆Ā1 = ∆kÂ1,

∆Ã1 =∆kĂ1, ∆k =diag{∆2,k,∆1,k,∆2,k,∆1,k},

Â1 =




(1− β̄)B2K −(1− β̄)B2K 0 0
−(1− ᾱ)LC 0 0 0

(1− β̄)K −(1− β̄)K 0 0
(1− ᾱ)C 0 0 0


 ,

Ă1 =




(β̄ − βk)B2K −(β̄ − βk)B2K 0 0
−(ᾱ− αk)LC 0 0 0

(β̄ − βk)K −(β̄ − βk)K 0 0
(ᾱ− αk)C 0 0 0


 ,

Ā2 = [AT
2 AT

2 0 0]T, B̄1 = [BT
1 BT

1 0 0]T,

Ī = [I 0 0 0].

注注注 1 从式(14)可以看出,系统同时考虑了量化误差、

时变时滞以及多丢包对系统的影响.时变时滞上下界分别

为d1和d2. 式(4)(6)分别用来描述传感器--控制器间的测量

通道以及控制器--执行器间的控制通道随机多包丢失现象.

假如当前测量数据在传输过程中丢失,则采用上次测量输

出yc,k−1进行传输. 同样, 当控制数据包丢失时, 采用上次

控制输入uc,k−1进行传输.

注注注 2 系统(14)是一个不确定性随机系统,随机变量

表示系统随机多丢包概率,测量输出与控制输入量化引起

了系统不确定性. 因此,本文引入均方意义下的随机稳定概

念.

定定定义义义 1 如果wk = 0, 存在σ > 0和ς ∈ (0, 1)使
得下式成立:

E{‖ξk‖2} 6 σςk sup
−d26i60

E{‖ξi‖2}, (15)

则称闭环系统(14)均方意义下指数稳定.

本文目的是设计基于观测器的控制器,使得闭环
系统(14)同时满足:

R1) 在外部扰动wk = 0情况下,系统(14)是均方
意义下指数稳定的;

R2) 在零初始条件下,对于给定正标量γ > 0及
所有的非零wk,受控输出满足

∞∑
k=0

E{‖zk‖2} 6 γ2
∞∑

k=0

E{‖wk‖2}. (16)

引引引理理理 1[11] 存在M = MT < 0, H , F和E是具

有适当维数的实矩阵,如果满足FTF 6 I ,则下列不
等式成立:

M + HFE + ETFTHT < 0. (17)

当且仅当存在一个正标量ε > 0使得

M + ε−1HHT + εETE < 0. (18)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 给定观测器增益L和控制器增益K,量

化密度ρ1 > 0, ρ2 > 0,已知正常数ᾱ和β̄,当wk = 0,
如果存在正定矩阵P1, P2, Q1, Q2和R以及标量ε >

0,使得下述矩阵不等式成立:


Ω11 ∗ ∗
Ω21 Ω22 ∗
0 Ω32 Ω33


 < 0, (19)

则闭环系统(14)是均方意义下指数稳定. 其中:

Ω11 = diag{−P1 + d̄R,−Q1,−P2,−Q2,−R},
Ω22 = diag{−P−1

1 +εδ2
2 ,−Q−1

1 +εδ2
1 ,−P−1

2 +εδ2
2 ,

−Q−1
2 +εδ2

1 ,−θ−2
1 P−1

1 +εδ2
2 ,−θ−2

2 Q−1
1 +εδ2

1 ,
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− θ−2
1 P−1

2 + εδ2
2 ,−θ−2

2 Q−1
2 + εδ2

1},
Ω33 = diag{−εI,−εI}, d̄ = (d2 − d1 + 1),

δ1 =
1− ρ1

1 + ρ1

, δ2 =
1− ρ2

1 + ρ2

,

θ1 =
√

ᾱ(1− ᾱ), θ2 =
√

β̄(1− β̄),

Ω21 =

[
Ω211

Ω212

]
, Ω32 =

[
Ω321

Ω322

]T

,

Ω211 =




A1 + (1− β̄)B2K −(1− β̄)B2K

ᾱLC A1 − LC

(1− β̄)K −(1− β̄)K
(1− ᾱ)C 0

β̄B2 0 A2

0 −ᾱL A2

β̄I 0 0
0 ᾱI 0


 ,

Ω212 =




B2K −B2K −B2 0 0
−LC 0 0 L 0
K −K −I 0 0
C 0 0 −I 0


 ,

Ω321 =

[
(1− β̄)KTBT

2 −(1− ᾱ)CTLT

−(1− β̄)KTBT
2 0

(1− β̄)KT (1− ᾱ)CT

−(1− β̄)KT 0

]
,

Ω322 =

[
KTBT

2 −CTLT KT CT

−KTBT
2 0 −KT 0

]
.

证证证 取Lyapunov-Krasovskii泛函为

Vk = V1,k + V2,k + V3,k, (20)

其中:
V1,k = xT

k P1xk + eT
k Q1ek + uT

c,k−1P2uc,k−1 +

yT
c,k−1Q2yc,k−1,

V2,k =
k−1∑

i=k−dk

xT
i Rxi,

V3,k =
k−d1∑

j=k−d2+1

k−1∑
i=j

xT
i Rxi,

其中P1, Q1, P2, Q2和R是待求正定对称矩阵.

由于

E(ᾱ− αk)2 = ᾱ(1− ᾱ),

E(β̄ − βk)2 = β̄(1− β̄),

当wk = 0,对Vk沿系统(14)求取差分,并且两端求数
学期望,可以得到

E{∆Vk} =
3∑

i=1

E{∆Vi,k}, (21)

其中

E{∆V1,k} = E{V1,k+1|V1,k − V1,k} =

ΠT
1,kP1Π1,k + ΠT

2,kQ1Π2,k + ΠT
3,kP2Π3,k +

ΠT
4,kQ2Π4,k + θ2

2Π
T
5,kP1Π5,k +

θ2
1Π

T
6,kQ1Π6,k + θ2

2Π
T
7,kP2Π7,k +

θ2
1Π

T
8,kQ2Π8,k − xT

k P1xk − eT
k Q1ek −

uT
c,k−1P2uc,k−1 − yT

c,k−1Q2yc,k−1, (22)

上式中:

Π1,k = [A1+(1−β̄)(1+∆2,k)B2K]xk+A2xk−dk
−

(1− β̄)(1 + ∆2,k)B2Kek + β̄B2uc,k−1,

Π2,k = (A1 − LC)ek − (1− ᾱ)(1 + ∆1,k)LCxk −
ᾱLyc,k−1 + LCxk + A2xk−dk

,

Π3,k = (1− β̄)(1 + ∆2,k)K(xk − ek) + β̄uc,k−1,

Π4,k = (1− ᾱ)(1 + ∆1,k)Cxk + ᾱyc,k−1,

Π5,k = (1 + ∆2,k)B2Kxk − (1 + ∆2,k)B2Kek −
B2uc,k−1,

Π6,k = −(1 + ∆1,k)LCxk + Lyc,k−1,

Π7,k = (1 + ∆2,k)Kxk − (1 + ∆2,k)Kek − uc,k−1,

Π8,k = (1 + ∆1,k)Cxk − yc,k−1.

同样有

E{∆V2,k} = E{V2,k+1|V2,k − V2,k} 6

xT
k Rxk − xT

k−dk
Rxk−dk

+
k−d1∑

i=k−d2+1

xT
i Rxi, (23)

E{∆V3,k} = E{V3,k+1|V3,k − V3,k} =

(d2 − d1)xT
k Rxk −

k−d1∑
i=k−d2+1

xT
i Rxi. (24)

把式(22)–(24)代入式(21)中,可以得到

E{∆Vk} 6 ηT
k Θηk, (25)

其中ηk = [ξT
k xT

k−dk
]T,且

Θ = Θ11 −ΘT
21Θ22Θ21, (26)

其中:
Θ11 = Ω11, Θ21 = [Θ211 Θ212]T,

Θ22 = diag{−P1,−Q1,−P2,−Q2,−θ2
1P1,

− θ2
2Q1,−θ2

1P2,−θ2
2Q2},

Θ211 =




A1 + (1− β̄)(1 + ∆2,k)B2K

(1− (1− ᾱ)(1 + ∆1,k))LC

(1− β̄)(1 + ∆2,k)K
(1− ᾱ)(1 + ∆1,k)C

−(1−β̄)(1+∆2,k)B2K β̄B2 0 A2

A1−LC 0 −ᾱL A2

−(1−β̄)(1+∆2,k)K β̄I 0 0
0 0 ᾱI 0


 ,
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Θ212 =




(1+∆2,k)B2K −(1+∆2,k)B2K

−(1 + ∆1,k)LC 0
(1+∆2,k)K −(1+∆2,k)K
(1 + ∆1,k)C 0

−B2 0 0
0 L 0
−I 0 0
0 −I 0


 .

令Θ̂22 = Θ−1
22 ,由Schur补引理, Θ < 0等价于[

Θ11 ∗
Θ21 Θ̂22

]
< 0. (27)

式(27)可表示为[
Θ11 ∗
Ω21 Θ̂22

]
+ HE + ETHT < 0, (28)

其中:

H = diag{01×5,∆2,k,∆1,k,∆2,k,∆1,k,∆2,k,∆1,k,

∆2,k,∆1,k},
E = [02×5 Ω32 ]T,

利用Schur补引理和引理 1, 注意到 ‖∆1,k‖2 < δ2
1 ,

‖∆2,k‖2 < δ2
2 ,可以得到不等式(19),即Θ < 0. 因此,

由式(25)可以得到

E{∆Vk} 6 −ε0E{‖ηk‖2}. (29)

利用定义1以及类似于文献 [12]的证明方法,可以得
到系统(14)当wk = 0时是均方意义下指数稳定的.

证毕.

定定定理理理 2 给定γ > 0, 量化密度ρ1 > 0, ρ2 > 0,
已知正常数ᾱ和β̄, 如果存在正定对称矩阵P1, Q1,
P2, Q2, X1, Y1, X2, Y2, R以及ε > 0,满足不等式



Ψ11 ∗ ∗ ∗ ∗
0 −γ2I ∗ ∗ ∗

Ψ31 Ψ32 Ψ33 ∗ ∗
0 0 Ψ43 Ψ44 ∗

Ψ51 0 0 0 −I




< 0, (30)

及约束条件

XiPi = I, YiQi = I, i = 1, 2, (31)

则系统(14)是均方意义下指数稳定并满足给定的
H∞性能指标.并且通过求解不等式可以得到控制器
参数K及观测器参数L,其中:

Ψ11 = Ω11, Ψ31 = Ω21, Ψ43 = Ω32, Ψ44 = Ω33,

Ψ33 = diag{−X1 + εδ2
2 ,−Y1 + εδ2

1 ,−X2 + εδ2
2 ,

− Y2 + εδ2
1 ,−θ−2

1 X1 + εδ2
2 ,−θ−2

2 Y + εδ2
1 ,

− θ−2
1 X2 + εδ2

2 ,−θ−2
2 Y2 + εδ2

1},
Ψ32 =[BT

1 BT
1 0 0 0 0 0 0]T, Ψ51 =[D 0 0 0 0].

证证证 对于任意非零wk,由式(14)(19)可以得到

E{Vk+1|Vk} − Vk + E{zT
k zk} − γ2E{wT

k wk} =

E{
[

ηk

wk

]T

Ω

[
ηk

wk

]
},

(32)
其中:

Ω=

[
Θ + ΨT

51Ψ51 ∗
BT

1 P1B3+BT
1 Q1B4 BT

1 (P1+Q1)B1−γ2I

]
,

B3 =[A1+(1−β̄)B2K −(1−β̄)B2K β̄B2 0 A2 ],

B4 = [ᾱLC A1 − LC 0 −ᾱL A2 ].

利用Schur补引理,定义X1 = P−1
1 , X2 = P−1

2 , Y1 =
Q−1

1 和Y2 = Q−1
2 , 可得到式(30), 而式(30)等价于

Ω < 0,因此可以得到

E{Vk+1|Vk} − Vk + E{zT
k zk} − γ2E{wT

k wk} < 0.

(33)
在零初始条件下,对式(33)的两端从k = 0到∞求和,
可以得到
∞∑

k=0

E‖zk‖2 < γ2
∞∑

k=0

E‖wk‖2+E{V (0)}−E{V (∞)}.
(34)

因此在零初始条件η0 = 0下,有
∞∑

k=0

E‖zk‖2 < γ2
∞∑

k=0

E‖wk‖2. (35)

证毕.

因存在约束条件(31),故定理不是标准的LMI,不
能直接通过MATLAB LMI工具箱求解. 本文采用文
献 [14]中的锥补线性化算法(CCL)求解, 式(31)可用
下面的最优化方法求解:

min tr(XiPi + YiQi), i = 1, 2,

s.t.式(31)

和下列不等式成立:[
Xi I

I Pi

]
> 0,

[
Yi I

I Qi

]
> 0, (36)

最优H∞问题可通过求解如下的凸优化问题给出:

min
Pi,Qi,Xi,Yi,R,ε, i=(1,2)

γ, s.t.式(30)和式(36). (37)

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Illustrative example)
考虑系统(1),其系统参数如下:

A1 =

[
0.5 −0.7
0.8 0

]
, A2 =

[
−0.1 0.2
0.3 0.1

]
,

B1 =

[
0.2
−0.5

]
, B2 =

[
0.1 0
−0.1 0.2

]
,

C =

[
0.3 0.5
−0.1 −0.6

]
, D =

[
0.1
−0.2

]
,
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dk = 2 +
1 + (−1)k

2
.

取ᾱ = 0.1, β̄ = 0.15,量化密度ρ1 = 0.85, ρ2 =
0.8,时变时滞dk满足d1 = 2, d2 = 3,假定γ = 0.96,
利用CCL算法求解式(30)(36),可以得到

K =

[
0.1112 0.2024
−0.2518 −0.0911

]
, L=

[
0.4657 1.3313
1.1703 0.9353

]
.

假设扰动输入wk = 1/(0.1 + k2), 系统初始条件
x0 = [0.15 − 0.3]T, x̂0 = [−0.2 0.25]T,则状态响
应如图2所示.

图 2 γ = 0.96时状态响应

Fig. 2 The state response with γ = 0.96

利用LMI工具箱对优化问题(37)寻优,得到最优
性能指标γmin = 0.3104, 并可计算||zk||2/||wk||2 =
0.1845 < γmin,说明本文方法是可行的,且有

K =

[
0.1166 0.1952
−0.1131 −0.0382

]
, L=

[
0.5121 1.4832
1.3468 1.1299

]
.

最优性能指标γmin = 0.3104时系统状态响应如图
3所示.

图 3 γmin = 0.3104时状态响应

Fig. 3 The state response with γmin = 0.3104

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了具有时变时滞与多包丢失的网络控

制系统的量化H∞控制,利用对数量化器来量化测量
输出信号和控制输入信号,同时考虑了时变时滞及
传感器--控制器以及控制器--执行器网络通道中多包

丢失.给出了系统均方指数稳定并满足一定H∞性能
的条件.设计了基于观测器的H∞控制器. 最后通过
数字仿真证明了本文设计方法的有效性.
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