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摘要:针对状态和输入约束不确定非线性仿射系统,提出一种鲁棒镇定的优化控制器设计方法. 基于弱鲁棒控制
Lyapunov函数概念,构造一个参数可调控制器. 再利用LaSalle定理和逆优化理论,验证该控制器的鲁棒镇定性和逆
最优性. 进一步,采用滚动优化原理在线计算控制器的可调参数,实现闭环系统的鲁棒优化镇定. 最后对一个开环
不稳定振荡器系统进行鲁棒优化镇定,其结果验证了文中方法的有效性.
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Optimization-based robust stabilization of
constrained nonlinear uncertain systems
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Abstract: The design method of optimization-based controllers with robust stabilization is presented for nonlinear affine
systems subject to uncertainties and constraints on the state and input. A controller with adjustable parameters is constructed
based on the concept of weak robust control Lyapunov functions. Then the LaSalle’s theorem and inverse optimization
theory are employed to validate the robust stabilization and inverse optimization for the controller with respect to the
uncertainty. Furthermore, the receding optimization principle is exploited to compute online the adjustable parameters in
the controller, which leads to the optimization-based robust stabilization of the closed-loop system. The robust stabilization
method has been applied to an open-loop unstable oscillator system and the successful results validates the effectiveness of
the method presented here.
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1 引引引言言言(Introduction)
许多工业控制系统面临同步优化与镇定问题.对

于线性系统, LQ控制、µ-综合和H∞控制等理论提供
了良好的优化镇定方法[1–2],但如烯烃聚合过程、换
热过程和空分过程等复杂工业过程大都具有强非线

性,线性化控制方法很难取得好的控制效果,甚至稳
定性都难以保证[3–4]. 同时,实际控制系统通常存在
一定约束限制和不确定性影响.因此,约束不确定非
线性系统的同步优化与镇定问题成为了近年来国内

外先进控制理论研究的热点课题[5–6].
对于标称非线性系统,可利用控制Lyapunov函数

(CLF)工具构造一镇定控制器,该控制器对特定的性
能指标具有最优性[7–9]. 进一步,为降低CLF设计难
度,文献 [10]利用弱CLF概念设计镇定控制器[11],而
对于约束系统和任意给定的性能指标,文献 [12–13]
结合滚动优化原理设计最优镇定控制器. 另一方

面,对于不确定非线性系统,文献 [14]基于鲁棒CLF
(RCLF)设计鲁棒镇定控制器[8, 15], 可全局镇定无约
束的不确定非线性系统,但其时不变特性对于设计
者给定的性能指标缺乏调整性, 且无法显式地满足
系统的约束条件.进一步,该鲁棒控制器建立在严格
意义下的RCLF基础上,但严格RCLF很难设计,甚至
不存在,如系统ẋ = g(x)u + p(x)w就不存在严格意
义下的RCLF.

本文考虑约束不确定非线性仿射系统的同步优

化与鲁棒镇定问题.通过引入不确定非线性系统的
弱RCLF概念,构造参数可调控制器. 在此基础上,利
用LaSalle定理[16]和逆优化理论[17],建立可调控制器
的鲁棒镇定性和逆最优性结论.进一步,为处理系统
约束和给定性能指标,应用滚动优化原理[18]在线计

算控制器的可调参数, 实现控制器的鲁棒优化镇定
设计.最后通过开环不稳定振荡器的优化控制,验证
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本文结果的有效性和优越性.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑不确定联合仿射非线性系统

ẋ = f(x) + g(x)u + p(x)w, (1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rm和w ∈ Rr分别为系统的状态

变量、控制变量和不确定扰动变量,向量f(x), g(x)
和p(x)分别是定义在原点某邻域内的已知连续可微
(C1)函数,满足f(0) = 0, g(0) = 0和p(0) = 0. 考虑
系统状态约束和控制约束

x(t) ∈ X ⊆ Rn, u(t) ∈ U ⊆ Rm, t > 0, (2)

其中X和U都是包含原点为内点的、凸的有界闭集

合.进一步,假设系统状态是完全可测的, 且原点为
系统的期望平衡点.

假假假设设设 1 不确定扰动由系统状态限界,即

‖w(t)‖ 6 n(x(t)), t > 0, (3)

其中: n(x) > 0是定义在X上的已知C1函数, ‖ · ‖表
示向量2-范数. 如果扰动w满足条件(3), 则称w是系

统(1)的容许扰动.所有容许扰动组成的集合记为W

⊆ Rr.

假假假设设设 2 对于任意初始状态x(0) ∈ X和分段右

连续输入u ∈ U及w ∈ W ,系统(1)的解连续且唯一.

定定定义义义 1 考虑系统(1)及集合S ⊆ Rn和控制律

u(t) ∈ U ,如果闭环系统的解满足x(t;x(0), u, w) ∈
S, ∀t > 0, x(0) ∈ S,w ∈ W , 则称S为闭环系统的

一个鲁棒不变集[19].

定定定义义义 2 考虑系统(1)及容许扰动w ∈ W ,如果
对于∀x 6= 0,正定C1函数V (x)满足

LgV (x)=0 ⇒ LfV (x) + n(x)‖LpV (x)‖60, (4)

则称V (x)为系统 (1)的弱鲁棒控制Lyapunov函数
(WRCLF), 其中LfV (x), LgV (x)和LpV (x)分别为
V (x)对 f(x), g(x)和 p(x)的李导数. 进一步, 如果
‖x‖ → ∞⇒ V (x) →∞,则称V (x)为全局WRCLF.

注注注 1 相比于常规RCLF定义即不等式(4)严格小于

零[8, 14–15],定义2放宽了该函数的存在条件.

定定定义义义 3 考虑系统 (1)及其镇定控制律u(t),
如果对任意容许扰动w和连续扇形函数ϕ(s) =
diag{ϕ1(s), · · · , ϕm(s)},即∀s 6= 0, as2 < sϕi(s) <

bs2, 0 < a < b, i = 1, · · · ,m, 闭环系统 ẋ =
f(x) + g(x)ϕ(u) + p(x)w全局渐近稳定, 则称控
制律u(t)具有鲁棒扇形裕度(a, b).

3 鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化镇镇镇定定定控控控制制制(Optimized-based ro-
bust stabilization control)

3.1 鲁鲁鲁棒棒棒镇镇镇定定定控控控制制制(Robust stabilization control)
设V (x)是系统(1)的一个WRCLF,则对有限常数

D1 > 1和D2 > 0,构造如下可调控制器:

u(x;µ) = −p(x;µ)β′(x), (5)

其中:向量µ = (µ1, µ2) ∈ [1, D1]× (0, D2]为可调参
数, β(x) = LgV (x)和

p(x;µ) =



α̃(x) + µ1

√
α̃(x)2 + µ2‖β(x)‖4

‖β(x)‖2
, β(x) 6= 0,

0, β(x) = 0,

其中: α̃(x) = α(x) + n(x)‖γ(x)‖, α(x) = LfV (x)
和γ(x) = LpV (x). 令(µ1, µ2) = (1, 1),则控制器(5)
简化为标准Freeman型控制器[8, 14].

定定定理理理 1 设V (x)是系统(1)的WRCLF,定义集合
S1 = {x ∈ Rn : α(x) + n(x)‖γ(x)‖ = 0, β(x) =
0} ⊆ X . 如果假设1和2成立,则当闭环系统(1)和(5)
在S1内只有平凡解时,有如下结论:

1) 存在一个鲁棒不变集M ⊆ X , 使闭环系统
在M内对∀w ∈ W鲁棒渐近稳定,且当X = Rn及U

= Rm时,闭环系统全局鲁棒渐近稳定.

2) 控制器(5)极小化如下一类可调性能泛函:



J(x;µ) =
w ∞

0
[L(x;µ) +

1
2p(x;µ)

u′u]dt,

L(x;µ) = 0.5p(x;µ)β(x)β′(x)− α̃(x).
(6)

3) 对于无约束系统(1),控制器(5)具有鲁棒扇形
裕度(0.5,∞).

证证证 1) 考虑约束系统(1)–(2)及WCLF V (x), 定
义V (x)的水平集M(r) = {x ∈ Rn : V (x) 6 r, r >

0} ⊆ X , 使其满足u(x;µ) ∈ U, ∀(x, µ) ∈ M(r) ×
D, 其中D = [1, D1] × (0, D2]. 因为X和U分别是

包含原点为内点的闭凸集和紧凸集, 故至少存在一
个r̂ > 0使集合M(r̂)存在且非空. 又因为闭环系统
(1)和(5)在集S1内只有平凡解,所以S1 ⊂ M(r̂).

令M = M(r̂).考虑∀(x, µ) ∈ M×D.当β(x) =
0时,有V̇ (x) = α̃(x) = α(x) + n(x)‖γ(x)‖ 6 0;当
β 6= 0时,有

V̇ (x) = α(x) + ‖γ(x)‖w + β(x)κ(x, µ) 6
−µ1

√
α̃2(x) + µ2‖β(x)‖4. (7)

即对∀(x, µ) ∈ M ×D,闭环系统满足V̇ (x) 6 0. 故
集M为系统(1)和(5)的一个鲁棒不变集,且原点为闭
环稳定平衡点. 进一步,函数V (x)满足V̇ (x) = 0 ⇔
α̃(x) = 0, β(x) = 0,从而在集{x ∈ M : V̇ (x) = 0}
内的闭环系统轨迹也必将在集S1内,反之亦然. 考虑
到闭环系统在S1上只有平凡解,则由LaSalle定理[16]

可知,对于∀w ∈ W ,闭环系统在鲁棒不变集M内渐

近稳定. 进一步,若V (x)径向无穷大函数,则当X =
Rn和U = Rm时,闭环系统全局鲁棒渐近稳定.

2) 考虑∀(x, µ) ∈ M × D. 当β(x) = 0时, 由
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WRCLF性质可得L(x;µ) = −α̃(x) > 0;当β 6= 0时,
L(x;µ) = 0.5p(x, µ)β(x)β′(x)− α̃(x) > 0,从而泛
函J(x;µ)有意义.进一步,令v = u− u(x;µ)并代入
式(6),得

J(x;µ) =
w ∞

0
{0.5p(x;µ)β(x)β′(x)− α̃(x) +

1
2p(x;µ)

[v+u(x;µ)]′[v+u(x;µ)]}dt=

w ∞
0

[−β(x)u−α̃(x)+
1

2p(x;µ)
v′v]dt=

w ∞
0

[−V̇ (x)−n(x)‖γ(x)‖+γ(x)w+

1
2p(x;µ)

v′v]dt 6
w ∞

0
[−V̇ (x) +

1
2p(x;µ)

v′v]dt.

显然,当v = 0时,泛函J(x;µ)取极小值,从而式(5)是
泛函J(x;µ)的最优控制律.

3) 考虑系统(1)及任意给定的连续扇形函数ϕ =
diag{ϕ1, · · · , ϕm},其中sϕi(s) > 0.5s2, s 6= 0, i =
1, · · · ,m,验证对于∀w ∈ W ,闭环系统ẋ = f(x) +
g(x)ϕ(u(x;µ)) + p(x)w是全局鲁棒渐近稳定的.

当β(x)=0时, V̇ (x)= α̃(x)60;当β(x) 6=0时,

V̇ (x) =

α(x) + ‖γ(x)‖w + β(x)ϕ(u(x;µ)) 6
α̃(x)− 0.5p(x;µ)β′(x)β(x) +

0.5p(x;µ)β′(x)β(x) + β(x)ϕ(u(x;µ)) =

β(x)ϕ(u(x;µ))− L(x;µ)− 0.5β(x)u(x;µ) 6
β(x)[ϕ(u(x;µ))− 0.5u(x;µ)] =

− 1
p(x;µ)

u′(x;µ)[ϕ(u(x;µ))− 0.5u(x;µ)] 6 0.

则由p(x;µ)和ϕ(s)的性质,可得V̇ (x)=0 ⇔ u(x;µ)
= 0 ⇔ β(x) = 0. 进一步, 根据WRCLF性质, 可得
α̃(x) 6 0. 再次利用LaSalle定理可得,对于∀w ∈ W ,
闭环系统ẋ = f(x) + g(x)ϕ(u(x;µ)) + p(x)w全局
鲁棒渐近稳定,即控制器(5)具有鲁棒扇形裕度(0.5,

∞). 证毕.

注注注 2 控制器(5)对泛函(6)具有最优性, 但泛函(6)无

明确物理意义,难以在实际中应用. 其次,假设函数V (x)是

系统(1)的一个能量函数,则由式(7)可知: 调节µ可影响闭环

系统的“衰减速率”, 即调节µ值可优化系统的性能. 这反

映在性能泛函上,就是控制器(5)对变化的控制目标具有适

应性. 最后,采用文献[13]的方法估计闭环系统(1)和(5)的最

大鲁棒不变集M ,及可调参数初始值µ̂.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制器器器滚滚滚动动动优优优化化化(Receding optimization
of robust controllers)
考虑约束系统(1)–(2), 定义t时刻有限时域目标

函数

J(t) =
w t+T

t
[l1(x(s)) + l2(u(s))]ds, t > 0, (8)

其中: 优化时域T > 0, 函数l1(x) > 0及l2(u) > 0.
为降低在线优化的计算量, 采用标称模型优化控制
器(5)可调参数µ,步骤如下:

Step 1 构造系统(1)–(2)及其WRCLF V (x), 计
算可调控制器(5),不变集M和初始值µ̂;

Step 2 给定性能泛函J(t), 参数区间D和充分

小采样周期0 < δ < T ;

Step 3 测量t时刻状态量xt, 以µ̂为µ初始值,
利用序列二次规划(SQP)法或遗传算法等数值算
法[20–21], 在线计算有限时域最优控制问题(9), 得最
优参数µ∗(t);

min
µ(t)∈D

J(t), t > 0,

s.t. ẋ = f(x(s)) + g(x(s))u(s),

u(s) = u(x(s);µ(t)), x(t) = xt,

x(s) ∈ X, u(s) ∈ U, t 6 s < t + T ;
(9)

Step 4 根据滚动优化原理[18], 将t时刻最优控

制量uop(x(s)) , u(x(s);µ∗(t)), t 6 s < t + δ作用

于系统(1);

Step 5 在t + δ时刻,令t := t + δ,返回Step 3.

根据上述设计步骤得闭环系统为

ẋ = f(x) + g(x)uop(x) + p(x)w. (10)

定定定理理理 2 设函数V (x)是系统(1)的一个WRCLF.
如果假设1和2成立, 且闭环系统(10)在集S1上只有

平凡解,则如下性质成立:

1) 对任意容许扰动w ∈ W , 闭环系统(10)在鲁
棒不变集M内渐近稳定. 特别, 当X = Rn及U =
Rm时,闭环系统全局鲁棒渐近稳定;

2) 控制器uop(x)极小化泛函(6),其中µ = µ∗;

3) 当不考虑系统约束(2)时, 控制器uop(x)具有
鲁棒扇形裕度(0.5,∞).

证证证 1) 考虑闭环系统(10)和定理1定义的鲁棒
不变集M , 存在 µ̂使u(x; µ̂) ∈ U和 V̇ (x)|µ=µ̂ 6
0, ∀x ∈ M . 从而闭环系统解x(t + s; x(t), u(x(·);
µ̂)) ∈ M ⊆ X, ∀x(t) ∈ M, s > 0, 即优化问题(10)
在每个时刻总是优化可行的. 进一步,应用定理1结
论可得性质1).

同理,应用定理1可得性质2)和3). 证毕.

注注注 3 由定理2可知: 闭环系统(10)在不变集M内稳

定性与泛函J(t)相分离, 从而在线调整目标(8)以满足控制

要求,但不影响闭环系统的鲁棒稳定性. 其次,优化问题(9)

把对时域区间[0, T ]内控制量的优化转化为对控制器参数

的计算,从而降低优化的在线计算量. 最后,定理2结论是在
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最优解µ∗精确计算下得到,但对于次优解,定理结论同样成

立. 所有这些结果都有利于鲁棒控制器获得更好的性能和

更大的应用范围.

4 实实实例例例仿仿仿真真真(Simulation of example)
考虑一开环不稳定的不确定振荡器系统




ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ex1 [x1 +
1 + θ1

2
x2] + θ2u,

(11)

其中: θ1表示系统参数摄动, |θ1| 6 0.5, θ2表示控

制器增益扰动.对于标称模型即(θ1, θ2) = (0, 1),文
献[12]考虑弱CLF和系统约束,设计了一优化镇定控
制器,但未考虑系统不确定性影响.本节研究系统在
输入不确定性和参数不确定性作用下的优化镇定控

制器设计.

假设原点为系统(11)的期望平衡点,令

X = {x ∈ R2 : |xi| 6 1, i = 1, 2},
U ={u ∈ R : |u| 6 0.5}, w(t)=θ1(t)x2(t)ex1(t),

其中|θ1(t)| 6 0.5,则n(x(t)) = 0.5x2(t)ex1(t). 对系
统(11),构造函数V (x) = x2

1 + x2
2,计算参数:

α(x) = LfV (x) = 2x1x2(1− ex1) + x2
2e

x1 ,

β(x) = LgV (x) = 2x2, γ(x) = LpV (x) = −x2.

则对|θ1|6 0.5和θ2 = 1,函数V (x)满足∀ 0 6= x ∈ X,

β(x) = 0 ⇒ α(x) + n(x)‖γ(x)‖ = 0,从而V (x)为
系统(11)的一个WRCLF. 由方程(5)构造控制器u(x;
µ)及其鲁棒不变集M = {x ∈ R2 : x2

1 + x2
2 6 1.0}.

仿真中, 采用Euler法离散系统(11), 取δ = 0.1 s,
T = 2.0 s, D = [1, 5]× (0, 2],及目标函数

J(t) =
w t+T

t
[10x2

1(s) + 20x2
2(s) + u2(s)]ds.

以系统初始状态A(−0.8, 0.6)和B(−0.7,−0.7)及µ̂ =
(1.0, 0.01)为启动点,仿真结果如图1和2所示.

图1对应系统初始条件A(−0.8, 0.6), 控制器
无增益扰动即 θ2(t) = 1和不确定参数 θ1(t) =
0.5 sin(0.1t)时的闭环系统状态轨迹和控制曲线,其
中点线为Freeman型常规鲁棒镇定控制器[8]即µ =
(1, 1)的仿真结果, 实线为本文所得控制器的仿真
结果(下同).类似地,图2对应系统初始条件B(−0.7,

−0.7), 控制器无增益扰动和不确定参数 θ1(t) =
0.5 sin(10t)时的闭环系统状态轨迹和控制曲线. 分
析图1和2结果可知,通过在线优化参数µ可使闭环系

统获得更好的控制性能,即在控制输入和系统状态
满足约束条件下, 不确定闭环系统能快速收敛到平
衡原点. 相反, Freeman型鲁棒镇定控制器在初始时
段不但产生较大的控制量而违反控制约束, 而且需
要较长过渡时间才能镇定不确定系统,不利于系统
安全平稳运行.

图 1 A点闭环状态轨迹和控制曲线

Fig. 1 Closed-loop state trajectories and control profiles of A

图 2 B点闭环状态轨迹和控制曲线

Fig. 2 Closed-loop state trajectories and control profiles of B

进一步,为验证优化控制器uop(x)的鲁棒扇形裕
度(0.5,∞),考虑交流电源对系统的影响.令参数不
确定性θ1(t)和控制器增益扰动θ2(t)为

θ1(t) = 0.5 sin(0.1t), θ2(t) = 0.5 + | sin(t)|.
(12)

再以A点为初始条件, 在相同仿真环境下其结果如
图3所示,其中点线为常规鲁棒镇定控制器的仿真结
果,实线为本文所得控制器的仿真结果.从图3可以
看出,在参数不确定性θ1(t)和控制器增益扰动θ2(t)
同步作用时, 本文所得优化控制器同样能快速地镇
定系统(11), 且控制输入和闭环状态都满足系统约
束,从而进一步验证了本文结果的可行性和有效性.
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图 3 A点闭环状态轨迹和控制曲线

Fig. 3 Closed-loop state trajectories and control profiles of A

5 结结结论论论(Conclusions)
针对约束不确定非线性仿射系统,本文利用弱鲁

棒控制Lyapunov函数设计了一种具有闭环系统鲁棒
稳定的优化控制器. 利用LaSalle定理和逆优化理论,
建立了控制器的鲁棒镇定性和逆最优性结论.进一
步,考虑约束和给定性能指标,结合滚动优化原理在
线计算控制器参数, 实现了闭环系统的约束满足和
控制器的优化镇定. 最后以开环不稳定的振荡器控
制为例,通过与常规鲁棒镇定控制器的对比研究,验
证了本文结果的优越性.
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