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摘要:本文针对一类非线性系统在输入饱和下的有限时间动态反馈镇定问题进行了讨论,提出了一种切换控制
策略.通过有限次切换将复杂非线性系统分成不同的简单子系统,使得在每一步切换控制中,状态收敛到所给位置
或平衡位置的时间是有限的，且每步的控制器均满足饱和条件.最后给出了一个例子并设计了其有限时间饱和镇
定控制器,仿真实验验证了所设计控制器的有效性.
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Finite-time saturated stabilization for a class of nonlinear systems
with dynamic feedback
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(1. Control Science and Engineering Department, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China;
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Abstract: The finite-time dynamic feedback stabilization problem is considered for a class of nonlinear systems under
the input saturation, and a switch control strategy is proposed. It can divide the complex nonlinear systems into different
simple subsystems by a finite number of switching in order to make the states in every step converge to a prespecified point
or the equilibrium point in a finite time, and the saturation property is satisfied in every step by the controllers as required
as design. Finally, a specific example of the system and a finite-time saturated controller are given; and the effectiveness of
the proposed control approach is validated by the simulation results.

Key words: nonlinear control; finite-time control; finite-time stability; saturated control

1 引引引言言言(Introduction)
随着自动化技术和计算机的快速发展, 非线性

系统的理论不断得到完善, 但稳定性研究一直是非
线性系统中一个重点和难点. 自从Brockett在1983年
提出存在连续可微的镇定控制律使得非线性系统在

平衡点渐近稳定的3个必要条件[1],并指出了以非完
整系统为代表的非线性系统不满足所提出的必要条

件.为了解决这一类问题,众多学者纷纷转移到非完
整系统、欠驱动系统等非线性系统的镇定控制律设

计问题上. 随着镇定问题的深入研究,为了使系统具
有更好的收敛速度和稳态精度,有大量学者发表关
于有限时间镇定控制律设计的文献[2–11], 而有限时
间控制问题也成了最近的研究热点之一.

文献 [2]针对一类二阶非线性系统,给出了3种有
限时间控制器设计方法: 齐次系统方法、基于Back-
stepping的有限时间Lyapunov函数法和终端滑模控

制方法. 这3种方法都已得到了广泛的应用,也是解
决有限时间控制的一般方法. 文献 [3]利用系统的齐
次性以及反步构造法, 给出一类高阶非线性系统的
有限时间控制器;文献 [4–5]考虑了齐次系统的有限
时间镇定, 并给出了有限时间的Lyapunov稳定性定
理;文献[6–8]基于反步构造法设计有限时间控制器;
对于滑模控制法,文献 [9, 12–13]均给出了该方法的
应用. 文献 [10]探讨了一类扩展链式系统的有限时
间跟踪控制问题, 而文献 [11]则对一类非完整链式
系统给出了有限时间局部镇定控制律.

虽然有限时间收敛使得系统具有更好的性能,但
在设计控制器时利用不等式缩放,导致控制器增益
偏大, 也即控制量的幅值偏大, 所以设计饱和的控
制器是具有重要理论和实际意义的. 针对有限时间
的饱和控制,国内外的相关文献并不多,文献 [14]提
出了一种在输入饱和下的半全局镇定控制器. 文
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献 [15]考虑了一种饱和控制的多积分系统的全局镇
定. 此外,文献 [16]对链式系统在输入饱和下给出了
控制器设计方法. 而在文献 [17]中,给出了双积分系
统的有限时间全局饱和控制律. 文献 [18]针对一类
非线性积分系统,给出了全局有限时间饱和控制器
设计方法.

但文献 [18]只考虑了系统的运动学控制问题,对
实际应用来说, 动力学的控制更实际.为此, 本文针
对文献 [18]的动态反馈问题, 考虑了系统在输入饱
和下使得系统各状态能从任意初始状态在有限时间

内收敛到平衡点的镇定控制器设计问题,通过一种
基于切换控制的方法给出该非线性系统的全局有限

时间饱和控制器.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑文献 [18]中的运动学模型增加动态反馈后

的一类非线性系统:



ẋ0 = u1,

ẋ1 = xr1
2 u1,

...

ẋn−2 = x
rn−2
n−1 u1,

ẋn−1 = u
rn−1
2 ,

u̇1 = τ1,

u̇2 = τ2,

(1)

其中: ri =
p1i

p2i

> 0, i = 1, · · · , n− 1, p1i和p2i为互

质奇数, xi(i = 0, 1, · · · , n − 1)为系统状态, u1和u2

可视为速度; τ1和τ2为控制输入,如果在系统动力学
参数已知的情况下, 其相当于广义力或力矩的控制
输入[19].

为了描述方便,首先给出如下一些记号:

sigα(x) = |x|αsgn x,

其中: α > 0, sgn(·)为符号函数.

satε(x) =

{
x, |x| 6 ε,

ε · sgn x, |x| > ε,

其中: ε > 0为任意常数, 显然对任意x ∈ R, 记号
|satε(x)| 6 ε均成立.

为了方便证明,给出一些假设和引理. 对系统(1)
作如下假设:

假假假设设设 1 存在常数qi(i = 1, · · · , n + 1)和λ满足

以下关系[18]:

q1 = 1, 1 +
ri

qi+1

= λ +
1
qi

, (2)

其中: qi =
p3i

p4i

> 1, λ =
p5i

p6i

∈ (0, 1), p3i和p4i, p5i

和p6i分别为互质奇数.

注注注 1 并不是所有具有式(1)形式的系统都满足假

设1,在文献 [18]中给出了一个满足假设1的充分条件,并指

出了λ的取值范围.下面给出一个具体例子,取r1 =1, r2 =

3/5, r3 = 1/3, r4 = 1,由假设1的条件,可得到2/3 < λ <

9/13, 选取λ = 13/19, 根据式(2)可以得到q1 = 1, q2 =

19/13, q3 = 57/35, q4 = 19/17,以及q5 = 19/11.

引引引理理理 1 对于下列非线性积分系统[18]:{
ẋi = xri

i+1, i = 1, 2, · · · , n− 1,

ẋn = urn ,
(3)

其中ri > 0(i = 1, · · · , n)为互质奇数的相除形式.
在假设1的条件下, 系统(3)可由如下的饱和控制器
全局有限时间镇定:

u = un(Xn(t)) =

−βnsat
1

qn+1
ε [xqn

n − uqn

n−1(Xn−1)], (4)

其中: ui(Xi(t))=−βisat
1

qi+1
ε [xqi

i −uqi

i−1(Xi−1)], i=
1, · · · , n − 1, u0 = 0; 增益βi满足β1 > max{β∗1 ,
2

1
q2

+ 1
r1 }, βi >max{β∗i , 2

1
qi+1 [4(1+βi−1)φi−1(β1, · · · ,

βi−1)+2]
1
ri }, 其中: β∗i > (n−i+1)1/ri (i = 1, · · · ,

n); φi(·)满足以下式子:

φ1(β1) = βq2
1 (1 + β1)

r1 ,

φj(β1, · · · , βj) =

β
qj+1
j qj(1 + βj−1)

qj−1(1 + βj)
rj +

β
qj+1
j φj−1(β1, · · · , βj−1),

其中j = 2, · · · , n− 1.

引引引理理理 2 考虑如下双积分系统[17]:

ẋ = y, ẏ = u. (5)

在有界反馈控制律u = ψsat(x, y)下,

ψsat(x, y) =

−satε{sigα(y)} − satε{sig α
2−α (φα(x, y))},

且φα(x, y) = x +
1

2− α
sig2−α(y), α ∈ (0, 1),系统

(5)的原点是有限时间稳定的平衡点.

引引引理理理 3 假设存在一个定义在原点的邻域U上

的C1正定函数V : Rn → R,若存在实数k > 0和α∈
(0, 1),使得V̇ + kV α沿系统ẏ(t) = f(y(t))在U上半

负定,则系统ẏ(t) = f(y(t))的零解是有限时间稳定
的. 若U = Rn,则系统的零解是全局有限时间稳定
的平衡点[4].

假假假设设设 2 控制输入的饱和约束满足

τ1 max > max {kMα1 , 2ε} , (6a)

τ2 max >
εβn

A
, (6b)

其中: k > 0, α1 ∈ (0, 1), ε > 0为饱和函数satε(·)
的上界. 对任意给定的M > 0, 系统(1)中状态u1的
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初始值满足D0 = {u1(0)||u1(0)| 6 M}, βn > 0为
引理1中所给控制器的增益参数, A = c

1
r1···rn−1 · · ·

c
1

rn−2rn−1 , c > 0为任意给定的常数.

注注注 2 在实际问题中, 速度和加速度都是有界的, 所

以设计满足假设2的饱和镇定器是具有非常重要的现实

意义. 对于任意给定的τ1 max和τ2 max, 总能找到合适的参

数k和ε满足假设2中的约束, 其中M是依赖于u1的初始值,

βn是所给控制器的增益参数,因此假设2的条件是合理的.

3 饱饱饱和和和有有有限限限时时时间间间控控控制制制器器器(Saturated finite-time
controller)
本节将给出主要结论,基于切换控制策略,设计

饱和控制器τ1和τ2满足|τ1| 6 τ1 max, |τ2| 6 τ2 max,
使得非线性系统(1)的各状态在有限时间内收敛到
平衡点. 结合上述假设和引理,给出如下定理:

定定定理理理 1 在假设1的条件下,对任意给定满足假
设2的正数τ1 max和τ2 max,非线性系统(1)在饱和控制
器τ1和τ2下是全局有限时间镇定的, 如果存在合适
参数k > 0, α1, α2, α3, λ ∈ (0, 1)以及qi, βi(i = 1,

2, · · · , n),设计如下多步切换控制律:

步步步骤骤骤 1 取

τ1 = −k sigα1(u1 − c), τ2 = 0. (7)

步步步骤骤骤 2 取

τ1 = 0, τ2 =
urn

A
. (8)

步步步骤骤骤 3 取



τ1 = −satε{sigα2(u1)}−
satε{sigα2α3(φα(x0, u1))},

τ2 = 0.

(9)

其中:

A = c1/r1···rn−1 · · · c1/rn−2rn−1 ,

u = un(X̃n) = −βnsat
1

qn+1
ε (x̃qn

n − uqn

n−1(X̃n−1)),

ui(X̃i(t)) = −βisat
1

qi+1
ε [x̃qi

i − uqi

i−1(X̃i−1)],

c为任意正常数, 记 X̃i = (x̃1, · · · , x̃i), i = 1, · · · ,

n− 1,且x̃i与xi之间存在一一对应关系,满足如下关
系式:




x̃1 = x1,

x̃i =c
1

r1···ri−1 · · · c 1
ri−1 xi, i=2, · · · , n−1,

x̃n = Au2.

(10)

定义φα(x0, u1) , x0 +α3sig
1

α3 (u1), 且α3 =
1

2−α2

.

当u1收敛到c时, 跳到步骤2; 当x1, · · · , xn−1和u2都

收敛至0时,跳到步骤3;当x0和u1收敛到0时,则停止
切换.

证证证 控制器的每一步切换都要满足两个条件:其

一是控制器必须是饱和的; 其二是每一步切换时间
必须是有限时间.

在步骤1中,为了使u1收敛到c,只需考虑系统(1)
中的子系统

u̇1 = τ1. (11)

为了使子系统(11)在有限时间内镇定到正常数c,可
以作变换z = u1 − c,则子系统可以表示为

ż = τ1. (12)

取Lyapunov函数

V (z) =
1
2
z2, (13)

对其求导后有

V̇ (z)=−kzsigα1(z)=−k|z|1+α1 =−k(2V )
1+α1

2 .

根据引理3知, 子系统(12)是全局有限时间稳定
的,即当 t → T1时, z(t) → 0,也即u1收敛到c. 又由
于

dτ1

du1

= −kα1|u1 − c|α1−1
< 0,

则说明切换控制器(7)中的τ1关于u1是单调递减的,
则有

|τ1| = k|z(t)|α1 6 k|u1(0)− c|α1 6
k(|u1(0)|+ c)α1 6 k(|u1(0)|α1 + cα1) 6
k(Mα1 + cα1) < τ1 max,

其中: α1∈(0, 1), τ1 max >0为任意给定的常数,选取
0 < k <

τ1 max

(Mα1 + cα1)
能满足假设2中约束条件(6a),

所以控制器τ1是饱和的. 在有限时间T1内, u1收敛

到c,切换到步骤2.

在步骤2中,由于t > T1, u1 ≡ c,则系统的状态
方程可表示为如下子系统:




ẋ1 = xr1
2 c,

...

ẋn−1 = u
rn−1
2 ,

u̇2 = τ2.

(14)

由式(10)知,考虑如下坐标变换:



x̃1 = x1,

x̃2 = c
1

r1 x2,

x̃3 = c
1

r1r2 c
1

r2 x3,

...

x̃n = c
1

r1···rn−1 · · · c 1
rn−2rn−1 u2,

urn = c
1

r1···rn−1 · · · c 1
rn−2rn−1 τ2,

(15)

其中x̃i与xi(i = 1, · · · , n−1), xn与u2, u与τ2之间都
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存在一一对应关系.

子系统(14)经过坐标变换(15)可以由如下形式描
述: 




˙̃x1 = x̃r1
2 ,

...
˙̃xn−1 = x̃rn−1

n ,

˙̃xn = urn .

(16)

由引理1可知,子系统(16)在控制器

u = un(X̃n(t)) =

−βnsat
1

qn+1
ε [x̃qn

n − uqn

n−1(X̃n−1)] (17)

的作用下是全局有限时间稳定的, 控制器中各参
数满足引理1中式(4)的各条件,将坐标变换 (15)代
入控制器(17)中可知,子系统(14)在控制器(8)的作用
下,各状态x1, · · · , xn−1和u2能在有限时间T2内收敛

到平衡点,又由式(8)和(17)可知

|τ2| 6 βnε
1

qn+1

A
<

εβn

A
< τ2 max,

其中: A = c
1

r1···rn−1 · · · c 1
rn−2rn−1 , c > 0为步骤1中

所给任意常数, ε > 0为饱和函数satε(·)的上界, 对

于任意给定的正数τ2 max, 选取ε <
Aτ2 max

βn

能满足

假设2中的约束条件(6b), 即可知切换控制器(8)中
的τ2是饱和的.

由于当 t > T2时, 状态x1, · · · , xn−1和u2达到平

衡位置后, 控制器切换到步骤 3, 此时状态xi = 0
(i = 1, · · · , n − 1)和u2 = 0, 保持在平衡位置处不
变,非线性系统(1)变为双积分系统{

ẋ0 = u1,

u̇1 = τ1.
(18)

根据引理2, 可知子系统(18)在切换控制律(9)的
作用下,在有限时间T3内镇定到平衡点. 并且由控制
器(9)的形式,可知

|τ1| = |satε(·) + satε(·)| 6 2ε < τ1 max, (19)

其中: ε > 0为饱和函数satε(·)的上界, τ2 max > 0为

任意给定的常数, 选取ε <
τ1 max

2
能满足假设2中的

约束条件(6a), 由式(19)可知, 切换控制器(9)中的 τ1

是饱和的.

当t > T3时, x0, x1, · · · , xn−1和u1, u2均收敛至

平衡位置.定理得证.

4 仿仿仿真真真与与与实实实例例例(Simulation and example)
考虑如下非线性系统:

{
ẋ0 = u1, ẋ1 = x2u1, ẋ2 = u

3
5
2 ,

u1 = τ1, u2 = τ2,
(20)

可以得知, r1 = 1, r2 =
3
5
, r3 = 1. 根据假设1可以

求出λ的范围为(
8
13

,
4
5
), 选取λ =

7
9

, 由式(2)求出

q1 = 1, q2 =
9
7
, q3 =

27
25

, q4 =
27
19

. 任意选取τ1 max =

5和τ2 max = 23,假定系统(20)的初始值为

(x0(0), x1(0), x2(0), u1(0), u2(0)) =

(−7,−2.3, 2, 3,−1).

根据假设2的两个约束条件,选取常数c=1.8, k=2,

α1 = 0.5. 根据定理1,步骤1中的有限时间饱和控制
器(7)可以设计为{

τ1 = −k sig
1
2 (u1 − 1.8),

τ2 = 0.
(21)

又假定饱和函数satε(·)中的ε = 2, 取β1 = 3,

β2 = 5, β3 = 20,则步骤2中的有限时间饱和控制器
(8)为如下形式: 




τ1 = 0,

τ2 =
u

c
5
3

,
(22)

其中u为如下形式:

u = −β3sat
19
27
ε [(c

5
3 u2)

27
25 +

β
27
25
2 satε((cx2)

9
7 + β

9
7
1 satε(x1))].

取步骤3中的饱和控制器(9)的参数为α2 =
1
3
和

α3 =
3
5

,则其形式为




τ1 = −satε{u
1
3
1 } − satε{(x0 +

3
5
u

5
3
1 )

1
5

},
τ2 = 0.

(23)

系统各状态变化曲线如图1所示,控制输入曲线τ1和

τ2分别如图2和图3所示. 从图1中可以看出系统各个
状态在有限时间内收敛到平衡位置,而图2和图3分
别显示出输入|τ1|和|τ2|在任何时间都是满足饱和约
束τ1 max = 5和τ2 max = 23的.

图 1 系统(20)的状态响应曲线

Fig. 1 The state response of system(20)
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图 2 控制器τ1的状态响应曲线

Fig. 2 The response of controller τ1

图 3 控制器τ2的状态响应曲线

Fig. 3 The response of controller τ2

5 结结结论论论(Conclusions)
本文的主要工作是针对一类非线性系统动态反

馈的全局饱和有限时间镇定问题,利用有限时间控
制理论和切换控制方法, 将一个复杂的系统分成不
同的子系统,运用不同的方法给出每步的控制器,并
且所设计的控制器是饱和的, 使得系统各状态在有
限时间内能收敛到平衡位置.最后通过仿真例子,验
证了所设计的控制器是有效的. 在未来的工作中,
将会考虑设计无扰动切换控制器和进一步放松假

设1中的条件.
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