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摘要:异步随机Gossip算法大都采用以均匀选择概率为基础的时间模型,并未充分考虑网络拓扑结构对智能体获
取信息的影响,为此本文提出了一种更为合理的基于非均匀选择概率的异步随机Gossip算法. 首先给出了非均匀选
择概率下的异步时间模型,在概率意义下分析了算法的收敛性. 算法的收敛速度取决于概率化权重矩阵的第2大特
征值,并利用投影次梯度算法给出了选择概率优化方法. 仿真分析表明,在非均匀选择概率下可通过对各智能体选
择概率的优化,改善算法的收敛速度,并且弥补了传统的通信概率矩阵优化方法受制于网络拓扑结构的不足.
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Asynchronous randomized Gossip consensus algorithm with
nonuniform-selected probability and optimizing

WANG Chang-cheng†, QI Guo-qing, LI Yin-ya, SHENG An-dong
(School of Automation, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing Jiangsu 210094, China)

Abstract: The traditional asynchronous randomized Gossip consensus algorithm is founded on the basis of the uniform-
selected probability time model which does not consider the impact of topology on local information transfer. We introduce
a more reasonable asynchronous randomized Gossip consensus algorithm with nonuniform-select probability, and analyze
the convergence of the algorithm in probability sense. The convergence rate depends on the second largest eigenvalue of the
probabilistic weighted matrix. An optimization algorithm for selecting probabilities is proposed by projection subgradient
method. The numerical example indicates that the algorithm proposed can improve the convergence rate by optimizing the
selection of probabilities for agents, and compensates for the traditional algorithm in optimizing communication matrix the
disadvantages of dependence on the network topology.
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1 引引引言言言(Introduction)
随着网络通信技术的快速发展,多智能体分布式

一致性问题受到越来越多国内外学者的关注, 成为
当前研究的热点领域之一[1–4]. 所谓分布式一致,是
指在没有协调中心的情况下, 各智能体仅通过局部
的信息交互进行状态更新, 最终达到状态一致. 多
智能体一致性在多机器人合作控制、无人机协作跟

踪、无线传感器网络分布式估计等领域有着广泛的

应用.
20世纪80年代, 为解决网络分布式计算, Borkar

等[5]、Tsitsiklis等[6]最早提出了分布式一致性问题.
在此基础上, Vicsek等[7]针对自驱动粒子群一致性问

题进行了深入的研究. 2004年, Olfati-Saber等[8]利用

图论和拉普拉斯矩阵理论证系统的研究了分布式一

致性问题,证明了通信拓扑图无向连通或平衡有向
强连通时,多智能体系统能够达到状态平均一致性.

至此, 解决分布式一致性问题的基本理论框架被建
立. 近年来,国内外学者从不同的角度对多智能体系
统分布式一致性问题进行了广泛的研究,包含了随
机分布式一致性[9]、量化分布式一致性[10]、分布式

参数优化[11]、基于一致性的分布式状态估计[12]、牵

连控制下分布式一致性问题[13]等.

在随机分布式一致性算法中,各智能体之间随机
建立通信链路. 通信拓扑被建立成随机图,可有效的
避免信道冲突,降低了对各智能体计算能力的要求,
并具有较好的扩展性和鲁棒性. Gossip算法[14–18]是

随机分布式一致性问题中的一个重要分支. 2006年,
Boyd等[18]针对异步随机Gossip(asynchronous ran-
domized Gossip, ARG)算法和同步随机Gossip算法进
行了系统的研究.在ARG算法中,等概率随机选择网
络中的一个智能体,并依概率从其邻居集中随机选
择一个智能体进行信息交互完成状态更新. ARG算
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法放松了对全局时钟的同步要求, 不要求每个智能
体同时进行信息交换,能够更好的适应分布式网络
环境. 随后Dimakis等[19]以Boyed给出的异步时间模
型为基础, 提出了一种基于地理信息的Gossip算法
(geographic Gossip). Geographic Gossip算法中随机
被选择的智能体根据随机策略在全网络中选择一

个智能体进行信息交换, 而不局限于其邻居集, 提
高了算法的收敛速度; 但同时该算法的实现以多
跳通信为基础, 易受通信延迟、数据丢包等因素影
响. 2010年, Carli等[20]研究了数据量化下的ARG算
法,通过对算法收敛性质的分析,讨论了不同量化策
略对算法的影响,并指出随机量化优于确定性量化
策略. Yuan等[21]研究了可变加权系数下的ARG算法,
并讨论了算法渐近误差的上界与量化精度、网络拓

扑结构的关系. Ustebay等[22]针对分布式变换编码和

数据压缩问题,提出了一种各智能体状态为向量信
息的异步随机选择Gossip算法, 根据阈值选择性计
算携带重要信息的向量元素.

目前针对ARG算法的研究文献, 大多以Boyd提
出的时间模型[18]为基础: 每一个智能体存在一个内
部时钟,时钟触发次数被建模为速率等于1的泊松过
程, 该过程被等价为每一时刻各智能体以相同的概
率被选择.这种以均匀概率选择各智能体的时间模
型并没有充分考虑网络的拓扑结构对节点获取信息

的影响,以图1所示的网络拓扑为例.

图 1 网络拓扑图例

Fig. 1 An example of network topology

从图中不难发现,各节点在网络拓扑中的位置决
定了其能够直接获取和分配的信息量. 如节点1拥有
最多的邻居节点, 可通过最少的信息交换次数影响
其余节点的状态更新, 直接获取和分配更多的网络
信息资源. 而节点5, 6, 7能够直接获取和分配的信息
量相对较少. 对所有智能体分配相同的选择概率,显
然对网络的拓扑结构缺少充分的考虑.另一方面,虽
然Boyed等提出通过优化通信概率矩阵来提高算法
的收敛速度,但这种方法却受制于具体的网络拓扑
结构: 例如当节点5被选择时,只能够选择与节点3进
行通信,即通信概率p53 = 1别无选择.然而,此时仍
可通过控制节点5的选择概率进一步影响局部信息
的传递.

基于以上分析, 为解决针对具体的网络拓扑结

构,如何分配各智能体的选择概率这一问题,本文提
出了一种非均匀选择概率下的异步随机Gossip(non-
uniform asynchronous randomized Gossip, NARG)算
法. 不同于传统的ARG算法,在NARG算法中可根据
智能体在网络拓扑中获取信息资源的差异而分配相

应的选择概率.首先建立了一种智能体的异步时间
模型,证明了在概率意义下的平均一致性,分析了算
法的收敛速度.进而研究了各智能体选择概率对一
致性收敛速度的影响,并利用投影次梯度凸优化算
法给出了最优选择概率的确定方法.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
2.1 网网网络络络拓拓拓扑扑扑结结结构构构(Topology of network)
记G = (V, E)为无向连通图, 其中V为节点集,

每个节点i对应一个智能体, 且相应的状态变量为
xi(k), E ∈ {(i, j) : i, j ∈ V }为边集. 节点i的邻居

集定义为Ni
∆={j∈V, aij 6= 0}, di

∆=
∑
j

aij为节点i

的度. (j, i) ∈ E表示智能体i, j之间能够建立通信链

路. 为突出重点,在本文中均假设所建立的通信链路
是理想的,暂未考虑数据丢包等因素的影响.

2.2 非非非均均均匀匀匀选选选择择择概概概率率率下下下的的的异异异步步步时时时钟钟钟模模模型型型 (Asyn-
chronous time model with nonuniform-select
probability)

Boyd等[18]以泊松过程为基础, 精确定义了均匀
选择概率下各智能体的异步时钟模型. 受文献 [18]
的启发, 引入泊松过程描述非均匀选择概率下各
智能体的时钟特性. 考虑由n个智能体组成的网络

拓扑图G, 各智能体存在一个内部时钟, 时钟触发
次数{Si(t), t > 0}为速率等于γi(γi > 0)的泊松过
程. 当其时钟触发时, 该智能体随机从其邻居集中
选择一个智能体发起信息交换,相邻两次触发时间
间隔序列是速率为γi, 且相互独立同指数分布的随
机变量. 将所有智能体的时钟合成为一个全局时

钟,其触发次数等价为一个速率为
n∑
i

γi的泊松过程.

记[Zk, Zk+1)为Gossip算法的一个更新周期,则在一

个更新周期内平均有
n∑
i

γi次信息交换.

注意到E[Zk] =
k∑
j

E[Zj − Zj−1] = k/
n∑
i

γi,为

了使智能体之间的信息交换次数k与在均匀概率选

择下具有相同的绝对时间尺度, 在这里对γi做出如

下约束:
n∑

i=1

γi = n. (1)

为便于数学分析和体现时钟异步, 异步随机Gossip
算法均假设每一时刻只允许选择一个智能体(即时
钟触发)发起信息交换[18–21], 该假设不失一般性, 实
际应用中可通过调整各智能体时间片以较高的概
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率保证每一更新时刻只存在一个信息交互事件的

发生. 记Υk ∈ {1, 2, · · · , n}表示第k次被选择的智能

体,则Υk为相互独立的随机变量,且其概率分布函数
为

P{Υk = i, i = 1, 2, · · · , n} = γ′i, (2)

其中γ′i = γi/n.

3 非非非均均均匀匀匀选选选择择择概概概率率率下下下异异异步步步随随随机机机Gossip算算算法法法
(Asynchronous randomized Gossip consen-
sus algorithm with nonuniform-select prob-
ability)
首先给出在非均匀选择概率时间模型下异步随

机Gossip算法. 在每一更新周期算法流程如图2所示,
其具体步骤如下:

Step 1 在每一更新周期中, 以概率γ′i选择智能

体i;

Step 2 若智能体i被选中, 以概率pij在其邻居

集中选择智能体j建立通信链路;

Step 3 智能体i, j通过信息交互进行各自状态

更新,其余智能体状态保持不变:

xi(k + 1) = {xi(k) + xj(k)}/2, (3)

xj(k + 1) = {xj(k) + xi(k)}/2, (4)

xl(k + 1) = xl(k), ∀l 6= i, j. (5)

记x(k) = [x1(k) x2(k) · · · xn(k)]T,算法可描
述成如下向量形式:

x(k + 1) = W (k)x(k), (6)

P(W (k) = W ij) = γ′ipij, (7)

W (k)为加权系数:

W ij = I − 1
2
(ei − ej)(ei − ej)T, (8)

其中ei = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]T ∈ Rn为第i个元素

等于1的列向量.

图 2 NARG算法流程

Fig. 2 The algorithm flow chart of NARG

不难发现,在NARG算法中任一时刻所有智能体
的状态总和保持不变,即1Tx(k) = 1Tx(0), ∀k > 1,

其中1 = [1 · · · 1]T ∈ Rn. P
∆= [pij] ∈ Rn×n定

义为通信概率矩阵: pij > 0, (i, j) ∈ E; pij =
0, (i, j) /∈ E. 在本文中假设P满足如下条件:

假假假设设设 1 P1 = 1, 记矩阵P的特征值按升序排

列为λ1, λ2, · · · , λn, λn = 1且λi < 1, i < n.

当图G无向连通, 且不是二部图, 此时总能找到
通信概率矩阵P满足上述条件.

由于随机因素的引入, 下面将在概率意义下分
析NARG算法中各智能体的状态平均一致性和收敛
速度.

引引引理理理 1(Gerschgorim[23]) 记A = (aij)n×n, Ri =
n∑

j=1,j 6=i

|aij|. 称复平面上的圆域Gi = {z : |z − aii| 6
Ri}为矩阵A的第i个Gerschgorim圆. 矩阵A的特征

值都落在它的n个Gerschgorim圆的并集中.

定定定理理理 1 记W̄ = E[W (k)], 在满足假设条件1
时,则

W̄ = I − M

2
+

ΛP + PTΛ

2
, (9)

且W̄满足下列条件:

1TW̄ = 1T, (10)

W̄1 = 1, (11)

ρ(W̄ − 11T/n) < 1, (12)

其中M =diag{M1, · · · ,Mn}为对角矩阵,对角元素

满足Mi =
n∑

j=1

(γ′ipij +γ′jpji), Λ=diag{γ′1, · · · , γ′n}.

证证证

W̄ = E[W (k)] =
n∑

i=1

γ′i
n∑

j=1

pijW
ij. (13)

由W ij = I − 1
2
(ei − ej)(ei − ej)T:

W̄ij =
γ′ipij + γ′jpji

2
,∀i 6= j, (14)

W̄ii = 1−

n∑
j=1,j 6=i

(γ′ipij + γ′jpji)

2
. (15)

由假设条件1易知, W̄ = W̄T且满足1TW̄ = 1T,
W̄1 = 1. 注意到

λi+1(W̄ − 11T/n) = λi(W̄ ), i = 1, 2, · · · , n− 1,

(16)

ρ(W̄ − 11T/n) = max{λn−1(W̄ ),−λ1(W̄ )}.
(17)

不难发现M −ΛP − PTΛ具备加权Laplacian矩阵特
性,因图G无向连通且满足假设条件1,易知0是M −
ΛP − PTΛ的单特征值, 且其余特征值均为严格大
于0的正实数. 由于
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λi(W̄ ) = 1− 1
2
λn+1−i(M − ΛP − PTΛ), (18)

故λn−1(W̄ )<1成立. 由式(18), λ1(W̄ )=1− 1
2
λn(M

− ΛP − PTΛ). 由Laplacian矩阵的性质和引理1得

0 < λn(M − ΛP − PTΛ) <

2
n∑

j=1,j 6=i

(γ′ipij + γ′jpji), ∀i. (19)

因0 < γ′i < 1,
n∑

j=1,j 6=i

(γ′ipij + γ′jpji) 6 1:

0 < λn(M − ΛP − PTΛ) < 2, (20)

即0<λ1(W̄ )<1. 综上所述,可得ρ(W̄−11T/n)<1.

证毕.

推推推论论论 1 记xave
∆=

1
n

n∑
i=1

xi(0)为所有智能体初

始状态的平均值,若满足假设条件1, x(k)在期望意
义下达到状态平均一致:

E[ lim
k→∞

x(k)] = 1xave. (21)

证证证 由Lebesgue控制收敛定理

E[ lim
k→∞

x(k)] = lim
k→∞E[x(k)], (22)

得

lim
k→∞E[x(k)] = lim

k→∞E[Θ(k)]x(0), (23)

其中Θ(k) = W (k − 1), · · · ,W (0). 由于W (k)独立
同分布E[Θ(k)] = E[W (k − 1), · · · ,W (0)] = W̄ k,
故

lim
k→∞E[x(k)]− 1xave = lim

k→∞
(W̄ k − 11T/n)x(0).

(24)

由定理1, W̄满足式(10)−(12). 依文献[24], lim
k→∞

W̄ k

= 11T/n,因此 lim
k→∞E[x(k)] = 1xave. 证毕.

定理1表明了在NARG算法中各智能体状态均值
收敛于初始状态的平均值.在随机分布式一致性问
题中, 收敛速度是衡量算法性能的一个重要指标之
一,下面将通过分析误差向量范数的收敛性质来讨
论NARG算法的收敛速度.

定定定理理理 2 定义一致性误差向量y(k) ∆= x(k) −
1xave,在假设条件1下,误差向量范数满足

lim
k→∞E[‖y(k)‖2

2] = 0, (25)

且收敛速度是W̄的第2大特征值的递减函数

E[‖y(k)‖2

2] 6 λk
n−1(W̄ )‖y(0)‖2

2. (26)

证证证 y(k+1)=W (k)x(k)−1xave. 由于W (k)1=
1,

y(k + 1) = W (k)x(k)−W (k)1xave =

W (k)(x(k)−1xave) = W (k)y(k), (27)

E[‖y(k + 1)‖2
2|y(k)] =

y(k)aveE[W (k)aveW (k)]y(k). (28)

由加权系数矩阵W (k)的定义易知

WT(k)W (k) = W (k), (29)

E[WT(k)W (k)] = E[W (k)] = W̄ . (30)

由定理1的分析, 1是矩阵W̄的最大特征值1所对应
的特征向量,因此有

yT(k)E[WT(k)W (k)]y(k) 6
λn−1(W̄ )‖y(k)‖2

2, (31)

故E[‖y(k + 1)‖2

2 |y(k)] 6 λn−1(W̄ ) ‖y(k)‖2

2,即

E[‖y(k)‖2

2] 6 λk
n−1(W̄ )‖y(0)‖2

2. (32)

因0 < λn−1(W̄ ) < 1,

lim
k→∞E[‖y(k)‖2

2] = 0. (33)

证毕.

引引引理理理 2[25] 考虑非负随机变量序列 {β(k)}
k>0

且E[β(0)]有界. 若存在c ∈ (0, 1)使

E[β(k + 1)|β(k), · · · , β(1), β(0)] 6 cβ(k) (34)

成立,则β(k)以概率1收敛到0,

P{ lim
k→∞

β(k) = 0} = 1. (35)

推推推论论论 2 在满足假设条件1时, x(k)以概率1达
到平均一致,即

P{ lim
k→∞

x(k) = 1xave} = 1. (36)

证证证 由定理2,

E[‖y(k + 1)‖2
2|y(k), · · · , y(1), y(0)] =

E[‖y(k+1)‖2
2|y(k)]6λn−1(W̄ )‖y(k)‖2

2. (37)

由于0 < λn−1(W̄ ) < 1,满足引理2中的条件,故

P{ lim
k→∞

‖y(k)‖2

2 = 0} = 1 ⇔
P{ lim

k→∞
x(k) = 1xave} = 1. (38)

证毕.

经上述分析可以发现, 多智能体系统的一致性
误差向量范数趋于0的速度决定于λn−1(W̄ )的取值.
由定理1, λn−1(W̄ )的取值决定于通信概率矩阵P和

各智能体的选择概率γ′i. 通过对图1的讨论,基于均
匀选择概率的ARG算法并未充分考虑到网络拓扑结
构对各智能体局部信息传递的影响,且通信概率优
化方法也在一定程度上受到具体网络拓扑结构的

限制. 然而在非均匀选择概率下, 可进一步通过调
整γ′i控制λn−1(W̄ )的取值, 从而改变算法的收敛速
度. 下面将讨论优化概率参数γ′i以改善算法收敛速

度的方法.
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4 最最最优优优化化化选选选择择择概概概率率率(The optimal select proba-
bility)
在NARG算法中,误差向量范数收敛速度是概率

化权重矩阵W̄第2大特征值的递减函数, 可通过减
小λn−1(W̄ )的取值改善其收敛速度. 考虑如下优化
问题:

min λn−1(W̄ ),

s.t.





W̄ =
n∑

i=1

γ′iΩi,

n∑
i=1

γ′i = 1,

0 < γ′i < 1,

(39)

其中Ωi =
n∑

j=1

pijW
ij .

上述优化问题中的约束条件是γ′i的线性函数.
由于1是矩阵W̄的最大特征值1所对应的特征向量,
λn−1(W̄ )可表示为

λn−1(W̄ ) = sup{uTW̄u|‖u‖2 6 1,1Tu = 0} =

sup{uT(
n∑

i=1

γ′iΩi)u|‖u‖2 6 1, 1Tu = 0}. (40)

λn−1(W̄ )是一簇关于γ′i的线性函数的上确界, 因
此λn−1(W̄ )是关于γ′i的凸函数. 注意到

λn−1(W̄ ) 6 α ⇔ λn(W̄ − 11T/n) 6 α. (41)

上述凸优化问题可以转换成一个半正定规划问题:

min α,

s.t.





W̄ − 11T/n 6 αI,

W̄ =
n∑

i=1

γ′iΩi,

n∑
i=1

γ′i = 1,

0 < γ′i < 1.

(42)

下面利用次梯度投影算法给出上面优化问题的

求解方法. 记v是λn−1(W̄ )所对应的特征向量, 根据
文献[26],可知vTv为λn−1(W̄ )的一个次梯度,且

λn−1(W̄
′
) > λn−1(W̄ ) + vT(W̄

′ − W̄ )v, (43)

其中W̄ ′ =
n∑

i=1

γ′′i Ωi. 记ϑ = [γ′1 γ′2 · · · γ′n]T, ϑ′ =

[γ′′1 γ′′2 · · · γ′′n]T,则

λn−1(W̄ ′(ϑ′)) >
λn−1(W̄ (ϑ)) + vT(W̄ ′(ϑ′)− W̄ (ϑ))v =

λn−1(W̄ (ϑ)) +
n∑

i=1

((vTΩiv)(γ′′i − γ′i)) =

λn−1(W̄ (ϑ)) + ~(ϑ′ − ϑ), (44)

其中~ = (vTΩ1v, vTΩ2v, · · · , vTΩnv). 选择概率优
化算法流程如图3所示,其具体步骤如下:

Step 1 在可行域内初始化选择概率ϑ, 令迭代
次数m = 1. 并预置最大迭代次数mmax与判断阈

值δ.

Step 2 计算~并对选择概率进行更新,

ϑ = ϑ− αm~T. (45)

其中αm为更新步长,且满足如下约束条件: αm > 0,

lim
m→∞

αm = 0,
∞∑

m=1

αm →∞.

Step 3 计算ϑ到可行域{ϑ ∈ Γ |ϑi > 0, 1Tϑ =
1}的投影ϑΓ :

PΓ [ϑ] = arg min
ϑΓ∈Γ

∥∥ϑΓ − ϑ
∥∥ . (46)

m = m + 1.

IF m > mmax OR ∆(λn−1(W̄ )) 6 δ, EXIT;

ELSE, GOTO Step 2.

图 3 选择概率优化算法流程
Fig. 3 The algorithm flow chart of select probability

optimizing

以上给出了各智能体选择概率的优化方法, 在
算法初始化阶段可以将初值设置为ϑi = 1/n,保证
其属于可行域集合.在Step 2中,更新步长αm以不可

加但递减为选择原则, 保证其收敛性. 由于可行域
是一个充分简单的集合, Step3中的投影计算可通过
约束条件下线性最小二乘方法求解. 从算法中可以
看出,各智能体选择概率优化需要集中式计算.但这
一优化过程可以在网络初始化阶段进行,并不需要
在Gossip算法执行中实时计算, 因此并不影响其应
用.

5 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析(Simulation and analysis)
本节给出仿真结果以说明本文算法的正确性和
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有效性:

场场场景景景 1 首先考虑图1中的网络拓扑图. 不失一
般性,给出如下通信概率矩阵:

pij =





1
di

, (i, j) ∈ E,

0, (i, j) /∈ E.
(47)

各智能体初始状态为xi(0) ∼ U(−10, 10), 初始选
择概率为ϑi = 1/7, λn−1(W̄ )初始值为0.97430. 选
择更新步长αm = 1/

√
m. 利用优化算法对选择概

率进行优化, 经计算可得到最优选择概率ϑopt取值

如表1所示. 此时, λn−1(W̄ )opt = 0.96668. 第2大特
征值λn−1(W̄ )随优化算法迭代次数m的变化曲线如

图4所示.

表 1 各智能体的最优选择概率
Table 1 The optimal selection probabilities of agents

ϑopt
1 ϑopt

2 ϑopt
3 ϑopt

4 ϑopt
5 ϑopt

6 ϑopt
7

0.3249 0.1834 0.1834 0.1832 0.0416 0.0418 0.0417

图 4 λn−1(W̄ )变化曲线

Fig. 4 The curve of λn−1(W̄ )

定义平均一致误差

χ(k) =
1
n
‖x(k)− 1xave‖2

2. (48)

利用蒙特卡洛仿真实验, 对均匀选择概率和最优选
择概率下的平均一致误差进行比较,如图5所示.

图 5 平均一致性误差比较

Fig. 5 Comparison of the average consensus errors

场场场景景景 2 考察在30×30的矩形区域内随机散布
的15个节点, 以15为节点的最大通讯半径构造无向
连通网络, 如图6所示. 给定通信概率矩阵如式(47),
xi(0) ∼ U(−10, 10), 初始化选择概率ϑi = 1/15.
λn−1(W̄ )随迭代次数m变化曲线如图7所示, 图8给
出了平均一致性误差比较.

图 6 随机生成的网络拓扑图

Fig. 6 The network topology generated randomly

图 7 λn−1(W̄ )变化曲线

Fig. 7 The curve of λn−1(W̄ )

图 8 平均一致性误差比较

Fig. 8 Comparison of the average consensus errors

场场场景景景 3 最优通信概率矩阵下的选择概率:考虑
图1中的网络拓扑图,根据文献 [18]计算均匀选择概
率下的最优化通信概率矩阵P opt如下:
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P opt =




0 1/3 1/3 1/3 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0




. (49)

此时λn−1(W̄ )opt(P ) = 0.96680. 令P = P opt,并对选
择概率ϑ进行优化,经计算可得到最优选择概率ϑopt

取值如表2所示. 此时λn−1(W̄ )opt(ϑ) =0.96667.

表 2 各智能体的最优选择概率
Table 2 The optimal selection probabilities of agents

ϑopt
1 ϑopt

2 ϑopt
3 ϑopt

4 ϑopt
5 ϑopt

6 ϑopt
7

0.1500 0.1500 0.1500 0.1500 0.1333 0.1333 0.1334

结果分析:

a) 首先从表1、表2中可以看出, 优化算法根据
节点在网络拓扑结构中所能直接获取信息资源的

差异, 对各智能体分配了相应的选择概率, 相比与
其他节点, 节点5, 6, 7所分配的选择概率相对较小.
其次由图4、图7, 发现通过优化选择概率, 可减小
λn−1(W̄ )的取值. 根据定理2易知, 多智能体系统一
致性误差收敛速度是λn−1(W̄ )的递减函数, 图5、
图8则从直观上表明了基于非均匀选择概率的算法
可通过优化选择概率提高收敛速度.

b) 从场景3中不难发现,即使通信概率矩阵P取

最优值P opt时, 仍可通过优化选择概率, 进一步影
响局部信息的传递, 从而提高算法的收敛速度. 从
式(49)最优通信概率矩阵P opt和λn−1(W̄ )opt(P )的取

值来看,单一的通信概率矩阵优化对算法收敛速度
的改善在一定程度受具体网络的拓扑结构的限制.

需要注意的是,对于某些具有特殊拓扑结构的网
络,在通信概率矩阵取最优值时,均匀选择概率即最
优选择概率,无法进一步优化选择概率提高收敛速
度.如图9所示的环形结构网络.

图 9 6节点环状网络

Fig. 9 The ring network with 6 nodes

经计算,在均匀选择概率下,最优通信概率矩阵
取值为

pij =





1
2
, (i, j) ∈ E,

0, (i, j) /∈ E,
(50)

且此时所对应的最优选择概率为ϑopt
i = 1/6.

表3给出了不同硬件环境PC机上选择概率优化
算法的平均计算时间. 经比较,不难发现其计算所需
时间取决于节点个数,当节点越多,优化算法耗时越
长.

表 3 优化算法计算时间
Table 3 The computational time of the optimization

algorithm

CPU主频/GHz 内存/GB 场景1/s 场景2/s 场景3/s

1.8 1 1.58 21.09 1.55
2.0 2 1.28 19.16 1.39
2.6 4 0.97 16.81 1.03

6 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种基于非均匀选择概率的异步随

机Gossip算法, 在概率意义下分析了算法的收敛性
和收敛速度, 给出了选择概率的优化算法. 结果表
明, 在不额外增加计算复杂度和节点之间数据通信
量的前提下, 基于非均匀选择概率的算法可根据网
络拓扑对节点信息获取的影响,通过优化选择概率
提高算法的收敛速度.并且在通信概率矩阵取最优
值时, 仍可通过优化选择概率进一步提高算法的收
敛速度,弥补了传统的通信概率矩阵优化方法受制
于网络拓扑结构的不足. 同时, 本文中均假设节点
之间的通信链路是理想的, 在节点之间存在数据丢
包、通信时延等情况下如何优化选择概率将是作者

下一阶段研究的重点;此外,本文所给出的选择概率
优化过程需要集中式计算,虽不影响其具体应用,但
如何以分布式途径解决选择概率的优化问题仍是值

得进一步研究的问题.
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