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摘要:针对确定的分数阶系统,通过发掘其稳定区域与线性矩阵不等式(LMI)之间的联系,提出改进的LMI稳定
判据. 与已有结果相比,该判据形式简洁,求解变量少,且不含复矩阵变量,能够直接应用于控制器设计而不带来任
何保守性,克服了原判据存在的主要缺点. 然后基于该判据,进一步研究了当分数阶系统具有多胞型不确定时的鲁
棒镇定控制器的设计方法. 最后,仿真结果表明该方法的有效性.
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Improved linear matrix inequalities stability criteria for fractional
order systems and robust stabilization synthesis: The 0 < α < 1 case
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Abstract: For deterministic fractional order systems, an improved linear matrix inequality (LMI) stability criterion is
derived by exploring the relation between the stability region and the LMI. It has more concise formulation and fewer vari-
ables than the existing results. Besides, the LMI criterion contains no complex matrix variable and is directly applicable to
synthesis problems, without bringing forth any conservatism; thus this criterion overcomes the major drawback of the orig-
inal criterion. Furthermore, for fractional order systems with polytopic-type uncertainties, a synthesis method is proposed
to obtain the robust stabilization controller. Finally, numerical examples illustrate the validity of the approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
分数阶微积分是传统整数阶微积分的推广[1],近

年来,分数阶微积分已经作为一种数学工具,受到控
制领域众多学者的关注[2–3]. 这主要因为:一方面,研
究表明许多实际的物理对象更适合于分数阶描述,
如文献 [4–5]; 另一方面, 在控制系统中引入分数阶
控制器可以取得更好的控制效果,其中典型的代表
有Podlubny提出的PIλDµ控制器[6], Oustaloup等人
提出的CREONE控制器[7–9],等等.
稳定性是控制系统最基本且最重要的性能要求.

关于分数阶系统的稳定性分析,以及当系统存在不
确定时的鲁棒稳定性与鲁棒镇定, 目前已有许多研
究成果.文献 [10–11]针对分数阶区间不确定系统给
出了类Kharitonov边界定理的鲁棒稳定判定方法;文
献 [12–13]给出了基于作图的分析方法. 这些方法能
够对系统的鲁棒稳定性进行分析,但在指导控制器
设计上还存在许多困难之处[14]. 而近年来发展起来

的基于线性矩阵不等式(LMI)的分析与综合方法,能
够有效地克服上述缺点, 并且控制系统的性能以及
设计控制器的计算过程均有所保证, 该方法已成为
分数阶系统控制的主流方法之一.关于这方面的研
究绝大多数借鉴于文献[15–17]中的奠基性成果.

尽管分数阶系统的鲁棒控制已经取得了许多进

展,然而还有不完善之处. 一方面,目前关于分数阶
不确定系统的研究大多只考虑区间不确定, 而这仅
仅是参数不确定中的一种,其他常见的类型,如多胞
型, 还未见相关的研究成果.事实上, 从传统整数阶
多胞型不确定系统的研究成果来看, 这类不确定问
题要更复杂更困难[18]. 另一方面, 在已有的奠基性
的LMI结果中, 为了处理系统稳定区域为非凸区域
的情形,直接在LMI中引入了复矩阵变量[16]. 复矩阵
变量不但使求解带来不便,而且在控制器的设计中
需要强制复矩阵退化为实矩阵, 因而带来较大程度
的保守性,甚至可能得不到可行解.
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鉴于上述情况,本文主要研究多胞型不确定分数
阶系统的鲁棒镇定问题.为此,首先对原始的LMI稳
定判据进行了改进. 针对系统稳定区域为非凸区域
的情形,本文找出该区域与特定矩阵之间的联系,再
通过细致的分析与推导, 给出简洁的LMI判定条件,
避免了复矩阵变量, 克服了求解不便及保守性大的
缺点. 然后,借助于该条件,进一步给出针对多胞型
不确定分数阶系统鲁棒镇定的LMI方法. 最后,仿真
实例证实了该方法的优势和有效性.

符号说明: 对于矩阵X ,其转置与共轭转置分别
为XT和X∗; X > 0(X < 0)表示X正定(负定). 符号
Sym{X}代表X + X∗. Rm×n代表m× n维实矩阵集

合. j代表虚数单位.

2 问问问题题题描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)

2.1 多多多胞胞胞型型型不不不确确确定定定分分分数数数阶阶阶系系系统统统(Fractional order
system with polytopic-type uncertainties)
考虑如下状态空间描述的不确定分数阶系统:

Dαx = Ãx + B̃u, (1)

其中分数阶微分Dα采用Caputo微分算子[1], 因为其
拉氏变换的初值条件具有明确的物理意义,它的定
义为

Dαf(t) , 1
Γ (α−m)

w t

0

f (m)(τ)
(t− τ)α+1−m

dτ,

其中: 整数m满足m− 1 6 α < m,系统矩阵对Ã|B̃
具有多胞型不确定, 即Ã|B̃ ∈ Ω. 其中Ω是由r个矩

阵对A1|B1, A2|B2, · · · , Ar|Br张成的多胞不确定集

合,定义为
Ω , {Ã|B̃ : ∃βi > 0,

r∑
i=1

βi = 1,

Ã =
r∑

i=1

βiAi, B̃ =
r∑

i=1

βiBi},

Ai|Bi称为Ω的顶点. 当Ω仅含1个顶点A|B时, 系统
(1)退化为确定的分数阶系统Dαx = Ax + Bu.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
引引引理理理 1 设k > 0, x, y为实数, 则“kx + y < 0

或kx−y < 0”⇔“存在−1 < γ < 1使得kx+γy <

0”(注:当k = +∞时,“kx+y < 0或kx−y < 0”退
化为“x < 0”).

证证证 “⇒”若kx+ y < 0,则 lim
γ→1−

kx+ γy = kx

+ y < 0. 若kx− y < 0,则 lim
γ→−1+

kx + γy = kx− y

< 0, 从而总存在−1 < γ < 1使得kx + γy < 0.
“⇐”设存在−1 < γ < 1使得kx + γy < 0. 则若y

< 0,有kx+ y < kx+ γy < 0;若y > 0,有kx− y <

kx + γy < 0. 从而一定有kx + y < 0或kx− y < 0.

证毕.

引引引理理理 2 设X ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×n,

[
X Y

−Y X

]

> 0,则X > 0,且对任意非零行向量v ∈ Cn,有−1
< v(jY )v∗/vXv∗ < 1.

证证证 因为正定矩阵的顺序主子式均大于零,从而

X > 0. 又

[
X Y

−Y X

]
> 0等价于复矩阵X + jY > 0,

对于任意非零行向量 v ∈ Cn, v(X + jY )v∗ =
vXv∗ + v(jY )v∗ > 0, 且vXv∗ > 0, v(jY )v∗ =
(v(jY )v∗)∗ ∈ R,故1+v(jY )v∗/(vXv∗)>0.又注意
到X− jY = (X + jY )T > 0,同理有1+v(−jY )v∗/
(vXv∗) > 0. 本文综合两个方面,有−1 < v(jY )v∗/
(vXv∗) < 1. 证毕.

引引引理理理 3 [19] 分数阶系统Dαx = Ax稳定的充分

必要条件是|arg(spec(A))| > απ/2. 其中spec(A)
是矩阵A的谱集.

注注注1 引理 3刻划了分数阶系统关于系统矩阵谱分布

的稳定区域. 令D ∆
= {s ∈ C : |arg(s)| > απ/2}, 再令k =

tan(απ/2). 当1 6 α < 2时,稳定区域D退化为一个凸区域:

D = {s = x + jy : kx + y > 0且kx − y > 0}. 它是常见的

LMI区域,因此该情形下的稳定,鲁棒稳定与鲁棒镇定问题

是相对容易的.而当0 < α < 1时,其稳定区域D为复平面上
的非凸区域:D = {s = x+jy : kx+y < 0或kx−y < 0},相

应的问题也更具挑战性. 本文致力于研究解决0 < α < 1情

形下的相应问题.后文中的分数阶系统及其稳定区域D均
为0 < α < 1的情形.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
首先,针对确定的分数阶系统,本文给出简洁的

LMI稳定判据.

定定定理理理 1 对于分数阶系统Dαx = Ax, 0 < α <

1, A为n维方阵. 令k = tan(απ/2),则分数阶系统稳
定的充分必要条件是: 存在

P ∈{kX+Y : X∈Rn×n, Y ∈Rn×n,

[
X Y

−Y X

]
>0},

使得Sym{AP} < 0.

证证证 充分性. 设λ为A的特征值, v为相应的左特

征向量,且‖v‖2 = 1,即vA = λv. 则

vAv∗=λ , xλ +jyλ, vATv∗=(v∗Av)∗ = xλ− jyλ.

又因为Sym{AP} < 0, 有0 > vSym{AP}v∗ =
Sym{vPv∗λ} = Sym{vXv∗kλ}+Sym{vY v∗λ} =
2vXv∗kxλ+2v(jY )v∗yλ = 2vXv∗(kxλ+(v(jY )v∗/
(vXv∗))yλ). 于是kxλ + γyλ < 0, γ = v(jY )v∗/
(vXv∗). 根据引理2, −1 < γ < 1. 再根据引理1,有
kxλ + yλ < 0或kxλ − yλ < 0. 于是, A的特征值均

在D中,即系统稳定.
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必要性. 设系统稳定. 首先,如果A为实对角阵块

阵, 即A = Λ = diag{W1,W2, · · ·Wh0 ,Wh0+1, · · ·,

Wh},其中: Wl, 1 6 l 6 h0是形式为

[
xl yl

−yl xl

]
的二

维阵,而Wl, h0 + 1 6 l 6 h为标量xl. 则A的全部特

征值为相应的xl± jyl, 1 6 l 6 h0和xl, h0 + 1 6 l 6
h.由于A是D稳定的,故对A的任意特征值xl+jyl(实
特征值相当于xl +j0),有kxl +yl < 0或kxl−yl < 0.
从而根据引理1,存在−1 < γl < 1,使得kxl +γlyl <

0, l = 1, 2, · · · , h. 令

Vl =





[
0 −γl

γl 0

]
, 1 6 l 6 h0,

0, h0 + 1 6 l 6 h.

易验证I2 + jVl > 0, 1 6 l 6 h0. 则取X0 = I ,
Y0 = diag{V1, V2, · · · , Vh},可以验证X0 + jY0 > 0.
取P0 = kX0 + Y0,则

Sym{AP0} = Sym{ΛP0} =

Sym{diag{W1(kI2 + V1), · · · ,

Wh0(kI2 + Vh0), kWh0+1, · · · , kWh}} =

diag{
[

kx1 + γ1y1

kx1 + γ1y1

]
, · · · ,

[
kxh0 + γh0yh0

kxh0 + γh0yh0

]
,

kxh0+1, · · · , kxh} < 0.

而对于一般的实方阵A,设其全部特征值为xl ± jyl,

1 6 l 6 h0和xl, h0 + 1 6 l 6 h. 则存在非奇异的
实矩阵序列 {Ti}i=1,2···使得 lim

i→+∞
T−1

i ATi = Λ. 又

由Sym{AP0}关于A连续,有 lim
i→+∞

Sym{T−1
i ATiP0}

= Sym{ΛP0} < 0. 从而存在充分大的 ĩ, 并且使得
Sym{T−1

ĩ
ATĩP0}< 0. 本文取X = TĩX0T

T
ĩ

, Y =
TĩY0T

T
ĩ

,则X+jY = Tĩ(X0+jY0)TT
ĩ

> 0,或等价地[
X Y

−Y X

]
> 0. 令P = kX + Y , 则Sym{AP} =

TĩSym{T−1

ĩ
ATĩP0}TT

ĩ
< 0. 必要性得证. 证毕.

直接运用定理1的结果,本文有下面关于控制器
设计的LMI方法:

推推推论论论 1 分数阶系统Dαx = Ax + Bu, 0 <

α < 1, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m能镇定的充分必要条

件是: 存在P ∈ {kX + Y : X ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×n,[
X Y

−Y X

]
> 0}和Q ∈ Rm×n,使得Sym{AP +BQ}

< 0, 其中k = tan(απ/2). 且可以进一步取反馈控
制u = Kx,其中K = QP−1.

证证证 只需结合定理1并注意到P可逆即可. P可

逆是因为: ∀x ∈ Rn, x 6= 0, 有xTPx = xT(kX +
Y )x = kxTXx > 0,故P没有零特征值. 证毕.

注注注 2 相比于文献[16]中的LMI,虽然二者都是判定分

数阶系统稳定性的充要条件, 当系统矩阵A的维数为n时,

文献 [16]需要2n2个决策变量, 而定理1给出的LMI只需

要n2个决策变量,因此降低了计算复杂度.

注注注 3 从推论1可以看出, 针对确定的分数阶系统,

该方法不会带来控制器设计的保守性. 而文献 [16]给出

的LMI条件在指导控制器设计时,需要额外的强制条件,使

得设计方法具有保守性. 因此, 基于定理1给出的LMI条件

来研究不确定分数阶系统,可以使控制器设计的保守性在

一定程度上有所改善.

下面, 本文进一步研究多胞型不确定分数阶系
统(1)的鲁棒镇定问题.

定定定理理理 2 对于分数阶多胞不确定系统Dαx =
Ãx + B̃u如式(1)所述,则系统可以鲁棒镇定的充分
条件是存在P ∈ {kX + Y : X ∈ Rn×n, Y ∈ Rn×n,
[

X Y

−Y X

]
> 0}和Q ∈ Rm×n,使Sym{AiP + BiQ}

< 0, i = 1, 2, · · · , r. 其中Ai|Bi是Ã|B̃所属的多胞
型不确定集合Ω的顶点. 进一步,鲁棒反馈镇定控制
律可取u(t) = Kx(t),其中增益矩阵为K = QP−1.

证证证 对任意A|B ∈ Ω,存在βi > 0, i = 1, 2, · · · ,

r,
r∑

i=1

βi = 1,使得

A =
r∑

i=1

βiAi, B =
r∑

i=1

βiBi.

由已知条件,存在P > 0, Q ∈ Rm×n使得

Sym{(A + BK)P} =
r∑

i=1

βiSym{AiP + BiQ} < 0,

则根据定理1,闭环系统是稳定的. 从而该不确定系
统在给出的控制律下能够鲁棒镇定. 证毕.

定理 2针对多胞型不确定分数阶系统, 给出了
鲁棒镇定控制律设计的LMI方法. 通过求出相应
LMI条件的可行解,即可得到鲁棒性较好的控制律.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Numerical example)
例例例 1 本例针对一个确定的分数阶系统设计

反馈镇定控制律, 分别采用文献 [16]给出的方和法
本文给出的方法, 比较设计结果. 考虑分数阶系统
Dαx = Ax + Bu, α = 0.3,系统矩阵为

A =

[
6 1
−1 6

]
, B =

[
1
1

]
.

该开环系统的特征值为λ1,2 = 6± j,由于|arg(λ1,2)|
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< απ/2,故该系统不稳定.采用文献[16]的方法求解
得到的反馈镇定增益矩阵为K = [−1525.5 1284.7],
此时闭环系统矩阵为

Ac =

[
−1519.5 1285.7
−1526.5 1290.7

]
,

其特征值为λc1 = −222.4, λc2 = −6.3. 采用本文
的方法求解得到的反馈镇定增益矩阵为K̂ = [−9.5
7],此时闭环系统矩阵为

Âc =

[
−3.5 8
−10.5 13

]
,

其特征值为λ̂c1,2 = 4.7± 4j. 容易验证|arg(λ1,2)| >
απ/2且|arg(λ̂1,2)| > απ/2,这说明两种方法设计出
来的控制器都能镇定原系统.但前者将系统极点配
置得过远,而后者的极点仍在可接受的范围内,因此
本文的方法很好地改善了原有结果的保守性. 另外,
比较增益矩阵可以看出,后者的控制代价小,控制器
更易于工程实现.

例例例 2 本例针对一个不稳定的多胞型不确定分

数阶系统,采用定理2给出的方法, 设计控制器使闭
环系统鲁棒稳定. 考虑多胞不确定分数阶系统Dαx

= Ãx + B̃u, α = 0.5,系统矩阵对Ã|B̃所属的不确
定集合Ω由下面3个矩阵对张成:

A1|B1 =

[
−0.8 0.9
−4.5 2.8

]
|
[

1
0

]
,

A2|B2 =

[
−2.5 7.5
−3 6.5

]
|
[

1.5
0

]
,

A3|B3 =

[
−0.5 0
−0.1 −0.1

]
|
[

1.2
0

]
.

随机选取不确定集合中的10个矩阵对, 并给定初始
状态x(0) = [1 1]T,输入u(t) = 0,则各系统状态响
应如图1–2所示.

图 1 开环系统状态x1的变化曲线

Fig. 1 State x1 curve of the open loop system

图 2 开环系统状态x2的变化曲线

Fig. 2 State x2 curve of the open loop system

由图 1–2可知, 该多胞不确定分数阶系统是不
稳定的. 根据定理 2, 求得状态反馈增益矩阵K =
[−2.4066 7.6256]. 令初始状态x(0) = [1 1]T, 输
入u(t) = Kx(t),再随机选取10个矩阵对,各系统状
态的变化曲线如图3–4所示.

图 3 闭环系统状态x1的变化曲线

Fig. 3 State x1 curve of the closed loop system

图 4 闭环系统状态x2的变化曲线

Fig. 4 State x2 curve of the closed loop system

可见,本文采用的状态反馈控制律可以镇定该多
胞型不确定不稳定分数阶系统.另一方面,注意到加
入反馈后闭环系统矩阵为Ãc = Ã + B̃K,画出开环
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系统和闭环系统矩阵的特征值分布图及稳定区域边

界,如图5所示.

图 5 开环系统和闭环系统矩阵特征值分布
Fig. 5 Eigenvalues areas of the open and the closed loop

system matrices

图5中,边界左边的开区域为分数阶系统的稳定
区域,右边则为不稳定区域.灰点为开环系统矩阵的
特征值分布,而黑点为闭环系统矩阵的特征值分布.
从图5中可以清楚地看出,反馈前分数阶系统是不稳
定的, 而反馈后闭环分数阶系统矩阵特征值分布在
稳定区域内,它是鲁棒稳定的.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对分数阶系统提出了简洁的LMI稳定判

据, 改善了已有结果保守性大的缺点. 基于该判据,
进一步研究了多胞型分数阶不确定系统的鲁棒镇定

问题.仿真结果表明用该方法设计出的控制器不仅
能够有效地镇定不确定分数阶系统,而且保守性小,
控制代价小,更适合于工程实现.
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