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摘要:本文基于白噪声和编码影响研究多通道网络化系统跟踪性能极限.网络化系统的跟踪性能指标是通过跟
踪误差的能量来定义的,采用谱分解技术和范数矩阵理论得到多通道网络化系统跟踪性能极限的下界表达式. 研
究结果显示了对象的固有特性(非最小相位零点、零点方向、不稳定极点和极点方向)和多通道的编码器及白噪声决
定网络化系统跟踪性能极限;同时也说明了多通道网络是如何影响系统跟踪性能极限.仿真结果验证了该结论的正
确性.
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Tracking performance limitation of multi-channel networked systems
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Abstract: The performance limitation for multi-channel networked system with white noise and coding constraints is
studied. The tracking performance is measured by the energy of the tracking error. The tracking performance limitation
of multi-channel networked system is obtained by applying spectral factorization technique and norm matrix theory. It is
shown that the performance limitation for a multi-channel networked system is depending on the intrinsic properties of a
given plant such as nonminimum phase zeros, zero direction, unstable poles, pole direction, code and white noise. The
result also shows how the multi-channel network may fundamentally constrain the tracking capability of a control system.
A typical example is given to illustrate the theoretical results.
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1 引引引言言言(Introduction)
性能极限是控制理论中一个非常重要的研究领

域,特别是在控制系统的设计方面尤为突出.目前国
内外很多学者从事这方面的研究[1–2]. 文献 [1]研究
了不确定系统跟踪性能极限问题,结果表明跟踪性
能极限由给定对象的非最小相位零点、时延和不确

定性决定;文献 [2]研究多输入多输出线性时不变系
统跟踪阶跃信号性能极限问题,研究结果表明给定
对象的不稳定极点、非最小相位零点、极点方向、零

点方向和参考输入信号方向决定控制系统的性能极

限,同时也指出二自由度控制器结构能够提高跟踪
性能.
近几年来, 对性能极限的研究已经由经典控制

理论发展到网络化系统.网络化系统是在经典控制
系统中引入网络环节, 而信息在网络中传输就不可
避免受到噪声和网络的带宽影响,这给控制系统分

析和设计带来许多新的挑战;而且许多经典控制理
论的分析方法在网络化系统中已经不在适用, 网络
带宽的限制使得网络化系统的性能下降, 甚至不稳
定. 因此基于噪声和网络参数影响研究网络化系统
的性能极限具有十分重要意义.目前国内外关于网
络化系统研究已经取得一些成果[3–9]. 文献 [3]基于
量化影响研究线性时不变控制系统最优跟踪性能;
研究表明量化会降低控制系统的最优跟踪性能;文
献 [4]基于反馈通道高斯白噪声影响研究线性时不
变控制系统最优跟踪性能,研究表明高斯白噪声会
降低控制系统的跟踪性能;文献 [5]提出使不稳定的
系统达到稳定所需的网络数据传输速率下确界; 文
献 [6]基于网络时延影响研究网络控制系统最优跟
踪性能;文献 [7]基于网络丢包的影响研究线性时不
变系统的最优跟踪性能问题;文献 [8]基于网络带宽
影响研究网络控制系统最优跟踪性能,研究结果表
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明带宽影响控制系统的跟踪性能;但是目前仅仅研
究网络在反馈通道中, 而且也没有涉及到网络通道
编码问题.

本文主要基于多通道编码和白噪声的影响研究

多变量网络化系统的跟踪性能极限问题.这里主要
考虑编码和白噪声同时存在前向通道和反馈通道

中. 跟踪性能指标以对象的输出和给定输入之间的
误差信号的能量来度量. 研究结果表明跟踪性能极
限下界由两部分组成, 其中一部分取决于给定对象
的非最小相位的零点和零点方向以及参考输入的

方向,另一部分取决于给定对象的非最小相位的零
点、不稳定的极点、极点方向、多通道编码和白噪

声. 前部分是不考虑网络的影响线性时不变系统跟
踪性能极限,后部分是网络因素破坏了网络化系统
的跟踪性能极限.研究结果揭示了多通道网络化系
统的跟踪性能极限与控制系统的固有特征和网络通

道的编码器以及白噪声的关系,这为网络化系统的
设计包括通信网络的设计提供了理论指导.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulations)
本文所涉及到的符号都是标准符号. x(t)定义连

续时间信号,其拉氏变换为x̃(s). 对于任意的向量u,
用uH表示其复共轭转置. 对于任意随机变量N , 用
E{N}表示其期望. AH定义矩阵A的复共轭转置.
∠(u, v) = |uHv|定义任意两个单位向量u和 v的夹

角. C+ :={s : Re(s) > 0}和C− :={s : Re(s) < 0}
分别表示左半平面和右半平面. H2和H⊥

2是在C+

和C−解析的函数的子空间. ‖ · ‖表示欧几里得向
量范数和L2空间中的‖ · ‖2范数, ‖ · ‖F表示Frobe-
nius范数, ‖F‖F = tr(FHF ). L2空间是有内积的希

尔伯特空间,

〈f, g〉 :=
1
2π

w ∞
−∞

tr[(fH(jw)g(jw))]dw.

如果〈f, g〉 = 0,那么对于任意的f, g ∈ L2,它们
都是正交的. 根据文献[10],可以将L2分成两个正交

的子空间H2和H⊥
2 . RH∞定义所有稳定的、正则的

传递函数矩阵的集合.

基于多通道编码和白噪声影响研究网络化系统

的性能极限问题.为了分析问题的简单,多通道网络
化系统的模型如图1所示.

图 1 网络化系统结构图

Fig. 1 The physical architecture of networked system

在图1中: G表示被控对象, [K1 K2 ]表示双自由
度控制器, G(s)和[K1(s) K2(s)]分别表示它们的
传递函数矩阵, A和A−1分别表示多通道编码和解

码, d和w分别表示前向多通道和反馈多通道白噪

声. 信号r, y, u和e分别表示参考输入、系统输出、前

向通道输入信号和网络化系统的跟踪误差信号,信
号r̃, ỹ, ũ, w̃,d̃和ẽ分别表示信号r, y, u, w, d和e的拉

氏变换.对于任意给定参考输入信号r, 多通道网络
化系统的跟踪误差定义为e = r − y. 很容易可以看
出

ũ = K1r̃ +K2(ỹ +A−1w̃), ỹ = Gũ+GA−1d̃. (1)

根据式(1),可以得到

ỹ = (I −GK2)−1(GK1r̃ + GK2A
−1w̃ + GA−1d̃).

(2)

根据式(2),可以得到

ẽ = r̃ − ỹ = T1r̃ + T2d̃ + T3w̃, (3)

其中:

T1 = I − (I −GK2)−1GK1,

T2 = (I −GK2)−1GA−1, (4)

T3 = (I −GK2)−1GK2A
−1.

多通道网络化系统的跟踪性能指标定义

J := E‖ẽ‖2
2 = E‖r̃ − ỹ‖2

2. (5)

定义多通道网络化系统性能极限J∗, 即从所有
可能的稳定线性控制器集合中选择一个控制器使多

通道网络化系统跟踪性能达到极限.

J∗ = inf
K∈K

J. (6)

考虑的参考输入信号是单位阶跃信号[3]:

r(t) =

{
r0ν, t > 0,

0, t < 0.
(7)

参考输入信号r(t)的幅值r0是一个均值为0且方
差为1的随机变量, v是参考输入信号的方向.

假设这里考虑的多通道白噪声d和w都是均值为

零,方差为γ2
i和σ2

i的随机变量,并且各个通道中噪声
是相互独立.

对于任意左可逆和右可逆有理传递函数矩阵G,
考虑G互质分解成以下形式:

G = NM−1 = M̃−1Ñ , (8)

其中: N , Ñ , M , M̃ ∈ RH∞, 并且满足双Bezout恒
等式 [

X̃ − Ỹ

−Ñ M̃

][
M Y

N X

]
= I, (9)

其中: X , X̃ , M , M̃ ∈ RH∞. 根据文献 [11]很容易
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知道所有使控制系统稳定的补偿器集合都可以用

Youla参数化表示K:

K := {K : K = [K1 K2 ] = (X −RN)−1·
[Q Y −RM ], Q ∈ RH∞, R ∈ RH∞}.

(10)

一个非最小相位传递函数矩阵可以分解为一个

最小相位部分和一个全通因子部分,即

N = LzNm. (11)

其中: Lz是全通因子, Nm是最小相位部分, Lz包含

对象的所有非最小相位零点zi ∈ C+, i = 1, · · · , n,
根据文献[11],把Lz分解成

Lz(s) =
n∏

i=1

Li(s), (12)

其中:

Li(s) = I − z̄i

zi

zi − s

s + z̄i

ηiη
H
i ,

ηi表示零点方向的单位向量.

假设参考输入信号r、前向多通道白噪声d和反

馈多通道白噪声w互不相关, 则多通道网络化系统
跟踪性能指标可以表示为

J = ‖T1

ν

s
‖2

2 + ‖T2φ‖2
2 + ‖T3V ‖2

2. (13)

3 网网网络络络化化化系系系统统统跟跟跟踪踪踪性性性能能能极极极限限限(Tracking per-
formance limitation of networked systems)
根据式(4)(8)–(10),可以得到{

T1 = I −NQ, T2 = N(X̃ −RÑ)A−1,

T3 = N(Ỹ −RM̃)A−1V,
(14)

根据式(5)(13)–(14), 网络化系统跟踪性能指标
J可以表示为

J = ‖(I −NQ)ν
s

‖2
2 + ‖N(X̃ −RÑ)A−1φ‖2

2 +

‖N(Ỹ −RM̃)A−1V ‖2
2. (15)

根据式(6)(15), J∗可以表示为

J = ‖(I −NQ)ν
s

‖2
2 + ‖N(X̃ −RÑ)A−1φ‖2

2 +

‖N(Ỹ −RM̃)A−1V ‖2
2. (16)

定义



J∗1 = inf
Q∈RH∞

‖(I −NQ)
ν

s
‖2

2,

J∗2 = inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥

[
N(X̃ −RÑ)A−1φ

N(Ỹ −RM̃)A−1V

]∥∥∥∥∥

2

2

.
(17)

为了获得J∗,可以任意选择合适的Q和R.

定定定理理理 1 如果G可以分解式(8)和式(11),那么多
通道网络化系统跟踪性能极限

J∗ >
n∑

i=1

2Re(zi)
|zi|2

cos2∠(ηi, ν) + J∗21,

其中:

J∗21 =
n∑

i,j=1

4Re(zi)Re(z̄j)
zi + z̄j

[ζH
i EH

i A−1(zi)
H
φ ·

γH
i γjA

−1(zi)φEjζjζ
H
j HjH

H
i ζi] +

m∑
k,j=1

4Re(pj)Re(pk)
pj + p̄k

[ωH
j FH

j V A−1(pj)
H

λH
j λkA

−1(pj)V Fkωkω
H
k OkO

H
j ωj] ·

Ei = (
i−1∏
k=1

DΛk(zi))−1, Hi = (
n∏

k=i+1

DΛk(zi))−1,

γi = Nm(zi)M−1(zi), Fj = (
j−1∏
k=1

TΛk(pj))−1,

Oj = (
m∏

k=j+1

TΛk(pj))−1, λj = −L−1
z (pj),

φ=diag{γ1, γ2, · · ·, γn}, V =diag{σ1, σ2, · · ·, σn}.
证证证 根据式(11)(17),可以得到

J∗2 = inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥∥
Nm




(
X̃ −RÑ

)
A−1φ

(Ỹ −RM̃)A−1V




∥∥∥∥∥∥

2

2

.

通过一个简单的计算,可以得到

J∗2 = inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥Nm

[
X̃A−1φ

Ỹ A−1V

]
−

[
NmRÑA−1φ

NmRM̃A−1V

]∥∥∥∥∥

2

2

.

(18)

同时,进一步定义

ÑA−1φ = ÑΛLΛp, M̃A−1V = M̃ΛBΛp. (19)

类似文献[12]有

LΛp(s) =
n∏

i=1

DΛi(s), BΛp(s) =
m∏

j=1

TΛj(s),

其中:

DΛi(s) = I − 2Re(zi)
s + z̄i

ζiζ
H
i ,

TΛj(s) = I − 2Re(pj)
s + p̄j

ωjω
H
j ,

ζi和ωj都是单位向量.

根据式(18)–(19)有

J∗2 = inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥Nm

[
X̃A−1φ

Ỹ A−1V

]
−

[
NmRÑΛLΛp

NmRM̃ΛBΛp

]∥∥∥∥∥

2

2

.

因为LΛp和BΛp都是全通因子,所以

J∗2 = inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥

[
NmX̃A−1φL−1

Λp

NmỸ A−1V B−1
Λp

]
−

[
NmRÑΛ

NmRM̃Λ

]∥∥∥∥∥

2

2

.

基于部分分式展开形式,可以得到
n∑

i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj − I)Hi + R1 =
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NmX̃A−1φL−1
Λp

,

其中: R1 ∈ RH∞,

Ei = (
i−1∏
k=1

DΛk(zi))−1, Hi = (
n∏

k=i+1

DΛk(zi))−1.

同样可以得到
m∑

j=1

Nm(pj)Ỹ (pj)A−1(pj)V Fj(T−1
Λj − I)Oj + R2 =

NmỸ A−1V B−1
Λp

,

其中: R2 ∈ RH∞,

Fj = (
j−1∏
k=1

TΛk(pj))−1, Oj = (
m∏

k=j+1

TΛk(pj))−1.

则J∗2能重新被表示为

J∗2 =

inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥

[
R1 −NmRÑΛ

R2 −NmRM̃Λ

]
+




n∑
i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj − I)Hi

m∑
j=1

Nm(pj)Ỹ (pj)A−1(pj)V Fj(T−1
Λj − I)Oj




∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

.

因为
n∑

i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj−I)Hi是

属于H⊥
2 , (R1 − NmRÑΛ)和(R2 − NmRM̃Λ) 都属

于H2,因此J∗2可以化为

J∗2 =

inf
R∈RH∞

∥∥∥∥∥

[
R1 −NmRÑΛ

R2 −NmRM̃Λ

]∥∥∥∥∥

2

2

+

∥∥∥∥∥∥∥∥




n∑
i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj − I)Hi

m∑
j=1

Nn(pj)Ỹ (pj)A−1(pj)V Fj(T−1
Λj − I)Oj




∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

.

定义J∗21和J∗22表示为

J∗21 =

‖
n∑

i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj − I)Hi‖2

2 +

‖
m∑

j=1

Nn(pj)Ỹ (pj)A−1(pj)V Fj(T−1
Λj − I)Oj‖2

2

J∗22 = inf
R∈RH∞

{‖R1 −NmRÑΛ‖2
2 +

‖R2 −NmRM̃Λ‖2
2}.

通过一个直接的计算,可以得到:

‖
n∑

i=1

Nm(zi)X̃(zi)A−1(zi)φEi(D−1
Λj − I)Hi‖2

2 =

n∑
i,j=1

4Re(zi)Re(z̄j)
zi + z̄j

[ζH
i EH

i A−1(zi)
H
φγH

i ·

γjA
−1(zi)φEjζjζ

H
j HjH

H
i ζi],

其中γi = Nm(zi)X̃(zi).

同时, 根据式(9)和N(zi) = 0, 可以得到γi =
Nm(zi)M−1(zi).

同样可以得到:

‖
m∑

j=1

Nm(pj)Ỹ (pj)A−1(pj)V Fj(T−1
Λj − I)Oj‖2

2 =

m∑
k,j=1

4Re(pj)Re(pk)
pj + p̄k

[ωH
j FH

j V A−1(pj)
H
λH

j ·

λkA
−1(pj)V Fkωkω

H
k OkO

H
j ωj],

其中λj = −L−1
z (pj),所以

J∗21 =
n∑

i,j=1

4Re(zi)Re(z̄j)
zi + z̄j

[ζH
i EH

i A−1(zi)
H
φ ·

γH
i γjA

−1(zi)φEjζjζ
H
j HjH

H
i ζi] +

m∑
k,j=1

4Re(pj)Re(pk)
pj + p̄k

[ωH
j FH

j V A−1(pj)
H ·

λH
j λkA

−1(pj)V Fkωkω
H
k OkO

H
j ωj].

因为Nn, ÑΛ和M̃Λ是最小相位函数矩阵,并且可
以任意选择合适的R,因此

inf
R∈RH∞

‖R1 −NmRÑΛ‖2
2 = 0,

inf
R∈RH∞

‖R2 −NmRM̃Λ‖2
2 = 0,

则J∗22 > 0.

根据文献[2]中相关结论,可以得到

J∗1 =
n∑

i=1

2Re(zi)
|zi|2

cos2∠(ηi, ν).

证毕.

根据定理1可以看出:基于编码影响的多通道网
络化系统的跟踪性能极限不仅由给定的被控对象的

固有特性(非最小相位零点、零点方向、不稳定极点
和极点方向)决定,而且由多通道的编码和白噪声决
定; 同时也说明了多通道网络是如何影响系统跟踪
性能极限的.

推推推论论论 1 在定理1中,如果不考虑多通道网络影
响时,则控制系统跟踪性能极限为

J∗ =
n∑

i=1

2Re(zi)
|zi|2

cos2∠(ηi, ν).

推论1显示了多输入多输出系统跟踪性能极限仅
仅由给定对象的非最小相位零点、零点方向和输入

信号方向决定,这个结论与文献[2]相同.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical example)
考虑不稳定系统的传递函数为

G(s) =
s− 1

s(s− k)(s + 1)
.
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其中: z = 1是非最小相位零点, k是不稳定极点, k ∈
[2 20].
假设前向通道和反馈通道白噪声方差: γ2 =

0.1, σ2 = 0.5. 根据定理可以得到网络化系统的跟踪
性能极限J∗ > 2 + 4(0.1 + k)/a2(1− k)2,其中a是

网络通道编码.

基于不同的不稳定极点和不同的编码网络化系

统跟踪性能极限如图2所示. 当编码为二进制(a =
a1)的时候, 网络化跟踪性能极限如图2中实线所示,
当编码为4进制(a = a2)的时候,网络化系统跟踪性
能极限如图2中带圈的实线所示,同时说明编码的位
数越高,网络化系统跟踪性能极限越好.当不考虑通
道网络时,网络化系统跟踪性能极限如图2中带叉实
线所示. 进一步说明了采用二自由度控制器控制时,
控制系统的跟踪性能极限与不稳定极点无关,这与
文献[2]中结果相同.

图 2 多通道网络化系统跟踪性能极限

Fig. 2 Tracking performance limitation of networked systems

5 结结结论论论(Conclusions)
基于编码影响研究多通道网络化系统跟踪阶跃

信号的性能极限.这里考虑白噪声同时存在于前向
多通道和反馈多通道. 采用谱分解技术和矩阵范数
理论得到多通道网络化系统跟踪性能极限的下界.
研究结果表明多通道网络化系统跟踪性能极限仅仅

由给定对象的非最小相位零点、零点方向、不稳定

极点、极点方向、参考信号方向和多通道白噪声以

及编码决定: 同时也显示了多通道网络是如何影响
跟踪性能的. 仿真结果进一步说明了当编码的位数
越高,跟踪性能越好.
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