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摘要:针对一类具有参数不确定的n阶MIMO非线性系统,提出了一种Terminal滑模控制方案.该方案通过对滑模
超平面的选取和Terminal滑模控制律的设计,不但确保了闭环系统滑模阶段的存在性,而且还保证了系统状态误差
在有限时间内的收敛性. 由于无论何种情况下系统的初始状态均在Terminal滑模面上,从而消除了其他滑模控制方
法常有的到达阶段,使得闭环系统具有全局鲁棒性和稳定性. 除此之外,重点克服了控制输入的系数函数矩阵与不
确定参数的关联问题.仿真结果表明,该控制方案可消除外部扰动及参数不确定的影响,控制系统各状态变量有效
地跟踪期望状态.
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Terminal sliding-mode control for a class of nth-order multi-input
multi-output nonlinear system with uncertain parameters

GUO Yi-shen†, SUN Fu-chun
(Department of Computer Science and Technology, Tsinghua University, Beijing 100084, China;

State Key Lab of Intelligent Technology and Systems, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract: A terminal sliding-mode control scheme is proposed for a class of nth-order MIMO nonlinear systems with
uncertain parameters. Through the sliding hyperplane selection and the terminal sliding-mode control law design, the
proposed control scheme not only guarantees that the sliding phase of the closed-loop system always exists, but also
ensures that the output tracking error converges to zero in finite time. Meanwhile, since the initial state of system is always
on the terminal sliding surface, the control scheme can eliminate the reaching phase of the other sliding-mode control and
guarantee the global robustness and stability of the closed-loop system. In addition, it also solves the coupling problem
between the coefficient function matrix of the control input and the uncertain parameters. Simulation results indicate that
the proposed control scheme can eliminate the effect of the external disturbances and uncertain parameters on the system
and control the state variables to track the desired states efficiently.
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1 引引引言言言(Introduction)
滑模控制被认为是作为控制不确定系统的一种

强有力理论, 如电机和电力系统控制[1]、飞行器控

制[2]、倒立摆控制[3]和机器人轨迹跟踪控制[4–5]等.
该控制理论的主要优点在于对参数不确定和外部扰

动均具有良好的鲁棒性. 总的来说,滑模控制技术包
括两个阶段: i)确定切换函数作为滑模面; ii)设计滑
模控制策略保证系统到达滑模面. 在普通的滑模控
制中,一般选取线性函数作为滑动超平面,使系统到
达滑动模态后,跟踪误差渐近地收敛到零,其中渐近
收敛的速度可以通过选择滑模面参数矩阵来任意调

节. 尽管如此,无论何种状态下系统的收敛时间均很

难得以确定.

然而在实际的工程应用中, 更需要系统控制跟
踪误差能够在有限时间内收敛到零. 因此为了获得
更好的跟踪性能,一些学者在滑模超平面的选择中
引入了非线性函数来代替线性滑模面, 设计了一种
Terminal滑模控制算法[6–7],保证了系统的跟踪误差
能在有限时间内收敛到零. Venkataraman和Gulati[8]

首次以非线性函数作为滑模超平面,探讨了Terminal
滑模控制问题. 在此基础上, 更多具有高性能的
Terminal滑模控制算法[9–10]被提出且成功地应用于

各种控制领域.文献 [11]针对一个2阶不确定非线性
系统,提出了相应的Terminal滑模控制策略,但其滑
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模面的导数是不连续的, 导致控制系统的抖动较
大, 因此不适用于高阶系统. 为了克服滑模面导数
不连续的缺陷,庄开宇等[12–13]设计了适用于带有参

数摄动和外部扰动等不确定因素的高阶非线性系统

的Terminal滑模、自适应Terminal滑模两种控制方案.
虽然这些控制方案可消除滑模控制的到达阶段, 同
时确保了系统的全局鲁棒性和稳定性, 但是该高阶
非线性系统中与不确定参数相关项均被归结到参数

摄动项中, 而且要求控制输入的系数函数矩阵与不
确定参数无关,即被认为是已知的系统状态非线性
函数矩阵.

在许多工程应用的高阶非线性系统中, 不确定
参数往往是系统动力学或运动学参数, 这些参数一
般与控制输入的系数函数矩阵是相关的, 也即控制
输入的系数函数矩阵中包含有系统不确定参数, 从
而导致文献 [12–13]的控制算法不能直接应用于这
些系统的控制中. 为此, 本文基于非线性滑模超平
面, 设计了一类具有参数不确定和外部扰动的n阶

MIMO非线性系统的Terminal滑模控制方案.该控制
方案保留了Terminal滑模控制的优点(即消除一般滑
模控制的到达阶段, 确保了系统的全局鲁棒性和稳
定性, 保证了跟踪误差在有限时间内的收敛性), 而
且克服了控制输入的系数函数矩阵与不确定参数的

关联问题.最后,以作平面运动漂浮基空间机械臂模
型代表的2阶MIMO非线性系统为例进行系统数值
仿真,结果证实了所提出Terminal滑模控制方案的有
效性和可行性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下一类n阶MIMO的非线性系统:

y(n)(t) = N
(
y(n−1)(t), · · · , ẏ(t), y(t), d(t)

)
+

G
(
y(n−1)(t), · · · , ẏ(t), y(t)

)
u(t), (1)

式中: y(t) ∈ Rm×1和u(t) ∈ Rm×1为系统状态和控

制输入; d(t) ∈ Rm×1为外部干扰向量; N(y(n−1)(t),
· · · , ẏ(t), y(t), d(t)) ∈ Rm×1为包含外部扰动和不

确定参数的非线性函数项; G(y(n−1)(t), · · · , ẏ(t),
y(t)) ∈ Rm×m为含不确定参数的可逆输入系数函

数矩阵.

令x1 = y, x2 = ẏ, · · · , xn = y(n−1), 则系统(1)
可写成如下形式:




ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

...

ẋn = N(X(t), d(t)) + G(X(t))u(t),

(2)

其中

X(t)=[xT
1 xT

2 · · · xT
n ]T =[xT

1 ẋT
1 · · · ẋ

(n−1)T
1 ]T.

为后续控制器设计的需要,式(2)表示的MIMO的
非线性系统要求满足如下假设.

假假假设设设 1 函数列阵N(X(t), d(t))可分块写为

N(X(t), d(t)) ≡ N̂(X(t)) + ∆N(X(t), d(t)), (3)

式中 N̂(X(t))和∆N(X(t), d(t))分别为N(X(t),
d(t))的估计项和不确定项, 且不确定项∆N(X(t),
d(t))满足

‖∆Ni(X(t), d(t))‖∞ 6 $i(X(t)), (4)

其中$i(X(t))为一已知的正函数. 同时, 估计项
N̂(X(t))对于任意X(t) ∈ Ω满足局部Lipschitz条件
并满足以下不等式[14]:

ST[N̂(X(t))−N̂(Xd(t))]6
σ∑

p=0

ρp‖E‖2p‖S‖2, (5)

式中: σ > 0和ρp > 0为由非线性函数列阵N̂(X(t))
决定的常系数;

E(t)=X(t)−Xd(t)=(eT, ėT, · · · , e(n−1)T)T (6)

为系统状态误差向量,其中: Xd(t) = (xT
1d, x

T
2d, · · · ,

xT
nd)

T为系统期望状态; e = x1 − x1d = (e1, e2, · · · ,

em)T ∈ Rm×1; S ∈ Rm×1为误差向量E(t)的函数列
阵,其具体表达式将在3.1节中描述.

假假假设设设 2 控制输入的系数函数矩阵G(X(t))也
可分块写为

G(X(t)) ≡ Ĝ(X(t)) + ∆G(X(t)), (7)

其中: Ĝ(X(t))和∆G(X(t))分别为G(X(t))的估计
项和不确定项, G(X(t))和Ĝ(X(t))为非奇异方阵,
且满足如下关系式[15]:

δ−1I 6 GĜ
−1

d 6 δI, (8)

其中: δ > 1, Ĝd ≡ Ĝ(Xd(t)).

3 Terminal滑滑滑 模模模 控控控 制制制 器器器 设设设 计计计 (Terminal
sliding-mode controller design)
Terminal滑模控制就是在滑动超平面的设计中

引入了非线性函数, 构造Terminal滑模面, 使得在滑
模面上跟踪误差能够在有限时间内收敛到零, 也即
使系统状态在指定的有限时间内达到对期望状态的

完全跟踪. 为了充分利用该滑模控制方法的优点,本
文将基于Terminal滑模技术, 对式(2)表达的一类具
有外部扰动和不确定参数的MIMO非线性系统进行
控制算法设计,保证系统状态X(t)有效地跟踪期望
状态Xd(t).

3.1 Terminal滑滑滑模模模切切切换换换面面面 (Design of terminal
sliding-mode)
利用式(6)定义的系统误差向量, Terminal滑模面

方程设计为

S(X, t) = WE(t)−WZ(t), (9)
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式中: W = [W1 W2 · · · Wn] ∈ Rm×nm为常值矩

阵, Wi =diag{wi1, wi2, · · · , wim} ∈ Rm×m, wij(i=
1, 2,· · ·, n, j = 1, 2,· · ·,m)是正常数; Z(t) = [zT(t)
żT(t) · · · z(n−1)T(t)]T. 令z(t) = [z1(t) z2(t) · · ·
zm(t)]T,且zi(t)满足假设3.

假假假设设设 3[16] zi(t) : R+ 7→ R, zi(t) ∈ Cn[0,∞),
żi(t), · · · , z

(n)
i ∈ L∞. 对于某个正常数T , zi(t)在

时间段[0, T ]上是有界的, 且zi(0) = ei(0), żi(0) =
ėi(0), · · · , z

(n)
i = e

(n)
i (0), 其中: Cn[0,∞)定义

为在区间[0,∞)内所有n阶可微的连续函数, i =
1, 2, · · · ,m.

为了满足系统输出误差在有限时间内的收敛性

要求, Terminal滑模面(9)中的函数zi(t)选为如下形
式:

zi(t) =





a0i +
2n+1∑
j=1

aji

T j−1
tj, 0 6 t 6 T,

0, t > T,

(10)

其中参数aji(j =0, 1, · · · , 2n+1; i=1, 2, · · · ,m)可
通过假设3中的条件求得.

3.2 Terminal滑滑滑模模模控控控制制制器器器(Terminal sliding-mode
controller)

在滑模控制中, 控制输入律的设计目标就是迫
使系统的所有状态在有限时间内到达并保持在

S(X, t) = 0的滑模面上,即控制输入律应该保证系
统状态误差从任意初始状态收敛到零.

为此,设计如下系统Terminal滑模控制输入律:

u(t)= Ĝ−1
d [x(n)

d −N̂d−K
S

‖S‖−βW−1
n

S

‖S‖+

z(n) − δλM

σ∑
p=0

ρp‖E‖2p‖S‖2], (11)

其中控制参数K选为

K = δ{ηI + diag{$1, $2, · · · , $m}+

δ(δ − 1)‖x(n)
d + z(n) − N̂d‖I}, (12)

可保证闭环系统的全局鲁棒性和稳定性, 而且系统
状态跟踪误差E(t)可以在有限时间T内收敛到零.

式(11)和(12)中: β = δ‖
n−1∑
k=1

Wk[e(k) − z(k)]‖; λM为

Wn的最大特征值; η为一正常数; I ∈ Rm×m为一单

位矩阵.

稳稳稳定定定性性性分分分析析析. 选择如下Lyapunov函数:

V =
1
2
STS. (13)

对V求时间t的导数,并利用式(2)和(9),得

V̇ = STṠ = ST[WĖ −WŻ(t)] =

ST{W [ėT ëT · · · e(n)T]T −

W [żT z̈T · · · z(n)T]T} =

ST{Wn[e(n) − z(n)] +
n−1∑
k=1

Wk[e(k) − z(k)]} =

ST{
n−1∑
k=1

Wk[e(k)−z(k)]+Wn[x(n)−x
(n)
d −z(n)]}=

ST{
n−1∑
k=1

Wk[e(k)−z(k)]+Wn[N+Gu−x
(n)
d − z(n)]}.

将Terminal滑模控制输入律(11)代入上式,有

V̇ = STWn{GĜ−1
d [x(n)

d +z(n)−N̂d−K
S

‖S‖−

βW−1
n

S

‖S‖ − δλM

σ∑
p=0

ρp‖E‖2pS] + N̂ +

∆N−x
(n)
d −z(n)}+ST

n−1∑
k=1

Wk[e(k)−z(k)]=

STWn(N̂ − N̂d) + STWn∆N −
δ

2
λM

σ∑
p=0

ρp‖E‖2pSTWn[(GĜ−1
d )T +

GĜ−1
d ]S + STWn(GĜ−1

d − I)(x(n)
d + z(n) −

N̂d)− β

2
ST[(GĜ−1

d )T + GĜ−1
d ]

S

‖S‖ −

STWnGĜ−1
d K

S

‖S‖+ST
n−1∑
k=1

Wk[e(k)−z(k)].

(14)

由假设1和2,可知

STWn(N̂ − N̂d) 6 λM

σ∑
p=0

ρp‖E‖2p‖S‖2 6

δ

2
λM

σ∑
p=0

ρp‖E‖2pST[(GĜ−1
d )T + GĜ−1

d ]S,

那么,根据式(8)和变量β的定义,式(14)可变为

V̇ 6

ST
n−1∑
k=1

Wk[e(k) − z(k)] + STWn∆N +

STWn(GĜ−1
d − I)(x(n)

d + z(n) − N̂d)−
STWnGĜ−1

d K
S

‖S‖ −
β

2
ST[(GĜ−1

d )T +

GĜ−1
d ]

S

‖S‖ 6

STWn∆N + STWn(GĜ−1
d − I)(x(n)

d +

z(n) − N̂d)− STWnGĜ−1
d K

S

‖S‖ 6

−δ−1‖STWn‖{‖K‖ − δ‖∆N‖∞ −
δ(δ−1)‖x(n)

d +z(n)−N̂d‖−δη}−η‖STWn‖.
(15)

将式(12)代入式(15),并利用式(4),可得

V̇ 6 −η‖STWn‖ < 0, |S| 6= 0.
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根据假设3和Terminal滑模面方程(9)可知

S(X, 0) = W [E(0)− Z(0)] =

W{[eT(0) ėT(0) · · · e(n−1)T(0)]T −
[zT(0) żT(0) · · · z(n−1)T(0)]T} = 0. (16)

上式说明了系统的初始状态已在S(X, 0) = 0的滑
模面上,因此消除了滑模控制的到达阶段,也就是说
系统在初始时刻即进入了滑动阶段. 因S(X, 0) = 0,
则由式(13)可得V (0) = 0. 同时因V̇ 6 −η ‖STWn‖,
可知V (t) = 0,即有S(X, t) ≡ 0,从而保证了闭环系
统的全局鲁棒性和稳定性.

由于S(X, t) ≡ 0, 那么根据式(9)可得WE(t) −
WZ(t) = 0,即有E(t) = Z(t). 故通过选取Terminal
滑模面中的函数Z(T ) = 0,即可实现E(T ) = 0,而
且当t > T时, Z(t) = 0,也即有E(t) = 0,从而保证
状态跟踪误差E(t)在有限时间T内收敛到零.

为了减低控制过程中系统的抖振,采用如下连续

函数σ来代替
S

‖S‖ :

σ =
S

‖S‖+ δ0 + δ1‖e‖ , (17)

式中δ0和δ1均为正常数.

注注注 1 上述Terminal滑模的控制结果能够保证系统全

局鲁棒性和稳定性的前提条件是: a) 控制输入的系数函数

矩阵G(X(t))是可逆的; b) 不等式(4)在整个状态空间中均

需得到满足. 而控制系统的收敛时间则可轻易地通过调节

式(10)中的参数T来得以实现.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
为了验证本文提出的Terminal滑模控制方案的

有效性和可行性,不失一般性,以作平面运动的两杆
漂浮基空间机械臂系统为例(如图1所示)进行系统
数值仿真.

图 1 平面两杆漂浮基空间机械臂系统
Fig. 1 A planar free-floating space manipulator system

with two links

不考虑太空微重力梯度的影响及外力的作用,载
体位置无控的空间机械臂系统满足动量守恒关系.
不失一般性,设系统的初始动量为零. 那么以载体相

对于惯性坐标系Y轴的姿态角θ0、臂杆的相对转角

θi(i = 1, 2)为系统广义坐标q = (θ0, θ1, θ2)T, 采用
拉格朗日第2类方程可得漂浮基空间机械臂系统如
下形式的2阶系统动力学方程:

D(q)q̈ + h(q, q̇)q̇ = (τ0, τ
T)T + f(t), (18)

式中: D(q) ∈ R3×3为系统的对称、正定质量矩阵;
h(q, q̇)q̇ ∈ R3×1为包含科氏力、离心力的列阵; τ0为

载体姿态控制力矩; τ = (τ1, τ2)T为机械臂各关节铰
的控制力矩; f(t) ∈ R3×1为如关节间摩擦力矩、噪

声、姿态控制燃料的质量变化等因素引起的外部干

扰信号.

式(18)可改写为2阶MIMO的非线性系统

q̈=D−1(q)[−h(q, q̇)q̇+f(t)]+D−1(q)(τ0, τ
T)T.

(19)

上式可简写为式(1)的形式,那么式中:

n = 2, N = D−1(q)[−h(q, q̇)q̇ + f(t)],

G = D−1(q), u(t) = (τ0, τ
T)T.

根据图1的系统结构,设定系统的模型参数[17]分

别为

m0 = 40.0 kg, m1 = 2.0 kg, m2 = 1.0 kg;

d0 = 1.5m, d1 = 1.5m, d2 = 1.5m;

l1 = 3.0m, l2 = 3.0m;

J0 =34.2 kg·m2, J1 =1.5 kg·m2, J2 =1.5 kg·m2.

由于本文考虑的是系统参数不确定的情况, 因此设
系统模型的估计惯性参数分别为

m̂0 = 38.0 kg, m̂1 = 1.8 kg, m̂2 = 0.8 kg,

Ĵ0 =30.0 kg·m2, Ĵ1 =1.2 kg·m2, Ĵ2 =1.2 kg·m2,

其他系统参数不变.

仿真过程中, 设载体姿态的期望运动规律为θ0d

= π/2 + 1.5 sin(πt/4),单位: rad;同时,机械臂各关
节铰的期望运动轨迹为θ1d = 1.5 cos(πt/4), θ2d =
π/4+1.5 sin(πt/4),单位: rad;系统的外部扰动设为
f(t)=3.0[sin(πt) cos(πt) sin(πt)]T,单位: N ·m;
系统运动的初始值为θ0(0)=0.51π, θ1(0) = 1.55π,

θ2(0) = 19π/80,单位: rad.

由于漂浮基空间机械臂系统为2阶系统,因此式
(10)中的参数aji(j = 0, 1, · · · , 5; i = 1, 2, 3)可根据
假设3,并由系统初始条件和参数T计算得

a0i = ei(0), a1i = ėi(0), a2i = 0.5T ëi(0),

a3i = −10ei(0)/T − 6ėi(0)− 1.5T ëi(0),

a4i = 15ei(0)/T + 8ėi(0) + 1.5T ëi(0),

a5i = −6ei(0)/T − 3ėi(0)− 0.5T ëi(0).

为保证系统的控制跟踪精度,控制器的其他相应
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参数选为

δ = 5.0, ρ0 = 8.0, ρ1 = 8.0, η = 2.0,

W1 = diag{1.6, 2.0, 2.0},
W2 = diag{0.2, 0.05, 0.05},
$i = 6.0(i = 1, 2, 3), δ0 = 0.03, δ1 = 5.0.

仿真过程全部耗时t = 10.0 s.

图2和图4分别为采用上述Terminal滑模控制输
入律(11)得到的漂浮基空间机械臂载体姿态角及各
关节在参数T = 0.2和T = 2.0时的位置及速度跟踪
误差图; 图3和图5分别为相应的系统控制输入力矩
变化曲线图.

图 2 跟踪误差图(T = 0.2)

Fig. 2 Tracking error(T = 0.2)

图 3 控制输入力矩变化曲线图(T = 0.2)

Fig. 3 Control input torque curve(T = 0.2)

图 4 跟踪误差图(T = 2.0)

Fig. 4 Tracking error(T = 2.0)

图 5 控制输入力矩变化曲线图(T = 2.0)

Fig. 5 Control input torque curve(T = 2.0)

分分分析析析 从仿真结果可知, 空间机械臂载体姿态
与各关节的位置及速度跟踪误差均可在式(10)中的
设定参数T值时刻收敛至零. 同时可以看出,若参数
T的取值较小, 则系统的收敛速度较快, 反之亦然.
但是,随着T值逐步变小,则要求载体姿态控制反应
轮与机械臂各关节控制电机的反应速度更快且额定

输出力矩值更大.因此,需根据空间机械臂系统完成
空间任务的实际需要, 通过适当设定参数T值来调

整系统的收敛速度,进而提高空间机械臂系统完成
空间作业的工作效率.仿真结果表明,本文所提出的
Terminal滑模控制算法可有效地消除外部扰动及参
数不确定的影响,控制系统跟踪误差在有限的时间
内收敛至零.

5 结结结语语语(Conclusions)
本文讨论了具有外部扰动与参数不确定情况,一

类高阶MIMO非线性系统的控制问题. 在该系统满
足一定的假设条件下,通过适当地选取滑模函数,设
计了一种Terminal滑模控制方案. 该控制方案保留
了文献[12–13]介绍的Terminal滑模控制算法的优点,
同时克服了控制输入的系数函数矩阵与不确定参数

的关联问题.为证实该Terminal滑模控制方案的有效
性,以作平面运动的两杆漂浮基空间机械臂系统为
例,进行了数值仿真. 仿真结果证实了该控制方案可
消除外部扰动及参数不确定的影响,控制系统各状
态变量有效地跟踪期望状态.
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