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摘要:本文针对传统分布估计算法在建立概率模型时面临的各种困难,提出一种基于条件概率和Gibbs抽样的概
率模型,能有效改进分布估计算法的通用性. 使用该模型的分布估计算法利用进化过程中有前途的优秀个体构造
出多个监督学习样本集,并对每个样本集估计出对应分量的条件概率,再使用这一组条件概率进行Gibbs抽样产生
新的个体替代种群中的劣等个体.通过仿真实验表明,改进后的算法能够求解出可加性降解函数的全局最优解,表
现出较强的全局优化能力.
关键词: 分布估计算法; Gibbs抽样;分类;监督学习
中图分类号: TP181 文献标识码: A

General stochastic model for algorithm of distribution estimation with
conditional probabilities and Gibbs sampling

ZHANG Fang†, LU Hua-xiang
(Lab of Neural Networks, Institute of Semiconductor, Chinese Academy of Science, Beijing 100083, China)

Abstract: A stochastic model based on conditional probability and Gibbs sampling is proposed to cope with the mod-
eling problems occurred in traditional algorithms for distribution estimation, and extends the generality of the algorithm.
The algorithm with this model takes promised individuals in the evolution process to form supervised training sets. For
each of such sets, we estimate the conditional probability of a component given other components, and execute a Gibbs
sampling procedure to generate new candidates for replacing inferior ones. The result of computer experiments shows that
the improved algorithm can obtain the global optimum of additively decomposed functions, demonstrating a strong ability
in global optimization.
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1 引引引言言言(Introduction)
最近几年,在进化计算(evolutionary computation,

evolutionary algorithm)领域兴起了一类新型的优化
算法,称为分布估计算法(estimation of distribution al-
gorithms, EDAs)[1–2],并迅速成为进化计算领域的研
究热点和解决工程问题的有效方法[3–6].
进化算法虽然无法保证获取全局最优,但可以用

有限的代价获取足够好的解, 或称准最优解(quasi-
optimum solution). 进化算法更重要的特性在于, 对
于任何优化目标, 理论上该算法都能以“黑盒”的
方式进行求解, 也就是说这是一种纯粹的“通用算
法”, 能够求解传统方法难以解决的复杂优化问题
或者黑盒问题.然而,作为进化算法主要代表的遗传
算法(genetic algorithm, GA)却很难达到这个目标,其

求解效果经常受到目标函数形式的限制.分布估计
算法是在遗传算法的基础上提出的, 与遗传算法类
似, 其基本思想也是用种群来表示最优化问题的一
组候选解,然后将待优化的目标函数作为评价函数,
来指导解种群的进化, 从而启发式的探索解空间,
最终以有限的代价获取准最优解. 分布估计算法与
遗传算法最重要的不同之处在于种群的更新方式:
遗传算法对种群中的优秀个体使用“交叉”、“变

异”等遗传算子来产生新的个体, 从而替代劣等个
体;分布估计算法则对种群中的优秀个体建立分布
模型, 并从模型中随机抽样来产生新的个体并替代
劣等个体.在构建新个体的过程中,由于使用了优秀
个体集合的全局信息而非仅仅来自父个体的局部信

息,分布估计算法不像遗传算法那样轻易的破坏建
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筑块(building blocks, BBs)[7], 从而能够更为高效的
探索解空间.

为了表征优秀个体的分布,分布估计算法提出了
一个抽象的“概率模型”, 这个模型能够通过学习
过程由样本集来生成,也可以通过采样过程来产生
新的样本集,如图1所示.

图 1 概率模型
Fig. 1 Stochastic model

分布估计算法的核心在于如何建立合适的概

率模型, 并给出相应学习算法和采样算法. 从最早
的被认为是EDAs雏形的基于种群的增量学习算
法(population-based incremental learning, PBIL)[8]的

出现到今天, 已经有大量的概率模型被提出以用
于分布估计算法,按照处理变量间相互作用的能力,
这些模型可以分为:一阶模型,包括PBIL[8]和一元边

缘分布算法(univariate marginal distribution algorithm,
UMDA)[9–10]等,这些模型假设各分量之间互相独立,
所以联合分布函数可以表示为各分量的边缘分布函

数的乘积,从而可以对每个分量分别进行学习与采
样; 二阶模型, 包括基于互信息最大化的输入聚类
算法(mutual-information-maximizing input clustering,
MIMIC)[11]和二元边缘分布算法(bivariate marginal
distribution algorithm, BMDA)[12–13]等, 这类模型假
设各分量之间的依赖关系可以表示为一个或多个树

形结构,学习过程分为两个步骤,首先根据样本集寻
找最优依赖树,然后通过依赖树和样本集计算概率
和条件概率,采样过程则是根据依赖树依次进行采
样;高阶模型,包括降解分布算法(factorized distribu-
tion algorithm, FDA)[14]和贝叶斯优化算法(Bayesian
optimization algorithm, BOA)[15]等,这一类模型通过
某种结构来表示变量之间的一般性的依赖关系,学
习过程也分为寻求最优结构和计算条件概率这两个

步骤,采样过程也是根据依赖关系依次采样.

前两类模型由于对联合概率分布加入了额外的

限制条件, 所以并不能解决一般性的优化问题; 第
三类模型理论上可以解决一般性的优化问题,但实
际的求解过程又受到各方面的限制,例如FDA的分
解模型需要领域知识专家人为的指定[14],而BOA依
赖的贝叶斯网络的学习则是一个非确定性多项式

难度(non-deterministic polynomial hard, NP-Hard)问

题[16],实际的求解只能通过各种非常技巧化的手段
来进行[15, 17]. 所以说, EDAs经过这么长时间的发展,
对于一般化优化问题的求解,仍然没有较为理想的
通用概率模型.

本文提出了一种基于条件概率和Gibbs抽样[18]

的概率模型, 简称CGS(conditional probability and
Gibbs sampling)模型, 通过对条件概率分布而非联
合概率分布进行建模,克服了传统概率模型面临的
各种困难,从而能够更容易的对一般性的分布进行
学习和采样. 后面的内容将组织如下: 第2节将介绍
CGS模型的原理及使用该模型的EDAs的工作流程,
第3节将构造一个实际的CGS模型, 第4节将使用该
模型与几种传统的分布估计算法进行对比,考察这
些优化算法对于不同阶数的目标函数的优化效果.

2 CGS模模模型型型(CGS model)
对优秀个体的分布建立概率模型,最大的困难在

以下两个方面:

1) 受问题的维度限制.维度越高,意味着变量之
间的耦合关系越错综复杂. 对于高耦合的分布,不仅
难以建立精确的概率模型,而且即使建立了模型,学
习过程和采样过程也非常难于进行;

2) 学习的无监督性. 根据样本集求分布是一个
典型的无监督学习;而在机器学习领域,有监督学习
的丰富程度、操作难度、结果精确性等方面都远胜

于无监督学习.

为了克服以上两个困难,本文提出了一种基于条
件概率和Gibbs抽样的概率模型, 其基本思想是, 对
于高维随机变量X的联合概率分布fX(x), 直接建
模是非常困难的,所以退而求其次,对条件概率分布
fXi|X(i)(xi|x(i))(即其他分量X(i) = x(i)的条件下

Xi = xi的概率)进行建模,如图2所示.

图 2 CGS模型

Fig. 2 CGS model

对于学习过程,可以通过两个子步骤来实现:

1) 监督化样本集: 将其中一个分量作为期望
输出,从而将非监督样本集P解释为监督学习样本
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集T ;

2) 估计条件概率:使用监督学习样本集来估计
条件概率fXi|X(i)(xi|x(i))的值.

对于抽样过程, 则可以通过一种叫做Gibbs抽
样(Gibbs sampling)[18]的技术,利用条件概率fXi|X(i)

(xi|x(i))来依次更新各个分量,从而构造出一个马尔
科夫链, 使得链上状态的分布逐渐的逼近联合概率
分布fX(x). 再通过对马尔科夫链上状态适当的选
择,便可实现抽样过程.

本文中使用的各种符号的意义约定如表1所示,
其中小写表示随机变量的具体取值.

表 1 符号约定
Table 1 Symbols convention

符号 意义

D 样本向量的维度

N 样本集的大小

S 样本空间

Si 样本第i个分量构成的子空间

S(i) 样本第i个分量构成的子空间的补空间

X/x 样本向量

Xi/xi 样本向量的第i个分量

X(i)/x(i) 样本除第i个分量外的其他分量构成的向量

x(k) 样本集中的第k个样本

2.1 抽抽抽样样样过过过程程程(Sampling process)
Gibbs抽样是一种从多个随机变量的联合分布

中抽取样本的算法, 该算法是马尔科夫链蒙特卡洛
(Markov chain Monte Carlo, MCMC)算法[19]的一个

实例,非常适合于以下抽样场景: 多个随机变量的联
合分布很难精确表达或很难直接从中抽样, 但是每
个变量对其他变量的条件概率已知而且容易对该变

量单独进行抽样[18].

Gibbs抽样算法轮流为每个变量随机产生一个新
的实例, 产生的依据是该变量的条件概率和其他变
量当前的值.可以证明,通过这种方法产生的样本序
列构成了一个马尔科夫链, 其稳态分布就是这些随
机变量的联合概率分布[20]. 也就是说对于任意统计
量φ(X),可以用时间平均来替代统计平均:

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

φ(X(t)) = E{φ(X)}. (1)

这表示可以从生成的时间序列中适当的选择一些样

本, 使得构成的样本集与直接从联合分布中采样得
到的样本集的性质完全相同.

由于生成的样本集将在下一轮的学习过程中使

用, 为了避免引入额外的相关性, 不能采纳在马尔
科夫链上相距太近的状态作为样本集, 这是因为相
距时间∆t的两个状态最多只有∆t个变量是不同的,

所以对于较小的∆t,这两个状态存在大量共同的模
式,其中绝大部分都对评价值并没有贡献. 在本文中
取∆t = D,也就是说只有每一个分量都进行了一次
新的抽样(相对于上一个采纳的状态), 才采纳当前
状态作为样本.
另外,马尔科夫链需要一定的时间才能达到稳态

分布,越靠前的状态受初始状态的影响越大,所以必
须舍弃初始K0轮的状态. 在本文中取K0 = D2, 即
舍弃前D3个状态以保证马尔科夫链达到稳态分布.
综上, 本文中使用的Gibbs抽样算法 (P =

Sample(N, {P(Xi|X(i)}))如下:
1) 初始化:

a) P = φ;
b) x(0) ∼ Uniform(S).

2) 迭代: for t = 1 to K0 + N :
a) 抽样: for i = 1 to D:

xi(t)∼P(Xi|x1(t), x2(t), · · · ,

xi−1(t), xi+1(t−1), · · · ,

xD(t− 1));
b) 输出: if t > K0 then P = P ∪ {x(t)}.

整个抽样算法的时间复杂度为O((D2 +N) ·D).

2.2 学学学习习习过过过程程程(Learning process)
学习过程就是通过有监督样本集

Ti = {(x(i), xi)|x ∈ P} (2)

来估计条件概率fXi|X(i)(xi|x(i))的过程. 其中(x(i),

xi)表示样本x(i)的期望输出为xi. 为了简化讨论,本
文假设Xi ∈ {−1,+1}.
为了估计条件概率fXi|X(i)(xi|x(i)),可以分两步

进行:
1) 使用一些已有的分类算法和Ti训练得到分类

器;
2) 根据分类器来估计条件概率.
针对一类典型的分类算法A , 这里给出一种通

用的估计方法. A中分类算法的特点是, 它们通过
(显式的或隐式的)求解一个最优化, 计算出分类界
面的显式表达式,即

g = arg min
g∈G

{∑
T

L(y, g(x))}, (3)

其中: T = {(x, y)}为一组有监督样本集, G为某个

预先指定的候选函数集,而L(y, g)称之为损失函数,
用来表征对不理想分类结果的惩罚. 分类界面S由

方程g(x) = 0来表达.
对于A中的分类算法, 可以使用如下方式估计

条件概率:

P̂(Y |X) ∼ exp[−L(Y, g(X))]. (4)

这种估计仅依赖于分类算法的损失函数. 使用这种
形式的条件概率能保证通过分类算法计算得到的分
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类界面函数g(·)能够最大化似然函数, 即式(3)等价
于

g = arg max
g∈G

{ ∏
(x,y)∈T

P̂(y|x)}. (5)

通常各种分类算法不会直接求解式(3)来获取
g(·),第3节将给出一个实际求解的例子.

2.3 CGS–EDA算算算法法法流流流程程程(Routine of CGS–EDA)
使用CGS模型的EDAs算法(本文称之为CGS–

EDA),其算法((xopt,fitopt) = CGS−EDA(eval))伪
代码如下所示,其中eval表示评价函数,也就是待优
化的函数:

1) 初始化:

a) P = {x(i)|i = 1, 2, · · · , N},

x(i) ∼ Uniform(S);

b) Popt = φ.

2) 迭代: for ep = 1 to Epoch:

a) 择优: for i = 1 to No:

i) x∗ = arg max
x∈P

{eval(x)};

ii) Popt = Popt ∪ {x∗};

iii) P = P\{x∗}.

b) 学习: for i = 1 to D:

i) Ti = {(x(i), xi)|x ∈ Popt};

ii) gi = arg min
g∈G

{∑
Ti

L(y, g(x))};

iii) P̂(Xi|X(i)) ∼ e−L(Xi,g(X(i))).

c) 采样:

Pnew = Sample(N −No, {P̂(Xi|X(i))}).
d) 更新: P = Popt ∪Pnew, Popt = φ.

3) 输出:

a) xopt = arg max
x∈P

{eval(x)};

b) fitopt = eval(xopt).

这里使用“截断”的方式进行更新,即评价值最
小的那一部分个体被直接淘汰,并用概率模型抽样
产生的新样本代替. (N −No)/N称之为更新过程的
淘汰比率.

3 配配配置置置CGS模模模型型型(Configure CGS model)
一个CGS模型可以配置的部分包括两个:分类器

和分类算法. 其中分类器表征了CGS模型的结构复
杂度, 而分类算法则对应于式(3)的求解方式. 本节
给出一个模型实例,使用的分类器为线性分类器,分
类算法为AdaBoost[21].

线性分类器指如下参数模型:

g(x;β, θ) = βTx + θ. (6)

为了方便表达偏置θ,增加一个恒定为+1的分量xD,
从而将x由D − 1维扩展到D维,则线性分类器可以
更简洁的表示为

g(x;β) = βTx, (7)

其中βD即表示偏置θ.

使用的分类算法为AdaBoost,这种算法为每个样
本赋予一个权重,并用指定的弱分类器进行分类,再
根据分类结果提高那些被错误分类的样本的权重,
然后进行下一轮迭代,最后对获得的每一个弱分类
器根据分类效果进行线性加权,得到最终的分类器.
可以证明[22], 通过这种方式获得的分类器, 等价于
使用贪心算法对式(3)进行求解,其中损失函数为指
数函数

L(y, g) = exp(−yg). (8)

在这里, 为了最终获得线性分类器, 本文相对应的
AdaBoost算法(g(x) = AdaBoost(T ))如下:

1) 权重化:

T ∗ := {(x(i), y(i), wi) | (x(i), y(i)) ∈ T }.
2) 初始化: wi = 1/N, i = 1, 2, · · · , N .

3) 迭代: for m = 1 to M :

a) (km, sm) =
arg min

k∈{1,2,··· ,D}
s∈{−1,+1}

{ ∑
(x,y,w)∈T ∗

s · xky · w};

b) errm =
N∑

i=1

wiI(yi 6= smxkm
)/

N∑
i=1

wi;

c) αm = log((1− errm)/errm);

d) for i = 1 to N :

wi ← wi · exp[αmI(yi 6= smxkm
)].

4) 输出: g(x) =
M∑

m=1

αmsmxkm
.

算法中使用的弱分类器为单分量分类器,即

b(x; k, s) = s · xk, (9)

其求解过程

(k, s) = arg min
k∈{1,2,··· ,D}
s∈{−1,+1}

{ ∑
(x,y,w)∈T ∗

s · xky · w} (10)

的意义为: 求出与y相关性(正相关或负相关的绝对
值)最高的一个分量xi, 并乘以符号系数s(s ∈ {−1,

+1}, 表示xi与y是正相关还是负相关)作为分类指
标.

至于AdaBoost算法中的迭代次数M , 本文选择
为D, 一方面保证每个分量都至少有一次可能的参
与分类器作用的机会,另一方面限制迭代数量过多,
因为这一迭代过程嵌套在外层EDAs框架的迭代过
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程之中. 为了加快训练算法的寻优过程,当αmD<1
时,即认为当前的弱分类器的作用已经可以忽略不
计,并退出迭代过程,直接输出分类器. 每轮迭代的
时间复杂度为O(D2N).

4 计计计算算算机机机实实实验验验(Computer experiments)
为了测试CGS模型的效果, 本节使用2.5节中给

出的CGS–EDA算法以及第3节中给出的模型配置,
与几个典型的分布估计算法进行对比, 包括一阶
模型UMDA[9–10]、二阶模型BMDA[12–13]以及高阶模

型BOA[15]. 作为测试的目标函数为可加性降解函
数[10],即

F (x) =
L∑

i=1

fi(zi), (11)

其中zi是x的所有分量{xi|i = 1, 2, · · · , D}的一个
子集组成的向量. 不同的zi可以选择重叠的,即同时
包含某个分量xi. 这一类函数可以降解为更简单的
子问题,每个子问题对应着原问题的一个建筑块. 对
于精心构造的具有欺骗性的函数fi(·), 低阶的概率
模型将无法有效的捕捉到这些建筑块; 而随着zi维

数的增加,即使高阶的概率模型也将面临极大的困
难.

对于子函数fi(·), 下文将给出几种典型的函数,
对每种函数来说,其自变量的维数Ds都不相同.本文
按顺序选择前Ds个未使用的xi来构造子串zi. x的

维度D则选择为60. 为了方便描述fi(·)以及和其他
几种算法保持一致, 在本节中, 令S = {0, 1}, 所以
在使用CGS–EDA进行优化之前,需要进行一个简单
的变换将自变量变换至空间{−1,+1}:

X ′
i = 2Xi − 1. (12)

下面将使用相同参数的UMDA, BMDA, BOA以
及CGS–EDA分别优化目标函数,并重复100次,比较
输出的准最优值的分布情况.

优化器的参数设置为:最大迭代次数100,种群大
小1024, 淘汰比率0.5. 由于实验中选取的子问题的
维度最大不超过6, 即子问题的变量空间尺寸不超
过64,对于能有效进行降解的算法来说, 1024的种群
大小足以在其他变量的干扰下完整的探索子问题的

变量空间; 迭代次数的选择为100的原因在于, 本文
假定有效的算法在每次迭代中平均分离出的建筑块

数目的数量级不小于10−1. 使用该组参数,算法覆盖
到的变量空间为100× 1024 ≈ 105,只占总变量空间
的1/1013,这种比例对于暴力搜索来说太小了,无法
有效实现寻优.

下面分别给出5种不同的目标函数的优化结果和
结果分析.

4.1 Onemax函函函数数数(Onemax function)
Onemax函数统计自变量中1的个数,即

fonemax(x) =
D∑

i=1

xi. (13)

这个函数是典型的“分量无关”型函数, 即每个分
量独立的为总的函数值做贡献. 该函数在所有变量
取1时取到最大值D,并且没有局部极小点. 4种优化
器的优化结果如图3所示.

图 3 Onemax优化结果

Fig. 3 Optimization result on onemax

对于这种分量无关的函数, 所有优化算法的表
现都很好, 几乎所有 100次实验都得到了全局最优
值60.

4.2 Quadratic函函函数数数(Quadratic function)
Quadratic函数的定义如下:

fquadratic(x) =
L∑

i=1

f2(zi), (14)

其中f2(·)是一个双变量的二次函数:

f2(z1, z2) = 0.9− 0.9(z1 + z2) + 1.9z1z2, (15)

f2(z)的取值情况为如图4所示.

图 4 f2取值分布情况

Fig. 4 Value distribution of f2

f2包含一个最优点和一个次优点,且分布位置基
本对称,最优点的吸引域略大于次优点.



312 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

显然, fquadratic(x)在所有变量取1时取到最大值
D/2,同时还含有一些局部极小点,这些局部极小点
对应着某些zi = (0, 0)的情况. 几种优化算法的优
化结果如图5所示.

图 5 Quadratic优化结果

Fig. 5 Optimization result on quadratic

由优化结果可以看出, BMDA和BOA非常善于解
决此类问题,能够有效捕捉到全局最优; UMDA表现
也非常好,但是有一小部分实验的结果比较差,靠近
最差的局部极大值27,甚至有一部分还低于27. 相比
于这几个算法, CGS–EDA的表现中庸的多, 绝大部
分实验都未能得到全局最优,但是所有解都比较靠
近全局最优,没有太差的结果.

4.3 Deceptive–3函函函数数数(Deceptive-3 function)
Deceptive–3函数的定义如下:

fdeceptive−3(x) =
L∑

i=1

f3(zi), (16)

其中f3(z)只与z中1的个数u有关:

f3(z) =





0.9, u = 0,

0.8, u = 1,

0, u = 2,

1, u = 3.

(17)

这里的z为3维向量,函数值分布如图6所示.

图 6 f3取值分布情况

Fig. 6 Value distribution of f3

当z = (1, 1, 1)时, f3(z)取到最大值1; 当z =
(0, 0, 0)时, f3(z)取到次大值0.9. 次优点(0, 0, 0)的
吸引域比最优点(1, 1, 1)的吸引域要大,这是因为次
优点的邻近点(含有1个1的点)的评价值比最优点的
邻近点(含有2个1的点)更大,所以次优点的邻近点更
容易在进化过程中被保留从而引导种群向次优点发

展,而最优点的邻近点则被淘汰从而阻隔了向最优
点探索的路径.

相应地, fdeceptive−3(x)在所有变量取1时取到全
局最优值D/3,另外包含许多局部极大点,这些局部
极大点均对应着某些zi = (0, 0, 0)的情况. 几种优化
算法的优化结果如图7所示.

图 7 Deceptive–3优化结果

Fig. 7 Optimization result on deceptive–3

由优化结果可以看出, UMDA对于该问题已经完
全无能为力, 全部100次实验的结果都得到最差的
局部极大值18; BMDA和BOA的效果依然非常好,但
相比于quadratic函数的实验结果, 性能开始有些下
降; 相比于这两个算法, CGS–EDA的表现依然比较
中庸,绝大部分实验都未能得到全局最优,但是所有
解都比较靠近全局最优,没有太差的结果.

4.4 Trap–5函函函数数数(Trap–5 function)
Trap–5函数的定义如下:

fTrap−5(x) =
L∑

i=1

f5(zi), (18)

其中f5(z)只与z中1的个数u有关:

f5(z) =





5− u, u < 5,

5, 其他.
(19)

这里的z为5维向量, 其函数值分布情况与图6类似,
但是处于一个5维的超立方体中. 当z的所有分量

全为1时, f5(z)取到最大值5;当z 所有分量全为0时,
f5(z)取到次大值4. 与f3类似, f5的次优点的吸引域

比最优点的吸引域要大, 因为次优点的邻近点(含
有1个1)以及次邻近点(含有2个1)的评价值比最优点
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的邻近点(含有4个1)和次邻近点(含有3个1)的评价
值更大,所以次优点的附近的值比最优点附近的值
更容易在进化过程中被保留并吸引种群的进化方

向.

相应地, fTrap−5(x)在所有变量取1时取到全局

最优值D,另外包含许多局部极小点,这些局部极小

点均对应着某些zi为全0向量的情况. 几种优化算法

的优化结果如图8所示.

图 8 Trap–5优化结果

Fig. 8 Optimization result on trap–5

由优化结果可以看出, UMDA对于更高阶的问题
仍旧无能为力,全部100次实验的结果都得到最差的
局部极大值48; BMDA和BOA的效果则出现大幅度
的下降, 其中BMDA绝大部分实验都仅得到最差的
局部极大值48, 而BOA的结果则分布在48和全局最
优值60之间; 相比于这几个算法, CGS–EDA的表现
则稳定得多,所有结果仍然聚集在全局最优附近,尽
管取得全局最优的比例仍然很少,但是作为对比的
其他算法则一次都没有取得全局最优.

4.5 Trap–6函函函数数数(Trap–6 function)

Trap–6函数的定义与Trap–5类似, 只是zi使

用6维向量来代替. 函数性质方面也与trap–5类似,

只是变量间的耦合程度更高. 几种优化算法的优化
结果如图9所示.

图 9 Trap–6优化结果

Fig. 9 Optimization result on Trap–6

由优化结果可以看出, CGS–EDA取得压倒性的
结果,其他3种优化算法已经几乎完全陷入最差的局
部最优,而CGS–EDA的结果仍旧十分稳定.

4.6 结结结果果果分分分析析析(Analysis on results)
表2给出了对于不同测试函数,各种分布估计算

法在100次实验中的最好结果和平均结果.为了便于
对比不同的测试函数,这些值都进行了归一化处理,
归一化方式如下:

fitnorm =
fitpratical − fitlocal−opt

fitglobal−opt − fitlocal−opt

, (20)

其中: fitpratical为优化算法实际计算得到的结

果, fitglobal−opt和fitlocal−opt分别表示全局最优点(即
全1向量)和评价值最小的一个局部最优点(即全0向
量)的评价值.

几种传统的分布估计算法在解决变量轻度耦合

的问题时表现非常出色,相对来说CGS–EDA的结果
较为中庸,获得全局最优的比例并不多,但是所有实
验的结果都在全局最优附近,没有特别差的结果.

表 2 优化结果对比
Table 2 contrast on results of optimizations

CGS–EDA BOA BMDA UMDA
测试函数

最好 平均 最好 平均 最好 平均 最好 平均

onemax 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
quadratic 0.867 0.749 1.000 0.999 1.000 1.000 1.000 0.955

deceptive–3 0.950 0.808 1.000 0.953 1.000 0.972 0.100 0.014
Trap–5 1.000 0.791 0.833 0.553 0.583 0.038 0.000 0.000
Trap–6 1.000 0.771 0.200 0.022 0.000 0.000 0.000 0.000
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随着子函数自变量维度的增加,几种传统的分
布估计算法的效果逐渐降低以至于几乎完全陷

入局部极小,而CGS–EDA依然表现出稳定的性能,
如图10所示.

对于所有这些测试函数, CGS–EDA得到的解
都有规律的分布在全局最优解附近, 说明相较于
传统算法, 该算法在处理一般性的优化问题上性
能更为优秀.

图 10 优化结果对比

Fig. 10 Contrast on results of optimizations

为了理解这一结果,需要引入模型复杂度的概
念[23]. 算法的性能很大程度上取决于抽样得到的
新样本集的质量,而这取决于模型的预测能力. 模
型越简单,就越难精确逼近真实的概率分布,这导
致预测出现较高的“偏倚”; 模型越复杂, 虽然逼
近能力更强,但带来了更高的结构风险,这导致预
测包含较高的“方差”. 而最终的预测误差是由偏
倚和方差两部分共同决定的,如图11所示.

图 11 预测误差与模型复杂度

Fig. 11 Prediction error and model complexity

对于UMDA和BMDA来说,由于模型自身的限
制(仅对局部建模), 只能描述较轻的耦合关系,随
着子问题维度的增加, 这两种模型的偏倚越来越
大,导致最终的预测结果价值不大. BOA由于引入
了贝叶斯网络来描述一般性的依赖关系, 理论上
可以对任意分布建模,但是模型复杂度太高,导致
数据集中的噪声(来自其他子问题的干扰)很容易
被错误的耦合进模型,导致预测结果不可靠.

CGS–EDA在这些问题上表现好的原因, 很大
程度在于条件概率分布的引入. 一方面, 条件

概率分布fXi|X(i)(xi|x(i))在建模时使用了全局信
息(即表达式的值取决于所有变量的值), 另一方
面,由于使用了D个条件概率分布,整个联合概率
分布fX(x)的复杂度分散到了每个条件概率分布
之中,导致这里可以使用较为简单的模型(例如本
文中使用的线性模型)来对条件概率分布建模,从
而降低了模型的结构风险. 例如对于f3, f5, f6, 都
能用如下函数来近似描述其条件概率的分布:

f̂Xi|X(i)(xi|x(i)) =
1

1 + e(1Tx(i)−D+0.5)(2xi−1)
.

(21)

当其他分量不全为1时, xi倾向于取0;当其他分量
全为1时, xi倾向于取1. 而该分布对应的分类界面
就是一个线性函数

g(x(i)) = 1Tx(i) −D + 0.5. (22)

当然, 存在着更复杂的优化问题, 使得条件概
率分布的形式更复杂, 以至于线性模型太粗糙而
效果不佳. 这种情况下, 可以通过配置CGS模型,
使用更复杂的分类器(例如二次分类函数等)来降
低偏倚,从而在偏倚和方差之间形成新的折衷,最
大程度的限制算法性能的衰退; 而其他几种算法
在这种情况下则无可避免的面临性能的急剧恶化.

5 结结结论论论(Conclusions)
计算机实验结果表明,在求解可加性降解函数

的最优化问题时, 使用本文提出的基于CGS模型
的分布估计算法在有限轮迭代的过程中能够得到

较好的准最优解, 并且随着子问题耦合程度的增
加,算法的表现依然稳定,这说明CGS模型显著提
高了分布估计算法的通用程度.
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