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摘要:文章研究了一个Qi系统的Hopf分岔控制问题.根据计算的极限环曲率系数,判定原系统的Hopf分岔类型,
并采用washout滤波器控制该系统的分岔行为.首先讨论了控制器的线性增益对Hopf分岔点位置的影响,然后引入
规范形计算方法,求出受控系统的Hopf分岔规范形. 分析了规范形中系数对控制参数的选择原则所产生之影响,以
及对Hopf分岔类型及极限环幅值的影响.理论和仿真结果表明,控制器的线性增益能使原系统的Hopf分岔点延迟
或消失,而非线性增益能则改变极限环的稳定性和极限环幅值的大小. 最后把washout滤波器和线性控制器的控制
效果作了对比,发现washout滤波器比之线性控制器具有一定的优势.
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Bifurcation analysis and control of a Qi system based on normal form
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Abstract: This paper considers the Hopf bifurcation control for a particular dynamical system (Qi system). According
to the limit cycle curvature coefficient, we determine the Hopf bifurcation type for the original system, and then the washout
filter is adopted to control the Hopf bifurcation. Firstly, the influence of linear gain on the bifurcation point is analyzed;
and then, the normal form theory is applied to develop the Hopf bifurcation normal form of the controlled system. We
investigate the effects from the coefficients of the normal form on the parameter-selection criteria and the amplitude of the
periodic solution as well as the type of Hopf bifurcation of the controlled system. Theoretical and simulation results show
that the linear gain of the control function will delay or even eliminate the bifurcation point; while the nonlinear gain can
change the stability of limit cycles or the amplitudes of oscillations. Finally, a comparison between the linear controller and
the washout filter shows that the washout filter is superior to the linear control
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性动力系统分岔控制具有重要理论研究和

实际应用价值,被广泛应用于化工、机械电子、电力
系统及生物种群等方面[1–2]. 但目前对分岔控制的研
究现对较少,主要集中在非线性动力系统的混沌控
制和混沌同步方面[3–5]. 分岔控制的主要任务是设计
控制律改变非线性系统的分岔特性,获得所需要的
动力学行为,如通过改变控制器的线性部分提前、延
迟或消除Hopf分岔的发生, 通过改变控制器的非线
性部分控制分岔产生的周期解振幅大小等[6–8]. 文献
[9]采用自适应方法研究了一个四维Qi系统的混沌
同步问题,文献 [10]采用线性与非线性状态反馈,实
现了对四维Qi系统零平衡点的Hopf分岔反控制.文
献 [11]通过非线性状态反馈研究了一个四维Qi系统

的极限环幅值控制问题.文献[12]分析了一个三维四
翼Qi混沌系统解的稳定性问题, 并采用washout滤
波器控制系统在零平衡点的分岔行为,但只讨论了
控制器的线性部分对分岔行为的影响,并且对具体
的分岔类型没有进行理论推导. 本文在文献 [12]的
基础上, 详细研究了系统的分岔类型, 给出理论推
导,并采用washout滤波器控制系统的分岔行为,首
先讨论了线性增益对分岔位置的影响.然后引入规
范形(normal form)计算方法, 求出系统的Hopf分岔
规范形,通过规范形系数讨论控制参数的选择原则
及对Hopf分岔类型及周期解振幅的影响. 最后对
washout滤波器和线性控制器的控制效果进行对比,
得出washout滤波器相对于线性控制器具有一定的
优势,并对理论结果给出数值仿真. 另外,文章中的
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一些计算结果是采用MATLAB软件得出的, 部分取
的是近似值.

2 系系系统统统分分分岔岔岔分分分析析析(Bifurcation analysis)
考虑三维Qi系统




ẋ = a(y − x) + yz,

ẏ = cx + dy − xz,

ż = −bz + xy,

(1)

其中a, b, c, d为系统参数, 这里, 本文只研究系统零
平衡点O(0, 0, 0)的分岔情况. 为与已有文献结果比
较[12],选定b = 43, c = −18, d = 14, a为分岔参数,
当a = a0 = 14时,系统(1)发生Hopf分岔. 下面判断
分岔类型. 当取上述参数条件时, 系统(1)在平衡点
O(0, 0, 0)的线性化矩阵为

A =



−14 14 0
−18 14 0
0 0 − 43


 .

矩阵A对应特征值为

λ1,2 = ±7.48331i, λ3 = −43.

令X = TU ,其中:

T =




0.58333 − 0.311805 0
0.75 0 0
0 0 1


 .

X = [x y z]T, U = [u1 u2 u3]T,

则系统(1)可化为如下标准型:



u̇1 = −7.48331u2 + g1(u1, u2, u3),
u̇2 = 7.4831u1 + g2(u1, u2, u3),
u̇3 = −43u3 + g3(u1, u2, u3),

(2)

其中



g1(u1, u2, u3) = 0.41574u2u3 − 0.77777u1u3,

g2(u1, u2, u3) = −3.86042u1u3 + 0.77777u2u3,

g3(u1, u2, u3) = 0.437498u2
1 − 0.23385u1u2.

(3)

将式(3)代入文献[13]中的计算公式,得




G110 = −2.13808i, w11 = 0.00254,

w20 = 0.00189 + 0.00202i, g20 = 0, g11 = 0,

G21 = 0, G101 = −0.77777− 1.72234i.
(4)

将上述数据代入下式:

σ1 = Re{g20g11

2ω0

i + G110w11 +
G21 + G101w20

2
}.
(5)

计算得σ1 = 0.001 > 0,所以,原系统Hopf分岔类型
为亚临界,极限环不稳定,产生增幅振荡. 如图1–2所
示.

图 1 a = 14时,系统(1)波形图

Fig. 1 Waveform chart of system(1) with a = 14

图 2 a = 14时,系统(1)相图

Fig. 2 Phase chart of system (1) with a = 14

3 系系系统统统分分分岔岔岔控控控制制制(Bifurcation control)
取参数b = 43, c = −18, d = 14,对系统(1)施加

washout滤波器控制得:



ẋ = a(y − x) + yz,

ẏ = −18x + 14y − xz+
k1(y − ξv) + k2(y − ξv)3,

ż = −43z + xy,

v̇ = y − ξv,

(6)

其中: ξ为滤波器常数, k1, k2分别为线性增益和非

线性增益, 显然, washout滤波器没有改变原系统的
平衡点O(0, 0, 0).

3.1 线线线性性性控控控制制制(Linear control)
当a = a0 = 14, ξ = 0.1, k2 = 0, k1 6= 0时,系

统(6)在平衡点O的线性化矩阵对应的特征方程为

(λ + 43)[λ3 + (0.1− k1)λ2 +

(56− 14k1)λ + 5.6] = 0. (7)

根据Routh-Hurwitz条件,式(7)的根均具负实部的充
要条件为

0.1− k1 > 0, (0.1− k1)(56− 14k1) > 0,

即k1 < 0,此时系统(6)在平衡点O渐近稳定,说明当
控制器的线性部分满足一定条件时, 可以使原系统
的Hopf分岔行为消失. 如取ξ = 0.1, k2 = 0, k1 =



658 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

−1时,式(7)的根为λ1, 2 = −0.5099± 8.3461i, λ3 =
−0.08, λ4 = −43特征根均为负实部,所以,系统(6)
在平衡点O渐近稳定, 原系统的Hopf分岔行为得到
控制并稳定到平衡点O,如图3–4所示.

图 3 a = 14, ξ = 0.1, k2 = 0, k1 = −1时,系统(6)相图
Fig. 3 Phase chart of system (6) with a = 14, ξ = 0.1,

k2 = 0, k1 = −1

图 4 a = 14, ξ = 0.1, k2 = 0, k1 = −1时,系统(6)波形图
Fig. 4 Waveform chart of system (6) with a = 14, ξ = 0.1,

k2 = 0, k1 = −1

当ξ = 0.1, k2 = 0, k1 6= 0, a 6= 14时,系统(6)在
平衡点O的线性化矩阵对应的特征方程为

(λ + 43){λ3 + (a + 0.1− k1 − 14)λ2 + [a(−k1 −
14) + 18a− 1.4]λ + 1.8a} = 0. (8)

根据Routh-Hurwitz条件,式(8)的根全具负实部的充
要条件为

a + 0.1− k1 − 14 > 0, a > 0,

(a + 0.1− k1 − 14)[a(0.1− k1 − 14) +

18a− 1.4] > 1.8a.

假设式(8)有一对纯虚特征根±iw, 代入式(8), 然后
根据方程等式两边实部与虚部系数分别相等, 计算
得

(a + 0.1− k1 − 14)[a(0.1− k1 − 14) +

18a− 1.4] = 1.8a,

即

(4.1− k1)a2 + (k2
1 + 9.8k1 − 60.19)a +

1.4k1 + 19.46 = 0. (9)

此时,系统(6)在平衡点O发生Hopf分岔,令

∆ = (k2
1 + 9.8k1 − 60.19)2 −

4(4.1− k1)(1.4k1 + 19.46),

f(a) = (4.1− k1)a2 + (k2
1 + 9.8k1 −

60.19)a + 1.4k1 + 19.46.

若k1满足下列不等式:



k1 > 0.1,

4.1− k1 > 0,

∆ > 0,

f(14) > 0,

或





k1 > 0.1,

4.1− k1 < 0,

∆ > 0,

f(14) < 0,

则系统(6)在分岔参数a > 14处发生Hopf分岔. 说明
当控制器的线性增益满足一定条件时, 可使原系统
Hopf分岔行为延迟. 如取 ξ = 0.1, k2 = 0, k1 =
0.9683,系统(6)在a = 15 > a0处发生亚临界Hopf分
岔,极限环不稳定,产生增幅振荡,如图5所示. 此时
系统(6)对应的线性化矩阵有一对纯虚特征根λ1,2 =
±w0i = ±6.7509i和两个负根λ3 = −0.1316, λ4 =
−43,特征根λ1,2(a)在a = a0处对a的导数的实部为

a′(0) = −0.4958. (10)

图 5 当ξ = 0.1, k2 = 0, k1 = 0.9683时,系统(6)相图
Fig. 5 Phase chart of system (6) with ξ = 0.1, k2 = 0,

k1 = 0.9683

综上讨论知,当控制器的线性增益满足一定条件
时,可延迟或消除原系统的Hopf分岔行为,但不改变
原系统分岔类型.

3.2 非非非线线线性性性控控控制制制(Nonlinear control)
当取ξ = 0.1, k1 = 0.9683, a = 15时,系统(6)的

线性和非线性部分分别为

B =




−15 15 0 0
−18 14.9683 0 − 0.0968
0 0 − 43 0
0 1 0 − 0.1


 ,

f(X̃) =




yz

−xz + k2(y − 0.1v)3

xy

0


 ,
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其中X̃ = [x y z v]T,由上面讨论知,矩阵B有一对

纯虚特征根λ1, 2 = ±6.7509i,设对应特征向量为ϕ,

ϕ̄,其中

ϕ =




−0.652250 + 0.152362i
−0.720822− 0.14118i

0
−0.022490 + 0.106440i


 .

根据文献 [7]中提出的计算 normal form的直接方法,
引入变换:

X̃ = ϕu + φ̄ū +
∑

j+k>2

Hjku
jūk. (11)

即可求得方程的Hopf分岔normal form

u̇ = 6.7509iu + Cu2ū, (12)

其中C = 〈ψ, F21〉, ψ满足(BT − 6.7509iI)ψ = 0及
〈ψ, ϕ〉 = 1,解得

ψ =




−0.340503− 1.782630i
−0.384823 + 1.613229i

0
−0.023052− 0.005859i


 .

将非线性变换(11)代入非线性项中整理成关于u, ū

的多项式形式

f(X̃) =
∑

j+k>2

Fjku
jūk, (13)

其中F21为u2ū对应的系数向量:

F21 = (F21,1, F21,2, F21,3, 0)T, (14)

其中:

F21,1 = ϕ̄2H20,3 + ϕ2H11,3 =

−0.022219 + 0.000624i,

F21,2 = −(ϕ1H11,3 + ϕ̄1H20,3) +

(ϕ2 − 0.1ϕ4)2(ϕ̄2 − 0.1ϕ̄4)k2 =

0.020916− 0.003462i + (−0.387598−
0.081898i)k2,

F21,3 = ϕ̄1H20,2 + ϕ1H11,2 + ϕ̄2H20,1 +

ϕ2H11,1 = F21,4 = 0.

上式中, Hjk,m表示向量Hjk中的第m个元素,其中:

H11 = −B−1F11, (15)

H20 = [2iω0I −B]−1F20, (16)

I为与B同阶的矩阵.

F11 = [0 0 ϕ1ϕ̄2 + ϕ̄1ϕ2 0]T =

[0 0 0.897288 0]T, (17)

F20 = [0 0 ϕ1ϕ2 0]T =

[0 0 0.491677− 0.017735i 0]T. (18)

经计算得

H11 = [0 0 0.020867 0]T,

H20 = [0 0 0.010525− 0.002892i 0]T.

由以上各式,计算C得

C = 0.006214 + 0.281276k2 +

(0.074470− 0.593768k2)i. (19)

所以,受控制系统的normal form为

u̇ = 6.7509iu + [0.006214 + 0.281276k2 +

(0.074470− 0.593768k2)i]u2ū. (20)

由式(10)知α′(0) < 0, 根据Hopf分岔理论, 当
Re(C) < 0, 即k2 < −0.02209时, 系统(6)在a = 15
处发生超临界Hopf分岔,原系统分岔类型被改变,不
稳定极限环变为稳定极限环,并且极限环幅值会随
着k2的减小而减小,如图6–7所示. 这说明,控制器的
非线性增益能改变原系统的分岔类型和极限环幅

值.另外,由式(19)知,当k2 = 0时, Re(C) > 0,系统
为亚临界Hopf分岔,与前面2.1节中的讨论相符合.

图 6 当a = 15, ξ = 0.1, k1 = 0.9683, k2 = −0.05时,
系统(6)极限环

Fig. 6 Limit cycles of system (6) with a = 15, ξ = 0.1,

k1 = 0.9683, k2 = −0.05

图 7 当a = 15, ξ = 0.1, k1 = 0.9683, k2 = −1.5时,
系统(6)极限环

Fig. 7 Limit cycles of system (6) with a = 15, ξ = 0.1,

k1 = 0.9683, k2 = −1.5
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3.3 控控控制制制方方方法法法对对对比比比(Control method comparison)
取参数b = 43, c = −18, d = 14,当a = 14时系

统(1)发生Hopf分岔,此时对系统(1)施加线性控制器
得 




ẋ = 14(y − x) + yz,

ẏ = −18x + 14y − xz + k1y,

ż = −43z + xy,

(21)

其中k1为线性增益,显然,施加控制器后并没有改变
原系统的平衡点O(0, 0, 0). 当取k1 =−1时,系统(21)
的线性化矩阵对应的特征方程有一对纯虚特征

根λ1,2 = −0.5 ± 8.3516i和一个负根λ3 = −43. 特
征根均具负实部, 所以系统(21)在平衡点O渐近稳

定,即施加控制后原系统Hopf分岔行为消失,并逐渐
稳定到平衡点O. 如图8所示.

图 8 a = 14, k2 = 0, k1 = −1时,系统(21)波形图
Fig. 8 Waveform chart of system (21) with

a = 14, k2 = 0, k1 = −1

从图 4和图 8可以看出, 在同样的参数条件下,
washout滤波器使原系统Hopf分岔行为消失的速度
比线性控制器使原系统Hopf分岔行为消失的速度
快、效率高. 所以,相对于线性控制器而言, washout
滤波器具有一定的优势.

4 结结结论论论(Conclusions)
研究了一个Qi系统的Hopf分岔行为及分岔控制

问题,通过计算极限环曲率系数判定了系统的Hopf
分岔类型,并采用washout滤波器控制器控制系统的
分岔行为. 首先, 判定了控制的线性部分对Hopf分
岔点的影响,然后引入直接normal form计算方法,求
出系统的Hopf分岔规范形, 通过规范形系数讨论了
控制参数的选择原则及对Hopf分岔类型及周期解振
幅的影响, 讨论结果表明, 控制器的线性增益能延
迟甚至消除系统的Hopf分岔, 控制器的非线性增益
能改变Hopf分岔的类型和周期解振幅大小. 最后对
washout滤波器和线性控制器的控制效果进行对比,
得出washout滤波器相对于线性控制器具有一定的
优势.
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