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摘要:动态系统可控性同是经典和量子控制中研究的一个基本问题,本文研究了单自旋和双自旋量子系统的可
控李代数的计算.首先基于量子系统可控的等价性条件,通过单量子系统Hamiltonian算符的李括号运算,给出了与
基系数相关的系统可控的充要条件.然后利用Cartan分解方法构造了李代数su(4)的矩阵基,同时根据可控性基本
定理提出了Hamiltonian算符多重李括号的计算方法及系统的可控性判据.
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Calculations of the controllability Lie algebra for spin quantum systems
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Abstract: Controllability of dynamical systems is a fundamental problem for both classical control as well as quantum
control. This paper focuses on investigating the controllability Lie algebra of single-spin and two spin quantum systems.
Firstly, based on the equivalent controllability conditions of quantum systems, some general necessary and sufficient con-
ditions related to the basis coefficients are obtained by computing Lie brackets of Hamiltonian operators for single-spin
quantum systems. Secondly, the matrix basis of Lie algebra su(4) is generated by Cartan decomposition. Using the matrix
basis and employing the controllability theorem of quantum system, a calculation method of multiple Lie brackets for the
Hamiltonian operators and a controllability criterion of quantum systems are also put forward in this article.
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1 引引引言言言(Introduction)
量子系统控制的理论问题中最早吸引众多数学家

研究的是量子系统的可控性问题[1–2]. 但是由于系统
本身的复杂性,目前对于量子系统可控性研究主要基
于李群李代数的分解及图论的方法,且集中在有限维
的模型上 [1, 3].
最早提出量子系统可控性概念的是美国华盛顿大

学G. M. Huang和T. J. Tarn于1983年在《J.Math.Phy.》
中发表了名为“On the controllability of quantum-me-
chanical systems”的论文[4]. 该论文首先在理论上对
线性量子系统的可控性进行研究,成功获得了量子系
统在某一特定的Hilbert空间有限维子流形上的全局
可控性条件,同时利用李代数方法对无限维空间量子
系统的可控性进行了一些数学上的讨论,从大的方向
上对量子系统的控制进行了一些展望. 近年来,随着
越来越多研究人员的参与,量子系统可控性研究也取
得了一定的成果,特别是许多特殊情况下的有限维系
统已被解决. 2003年, Albertini和D’Alessandro对有限

维量子系统定义了算符可控性、纯态可控性、等价态

可控性,并根据李群李代数理论给出各种可控性判据,
同时建立了不同可控性概念的联系[5]. Schirmer等人
根据动力李群和李代数的概念针对量子系统又提出

一种量子观测可控性定义,并且针对有限能级量子系
统完全可控性的一些限定条件[6], D.D’Alessandro利
用李代数结构分解的方法研究了n维量子系统的可控

性[7], C.Altafini基于图论的连通性定理得到了n维量

子系统可控的充分条件[8]. 对于无限维量子系统的可
控性研究还处于起步阶段,少数人运用一些新的方法
或者把有限维推广到无限维的方法来研究无限维系

统的可控性[9–10].

本文将在以上研究结果的基础上,进一步计算分
析单自旋和双自旋量子系统的可控性. 第2部分介绍
了李代数相关的李括号计算结果及预备定理. 第3部
分由量子系统算符可控的基本定理得到了单自旋量

子与基系数相关的系统可控的充要条件.第4部分利
用李代数的Cartan分解构造了双自旋量子系统Hamil-
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tonian算符的矩阵基,通过基系数表示进行算符的算
符多重李括号运算,进而通过计算系数矩阵来判定系
统的可控性.

2 李李李代代代数数数预预预备备备知知知识识识(Lie algebra preliminaries)
定定定义义义 1 李代数su(2n)是由复数域C上的斜厄米

矩阵组成的集合,即

su(2n) = {A | A† + A = 0, A ∈ C2n×2n}, (1)

这里A†表示矩阵A的共轭转置.

由于Hamiltonian算符H是厄米算符,即H = H†,
因而−iH ∈ su(2n).

定义泡利矩阵σx, σy, σz及单位阵σI:



σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
,

σz =

[
1 0
0 −1

]
, σI =

[
1 0
0 1

]
.

(2)

泡利矩阵σx, σy, σz是厄米矩阵,进而有− i
2
σx,

− i
2
σy, − i

2
σz ∈ su(2),且为su(2)的一组基.设

λ1 = − i
2
σx, λ2 = − i

2
σy, λ3 = − i

2
σz. (3)

{λi}3
i=1有如下关系

[7]:

[λ1, λ2] = λ3, [λ2, λ3] = λ1, [λ3, λ1] = λ2, (4)

λ1λ
†
1 = λ2λ

†
2 = λ3λ

†
3 =

1
4
σI. (5)

注注注 1 这里李括号对易运算定义为[A, B] := AB −
BA;反对易运算定义为{A, B} := AB + BA.

反对易括号运算有如下等式成立:

{λi, λj} =
1
2
δijσI, {λi, σI} = 2λi, (6)

其中i, j = 1, 2, 3.

引引引理理理 1[11] 李代数su(4)的直和分解su(4) =`⊕
M,这里`,M分别表示为

` = span
1
2
i{σx ⊗ σI, σy ⊗ σI, σz ⊗ σI, σI ⊗ σx,

σI ⊗ σy, σI ⊗ σz}, (7)

M = span
1
2
i{σx ⊗ σx, σx ⊗ σy, σx ⊗ σz, σy ⊗ σx,

σy ⊗ σy, σy ⊗ σz, σz ⊗ σx, σz ⊗ σy, σz ⊗ σz}.
(8)

引理1的直和分解是su(4)空间的Cartan分解,且满足

[`, `] ⊂ `, [`,M] = M, [M,M] ⊂ `. (9)

引引引理理理 2[11] 对多量子系统(见式(15))由算符矩阵
张成的可控李代数su(2n),令{

su`(2n)=span{A⊗ σz, B ⊗ σI, iInz},
suM(2n)=span{A⊗ σx, B ⊗ σy, iInx, iIny},

(10)

其中: Inτ = σI⊗σI⊗ · · ·⊗σI⊗στ , στ在第n位上, τ
= {x, y, z};且这里A,B ∈ su(2n−1).

则李代数su(2n)有直和分解su(2n) = su`(2n)⊕
suM(2n),且




[su`(2n), su`(2n)] ⊂ su`(2n),

[su`(2n), suM(2n)] = suM(2n),

[suM(2n), suM(2n)] ⊂ su`(2n).

(11)

对于多量子系统算符矩阵的李括号运算有如下引理:

引引引理理理 3[12–13] 给定矩阵A1, · · · , An, B1, · · · , Bn

∈ su(2),则A1 ⊗ · · · ⊗An和B1 ⊗ · · · ⊗Bn的李括号

运算可由下式给出:
[A1 ⊗ · · · ⊗An, B1 ⊗ · · · ⊗Bn] =
∑ 1

2n−1
((A1, B1)⊗ (A2, B2)⊗ · · · ⊗ (An, Bn)),

(12)
其中每个被加项中的括号(·, ·)是{

[·, ·], k是奇数时,有k次,

{·, ·}, n− k次,
(13)

求和是指当 k为奇数时,所有可能(不重复)的[·, ·]和
{·, ·}的组合.

3 单单单自自自旋旋旋量量量子子子系系系统统统的的的可可可控控控性性性(Controllability
of single-spin quantum systems)

3.1 量量量子子子系系系统统统的的的可可可控控控性性性(Controllability of quantum
systems)
量子控制系统的量子态用Hilbert空间的态矢

|ψ(t)〉描述,它随时间演化遵循Schrodinger方程[14]:

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉. (14)

量子控制的主要目的是用外部场控制微观系统的

量子态. 因此,外部控制场u(t)通过Hamiltonian算符
H(H = H0 + uH1)影响控制系统状态. 通过幺正变
换|ψ(t)〉 = X(t)|ψ(0)〉,系统(14)转化为矩阵双线性
模型[15]:

Ẋ(t) = [H0 + u(t)H1]X(t), X(0) = I2n×2n , (15)

这里: H0 = −iH0, H1 = −iH1, X(t) ∈ U(2n),且

U(2n) = {X ∈ C2n×2n |X†X = I2n×2n}.
定定定义义义 2[15] 对任意的幺正算符X(t) ∈ U(2n),

存在一个容许的控制场u(t),使得量子系统(15)从
X(0) = I演化到X(t),则称该系统是算符可控的(本
文中所提到的可控性均为算符可控性).

引引引理理理 4[5] 量子系统(15)是算符可控的充要条件
是矩阵H0,H1生成的李代数空间等价于su(2n). 由
H0, H1生成的李代数{H0,H1}LA表示为

span{H0,H1} = {H0,H1, adH0H1, ad2
H0
H1,

· · · , adk
H0
H1, · · · }, (16)
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这里: adk
H0
H1 = [H0, [H0, · · · , [H0,H1]]], k表示 k

重李括号运算.

显然,当{H0,H1}LA与su(2n)的维数相同时,系
统(15)是可控的,且su(2n)的维数为4n − 1.

3.2 单单单量量量子子子系系系统统统的的的可可可控控控性性性条条条件件件(Controllability
conditions of single quantum systems)
当n = 1时,量子系统(15)为单量子系统

Ẋ(t) = [H0 + u(t)H1]X(t), X(0) = I2×2, (17)

其可控李代数su(2)的维数为3,系统可控的充要条件
是dim{H0,H1}LA = 3. 当H0,H1线性无关时(否
则H0, H1线性相关时有 [H0,H1]=0,有dim{H0,

H1}LA 6 2,系统不可控),需进一步分析H0, H1,

[H0,H1]的线性关系.由于{λ1, λ2, λ3}su(2)的一组
基,对于系统(17)中的H0,H1,存在一组实参数mi, ni

∈ R(i = 1, 2, 3),满足下列等式:{
H0 = m1λ1 + m2λ2 + m3λ3,

H1 = n1λ1 + n2λ2 + n3λ3.
(18)

定定定义义义 3 令参数mi = 〈H0, λi〉, mi表示H0在λi

的投影值,其中〈H0, λi〉表示矩阵H0和λi的内积.受
文献[16]启发并利用式(5)有:

引引引理理理 5 对于参数{mi}3
i=1有以下等式恒成立:

mi = 〈H0, λi〉 = 2Tr(H0λ
†
i ). (19)

这里易证〈H0, λi〉为实数,进而H0, H1可改写成

H0 = 〈H0, λ1〉λ1 + 〈H0, λ2〉λ2 + 〈H0, λ3〉λ3, (20)

H1 = 〈H1, λ1〉λ1 + 〈H1, λ2〉λ2 + 〈H1, λ3〉λ3. (21)

对于内积运算〈·, ·〉有以下等式恒成立:

〈H0,H0〉=
3∑

i=1

m2
i 〈H1,H1〉 =

3∑
i=1

n2
i , (22)

〈H0,H1〉=
3∑

i=1

mini. (23)

对于矩阵H0,H1的李括号运算[·, ·]有以下等式恒
成立:

[H0,H1] = [
3∑

i=1

miλi,
3∑

j=1

mjλj] =

[(m2n3 −m3n2)λ1 + (m3n1 −m1n3)λ2 +

(m1n2 −m2n1)λ3],

〈[H0,H1], [H0,H1]〉 =

[(m2n3 −m3n2)2 + (m3n1 −m1n3)2 +

(m1n2 −m2n1)2]. (24)

定定定理理理 1 基于式(20)–(24)结论有下式恒成立:
〈H0,H0〉〈H1,H1〉 − 〈H0,H1〉2 =

〈[H0,H1], [H0,H1]〉. (25)

鉴于文献[17]及定理1相关结论,有以下定理:

定定定理理理 2 李代数su(2)空间任意给定的2个线性

无关矩阵H0和H1, H0, H1与[H0,H1]线性无关的充
要条件是

〈[H0,H1], [H0,H1]〉 6= 0. (26)

证证证 由H0, H1与[H0,H1]的线性无关性知其基系
数组成的矩阵行列式不等于零,即∣∣∣∣∣∣∣

m1 n1 m2n3 −m3n2

m2 n2 m3n1 −m1n3

m3 n3 m1n2 −m2n1

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

上述行列式经计算得

(m2n3 −m3n2)2 + (m3n1 −m1n3)2 +

(m1n2 −m2n1)2 6= 0.

由式(24)知〈[H0,H1], [H0,H1]〉 6= 0. 证毕.

定定定理理理 3 单量子系统(17)可控的充要条件是对算
符H0,H1,满足

〈H0,H0〉〈H1,H1〉 − 〈H0,H1〉2 > 0. (27)

证证证 充分性. 由定理1, 2知

〈[H0,H1], [H0,H1]〉 6= 0,

进而H0,H1和[H0,H1]是线性无关的,即

dim{H0,H1}LA > 3.

必要性. 由定理2知

〈H0,H0〉〈H1,H1〉 − 〈H0,H1〉2 > 0

当单量子系统可控时, dim{H0,H1}LA = 3.

若H0,H1是线性相关的,则有[H0,H1] = 0. 进而
dim{H0,H1}LA 6 2,这与系统可控相矛盾,故H0,

H1和[H0,H1]是线性无关的. 由定理2知

〈H0,H0〉〈H1,H1〉 − 〈H0,H1〉2 > 0.

证毕.

推推推论论论 1 单量子系统(17)算符可控的充要条件是
对任意的控制u ∈ R,均满足

〈H0 + uH1,H0 + uH1〉 > 0. (28)

证证证 根据已知条件对任意的u ∈ R有
〈H0 + uH1,H0 + uH1〉 =

〈H1,H1〉u2 + 2〈H0,H1〉u + 〈H0,H0〉2 > 0.

这 里〈H0,H0〉 > 0, 〈H1,H1〉 > 0,且〈H0,H1〉 ∈ R.
其等价于以u为参数的一元二次方程. 其中

∆ = 4(〈H0,H1〉2 − 〈H0,H0〉〈H1,H1〉) < 0

恒成立. 该式即定理3可控性条件. 证毕.

对单量子双输入控制u1, u2矩阵双线性系统

Ẋ(t) = [H0 + u1(t)H1 + u2(t)H2]X(t), (29)

其可控性需计算{H0,H1,H2}生成李代数空间的维
数. 当H0,H1,H2线性无关时,显然其维数为3,系统
(29)是可控的;若其中2个矩阵是线性相关且与另外一
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个矩阵线性无关时,可用单输入控制系统模型(17)的
相关方法进行判别.

4 双双双自自自旋旋旋量量量子子子系系系统统统的的的可可可控控控性性性(Controllability
of two spin quantum systems)
当n = 2时,量子系统(15)为双量子系统:

Ẋ(t) = [H0 + u(t)H1]X(t), X(0) = I4×4. (30)

系统的每一个单量子态都属于2维Hilbert空间H1,双
量子系统的状态可用4维的Hilbert空间H1 ⊗H2表示.
双量子系统模型的Hamiltonian算符H可由式(7)–(8)
的15个基元线性表出,具体形式如下:

θ1 =
i
2




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


 , θ2 =

i
2




0 0−i 0
0 0 0 −i
i 0 0 0
0 i 0 0


 ,

θ3 =
i
2




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0−1 0
0 0 0 −1


 , θ4 =

i
2




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 ,

θ5 =
i
2




0−i 0 0
i 0 0 0
0 0 0−i
0 0 i 0


 , θ6 =

i
2




1 0 0 0
0−1 0 0
0 0 1 0
0 0 0−1


 ,

θ7 =
i
2




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 , θ8 =

i
2




0 0 0−i
0 0 i 0
0−i 0 0
i 0 0 0


 ,

θ9 =
i
2




0 0 1 0
0 0 0−1
1 0 0 0
0−1 0 0


 , θ10 =

i
2




0 0 0 −i
0 0−i 0
0 i 0 0
i 0 0 0


 ,

θ11 =
i
2




0 0 0−1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0


 , θ12 =

i
2




0 0 −i 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0−i 0 0


 ,

θ13 =
i
2




0 1 0 0
1 0 0 0
1 0 0 −1
0 0−1 0


 , θ14 =

i
2




0−i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0


 ,

θ15 =
i
2




1 0 0 0
0−1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 .

由引理3及李代数su(4)空间在李括号运算的封闭
性(见式(9))得

[θα, θβ] = [
i
2
σi ⊗ σj,

i
2
σk ⊗ σl] ∈ su(4), (31)

其中: i, j, k, l ∈ {x, y, z, I}; θα, θβ ∈ K, K = {θh|h
= 1, 2, · · · , 15}.

由于K为 su(4)的一组基,对于算符H0,H1 ∈
su(4),存在实参数mi, nj ,满足

H0 =
15∑

i=1

miθi, H1 =
15∑

j=1

njθj, (32)

[H0,H1] =
i,j∈{1,2,··· ,15}∑

i<j

(nimj−njmi) [θi, θj]=
15∑

k=1

l1kθk. (33)

由式(31)计算得式(33)的系数l1k(k=1, · · · , 15)为




l11 = −(m2n3 −m3n2)− (m10n13 −m13n10)−
(m11n14 −m14n11)− (m12n15 −m15n12),

l12 = (m1n3 −m3n1) + (m7n13 −m13n7)+

(m8n14 −m14n8) + (m9n15 −m15n9),

l13 = −(m1n2 −m2n1)− (m7n10 −m10n7)−
(m8n11 −m11n8)− (m9n12 −m12n9),

l14 = −(m5n6 −m6n5)− (m8n9 −m9n8)−
(m11n12 −m12n11)− (m14n15 −m15n14),

l15 = (m4n6 −m6n4) + (m7n9 −m9n7)+

(m10n12 −m12n10) + (m13n15 −m15n13),

l16 = −(m4n5 −m5n4)− (m7n8 −m8n7)−
(m10n11 −m11n10)− (m13n14 −m14n13),

l17 = −(m2n13 −m13n2) + (m3n10 −m10n3)−
(m5n9 −m9n5) + (m6n8 −m8n6),

l18 = −(m2n14 −m14n2) + (m3n11 −m11n3)+

(m4n9 −m9n4)− (m6n7 −m7n6),

l19 = −(m2n15 −m15n2) + (m3n12 −m12n3)−
(m4n8 −m8n4) + (m5n7 −m7n5),

l110 = (m1n13 −m13n1)− (m3n7 −m7n3)−
(m5n12 −m12n5) + (m6n11 −m11n6),

l111 = (m1n14 −m14n1)− (m3n8 −m8n3)+

(m4n12 −m12n4)− (m6n10 −m10n6),

l112 = (m1n15 −m15n1)− (m3n9 −m9n3)−
(m4n11 −m11n4) + (m5n10 −m10n5),

l113 = −(m1n10 −m10n1) + (m2n7 −m7n2)−
(m5n15 −m15n5) + (m6n14 −m14n6),

l114 = −(m1n11 −m11n1) + (m2n8 −m8n2)+

(m4n15 −m15n4)− (m6n13 −m13n6),

l115 = −(m1n12 −m12n1) + (m2n9 −m9n2)−
(m4n14 −m14n4) + (m5n13 −m13n5).

(34)
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由引理4知量子系统的可控性判据主要是计算其
Hamiltonian算符生成的李代数空间的维数. 在式(32)
中令ni = l1i ,则通过式(34)计算可得[H0, [H0,H1]]在
基K下的系数l2i ;再令ni = l2i ,进一步迭代计算可得
到ad3

H0
H1在基K下的系数l3i ;这样一直做下去,令ni

= lji ,可得adj+1
H0
H1在基K下的系数lj+1

i . 最后,通过
由上述迭代计算得到的H0,H1多重李括号在各个基

下的系数矩阵来判断系统(30)的可控性.

若L为一个m× n矩阵,则L秩的定义为L中线性

无关的列向量(行向量)的个数. 于是,将此概念拓广到
行数和列数为无限的情形. 记具有可列个分量的实向
量全体为X ,即

X = {(x1, x2, · · · )T|xj ∈ R}. (35)

定义加法和数乘运算如下:

(x1, x2, · · · )T + (y1, y2, · · · )T =

(x1 + y1, x2 + y2, · · · )T,

γ(x1, x2, · · · )T = (γx1, γx2, · · · )T. (36)

∀(x1, x2, · · · )T, (y1, y2, · · · )T ∈ X, γ ∈ R. X关 于

上述加法和乘法构成一个线性空间. 对一个行数和列
数均为无限的矩阵L,可认为它是由(可列)无限个X

中的向量构成的向量组.

定定定义义义 4[18] 无限列(行)矩阵L的秩定义为:组成L

的列向量中线性无关向量组包含的最多可能的向量

的个数,而当L中存在无限个线性无关的向量时定义

矩阵L的秩为无穷大,即

rankL = sup{k|xn1 , xn2 , · · · , xnk
∈ X}, (37)

这里xn1 , xn2 , · · · , xnk
是线性无关的.

上面的定义对于行数有限、列数无限,或行数无
限、列数有限的矩阵同样也是适用的. 于是,若L的行

数或列数有限,则L的秩必有限.

定定定理理理 4 双自旋量子系统(30)算符可控的充要条
件是其Hamiltonian算符各个多重李括号运算下的基
系数矩阵L是行满秩的. 这里矩阵L为

L =




m1 n1 l11 · · · lj1 · · ·
m2 n2 l12 · · · lj2 · · ·

...
...

...
...

mi ni l1i · · · lji · · ·
...

...
...

...
m15 n15 l115 · · · lj15 · · ·




. (38)

基系数矩阵L的无限个列向量{X}∞i=1均属于欧氏

空间R15. 若矩阵L是行满秩的,则对L的任意列向量,
一定存在15个线性无关的向量将所有列向量线性表
出,进而满足dim{H0,H1}LA = 15,即

{H0,H1}LA = su(4),

由引理4知系统(30)是可控的.

以上主要通过构造李代数su(2)及su(4)空间的基
来表示Hamiltonian算符的多重李括号计算,并进一步
推导单自旋量子和双自旋量子系统的可控性. 当n >

2时,系统(15)的可控性研究方法可参照双自旋量子系
统的可控性判别思路,可由引理2中Cartan分解构造李
代数su(2n)空间的基{θi}4n−1

i=1 ,对于系统的Hamil-
tonian算符H0,H1 ∈ su(2n),存在实参数mi, nj ∈
R,满足

H0 =
4n−1∑
i=1

miθi, H1 =
4n−1∑
j=1

njθj, (39)

[H0,H1] =
i,j∈{1,2,··· ,4n−1}∑

i<j

(nimj − njmi) [θi, θj] =
4n−1∑
k=1

l1kθk.

(40)

通过计算式(40)中李括号[θi, θj],可得系数lk与mi,

nj的关系式;同理,令ni = li,由lk与mi, nj的关系式

可计算[H0, [H0,H1]]在基下的系数l2i ,再令ni = l2i ,
这样一直做下去;最后,通过迭代计算得到的H0,H1

多重李括号在各个基下的系数矩阵(有限行、无限列)
来判定系统(15)的可控性.

5 小小小结结结(Conclusion)
本文基于多重李括号的运算方法研究了自旋量子

系统的可控性问题.在文献[17]相关结论的基础上,通
过计算李代数空间的维数得到了单自旋量子与基系

数矩阵相关的系统可控的充要条件;同时利用李代数
的Cartan分解方法,构造了双(多)自旋量子系统Ha-
miltonian算符生成的李代数空间的矩阵基,并进一步
计算给出了双自旋量子系统的与基系数矩阵相关的

可控性判据,该方法较文献[5, 9]的可控性基本定理更
便于计算.
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