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摘要:研究了一类不确定随机Markov跳跃时滞系统的鲁棒H∞指数滤波问题.应用Lyapunov-Krasovskii稳定性理论
和广义Finsler引理,建立了滤波器存在的时滞相关条件,避免了使用模型变换方法和自由权矩阵方法所带来的保守性和
繁冗的计算,鲁棒H∞指数滤波器可通过求解联立线性矩阵不等式设计.数值例子说明了所采用方法的有效性.
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Abstract: The robust H∞ exponential filtering problem is investigated for a class of uncertain stochastic systems with
Markovian jump parameters and interval mode-dependent time-varying delays. By Lyapunov-Krasovskii theory and gen-
eralized Finsler lemma, novel delay-dependent sufficient conditions are obtained to guarantee the existence of desired
exponential H∞ filter, which can be constructed by solving simultaneous linear matrix inequalities. Neither model trans-
formations nor free-weighting matrices are involved; therefore, conservatism and computation burden resulting from them
can be avoided. Finally, a numerical example is provided to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在控制系统的设计及其信号处理中, H∞滤波问题

具有重要的理论和实际意义,受到了广泛的关注[1–15].
H∞滤波通过噪声测量来估计无法获得的状态变量,
使其对应的滤波误差关于参数、外部噪声等不确定性

具有一定的鲁棒抗干扰性能.与Kalman滤波相比,
H∞滤波的优势在于并不需要知道噪声信号的确切统
计特性[16].

时滞经常出现在诸如工程系统,种群生态系统,经
济金融系统等实际系统中,往往会导致系统性能降低
甚至不稳定[17],根据所获得的充分条件是否依赖时滞
信息,关于H∞控制与滤波问题的现有成果分为两类:
时滞无关条件[1–2]和时滞相关条件[3–14, 18–24]. 时滞系

统通常还会受到随机因素的影响,使得随机建模在发
挥重要作用,因此,随机时滞系统的H∞滤波问题引起
广泛关注[6, 8, 11–14, 20, 24]. 由于建模和测量误差,近似误
差等因素影响,动态系统经常会产生系数不确定性扰
动,同样会导致系统性能恶化,所以鲁棒H∞滤波问题
的研究也很重要[2–4, 9–14].

指数稳定性可以确保达到可接受的精度(合理的
估计误差方差)和实现快速收敛[5–6, 13–14, 25–28]. 模型变
换方法[29–30]、松弛变量方法[10, 30]和自由权矩阵方

法[31–33]广泛应用于处理时滞系统.然而,这些方法可
能对降低保守性效果不佳,所引入的自由变量确实增
加了计算复杂程度[34–35]. 为了同时降低保守性和计
算成本,基于Finsler引理,文献 [36–38]得到了确定性
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时滞系统稳定性的时滞相关条件.陈云等[26]提出随机

时 滞 系 统 的 广 义Finsler引 理(generalized Finsler
lemma, GFL),研究了随机常时滞系统的均方指数稳
定性问题[26–28].

Markov跳跃系统(Markovian jump systems, MJSs)
的状态变量包含两部分: 一个是用于描述模态的连续
时间有限状态的马尔科夫过程;另一个是微分(差分)
方程的状态变量. 包括MJSs在内的切换时滞系统适合
于结构和系统参数发生突变的动态系统的建模. 因此,
有关切换时滞系统的控制与滤波的研究引起广泛关

注[5–6, 9–10, 13–14, 18–23, 38]. 文献[21–22]利用平均驻留时
间方法研究了切换区间时变时滞系统的H∞滤波问题,
时滞类型更为一般,时滞可以是可导且导数有界或者
连续不可导的. 近年来,非线性随机系统H∞滤波与控
制引起很多学者的兴趣[5, 13–15, 23–24],文献[23–24]通
过求解哈密尔顿–雅克比不等式,分别研究了一般随
机MJSs的状态反馈及输出反馈控制问题,和一般随机
时滞系统的H∞滤波问题.

目前,关于具有模态依赖的区间时变时滞的不确
定Itô随机Markov跳跃系统的鲁棒H∞指数滤波问题
的研究成果还很少,特别是基于GFL对这一问题的研
究,目前尚未见到相关文献讨论.本文将对这类系统
的鲁棒H∞指数滤波问题开展研究,应用Lyapunov-
Krasovskii泛函方法、GFL、线性矩阵不等式(linear
matrices inequalities, LMIs)方法等,建立这类系统的
随机有界实引理,给出滤波器存在的时滞相关充分条
件,基于有界实引理设计滤波器,在没有外部干扰情
况下,对给定的H∞干扰衰减度γ > 0和所有容许不确
定性,使得滤波误差系统均方指数稳定. 由于采用了
引理1的前两个等价条件,避免了使用模型变换方法,
松弛变量方法和自由权矩阵方法,有效地降低了保守
性和计算复杂程度.去掉了时滞导数上界小于“1”的
保守性条件,比如τ̇(t) 6 µ < 1[11–12, 36]或者τ̇(t) 6
µi < 1[13–14, 20]. 最后,通过数值例子说明了方法的有
效性.

说明: A > 0表示对称正定矩阵.“∗”表示对称
矩阵的对称元素. sym(A)表示A + AT. λm{·}表示矩
阵的最小特征值. L2[0,∞)是平方可积向量空间.

C([−τ, 0];Rn) = {ϕ|ϕ : [−τ, 0] → Rn},
具有范数‖ϕ‖ = sup

−τ6s60

|ϕ(s)|, | · |表示欧几里德向
量范数, ‖ · ‖2表示L2[0,∞)范数. 设(ω(t), F, {F}t>0,

P )是具有σ--代数流{Ft}t>0的完备概率空间,满足通
常条件:它是右连续的,并且 Ft0包含了所有概率测度

为零的集合. Lp
F0

([−τ, 0];Rn)表示F0--可测且满
足E|ξ|p < ∞的C([−τ, 0];Rn)--值随机变量ξ所构成

的空间, E{·}是定义于概率空间上的数学期望算子.
除非声明,矩阵都是适维的.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)
考虑以下具有模态依赖的区间时变时滞不确定

Itô随机Markov跳跃时滞系统:

dx(t) = [A0(t, rt)x(t) + A1(t, rt)x(t− τrt
(t)) +

A2(t, rt)ω(t)]dt +

[B0(t)x(t, rt) + B1(t, rt)x(t− τrt
(t)) +

B2(t, rt)ω(t)]dB(t), (1)

y(t) = C0(t, rt)x(t) + C1(t, rt)x(t− τrt
(t)) +

C2(t, rt)ω(t), (2)

z(t) = L0(rt)x(t) + L1(rt)x(t− τrt
(t)), (3)

x(t) = φ(t), r(t) = r0,∀t ∈ [−τ2, 0], (4)

其中: x(t) ∈ Rn是系统状态; y(t) ∈ Rl是测量输出;
z(t) ∈ Rq是待估信号; ω(t) ∈ Rp是外部干扰输入,属
于L2[0,∞); B(t)是定义在完备概率空间 (ω(t), F,

{F}t>0, P )上的一维标准维纳过程;初值φ(t) ∈ L2
F0

([−τ, 0];Rn). {rt, t > 0}表示系统模态,具有右连续
轨线,是取值于有限集S ={1, 2, · · ·, N}齐次Markov
过程,转移概率为

P{rt+h =j|rt = i}=

{
πijh+o(h), i 6= j,

1+πiih+o(h), i = j,
(5)

其中: h>0, lim
h→0

(o(h)/h)=0, πij >0, j 6= i,表示由t

时刻模态i转移到t + h时刻模态j的概率,且

πii = −
N∑

j=1, j 6=i

πij. (6)

∀rt = i, i ∈ S, τi(t)是模态依赖的,满足

0 6 τ1i 6 τi(t) 6 τ2i < ∞, τ̇i(t) 6 µi < +∞. (7)

τ1i, τ2i, µi已知,记ti
τr

= t−τrt
(t), rt = i, i ∈ S, tτk

= t

− τk, τk = min{τki, i ∈ S}, k = 1, 2, δ = τ2 − τ1.
∀rt ∈ S,Aj(t, rt), Bj(t, rt), Cj(t, rt)为Markov跳跃
系数. Aj(t, rt) = Aj(rt) + ∆Aj(t, rt), Bj(t, rt) =
Bj(rt)+∆Bj(t, rt), Cj(t, rt) = Cj(rt)+∆Cj(t, rt),
其中: j =0, 1, 2, Aj(rt), Bj(rt), Cj(rt)表示标称系统
的已知系数矩阵, ∆Aj(t, rt),∆Bj(t, rt),∆Cj(t, rt)
表示时变系数不确定性未知矩阵,满足


∆A0(t, rt) ∆A1(t, rt) ∆A2(t, rt)
∆B0(t, rt) ∆B1(t, rt) ∆B2(t, rt)
∆C0(t, rt) ∆C1(t, rt) ∆C2(t, rt)


 =




U1(rt)
U2(rt)
U3(rt)


F (t, rt)[S0(rt) S1(rt) S2(rt)], (8)

∀rt ∈ S, Um(rt)(m = 1, 2, 3), Sn(rt)(n = 0, 1, 2)是
已知矩阵, F (t, rt)是不确定性时变矩阵,并且满足:
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FT(t, rt)F (t, rt) 6 I .

∀rt = i, i ∈ S,矩阵Aj(t, rt), Bj(t, rt), Cj(t, rt)等
分别以矩阵Aji(t), Bji(t), Cji(t)等來简记.

为了方便,引入下列状态变量和扰动向量:

αrt
(t) = A0i(t)x(t) + A1i(t)x(ti

τr
),

βrt
(t) = B0i(t)x(t) + B1i(t)x(ti

τr
),

ᾱrt
(t) = αrt

(t) + A2i(t)ω(t),

β̄rt
(t) = βrt

(t) + B2i(t)ω(t).

当ω(t) = 0时,记随机Markov跳跃时滞系统(1)和
(4)的标称系统为{

dx(t) = αrt
(t)dt + βrt

(t)dB(t),
x(t) = φ(t), r(t) = r0, ∀t ∈ [−τ2, 0].

(9)

当ω(t) 6= 0时,随机Markov跳跃时滞系统(1)(3)–(4)
重新写为




dx(t) = ᾱrt
(t)dt + β̄rt

(t)dB(t),
z(t) = L0(rt)x(t) + L1(rt)x(ti

τr
),

x(t) = φ(t), r(t) = r0, t ∈ [−τ2, 0].
(10)

在本文中,笔者的目的是通过设计Markov跳跃滤
波器,获得z(t)的估计z̃(t),使得对所有的非零ω(t) ∈
L2[0,∞)和容许不确定性,并且具有较小的估计误差
z(t)− ẑ(t). ∀rt = i, i ∈ S,考虑Markov跳跃滤波器
(Σf )如下:{

dx̂(t) = Af(rt)x̂(t)dt + Bf(rt)y(t)dt,

ẑ(t) = Cf(rt)x̂(t),
(11)

其中: x̂(t) ∈ Rn是滤波器状态变量, Af(rt), Bf(rt),
Cf(rt)是待设计的滤波器增益. ∀rt = i, i ∈ S,应用
滤波器(Σf )到(1),得到滤波误差动态系统(Σ̄f ):




dη(t) = [Af0i(t)η(t) + Af1i(t)Eη(ti
τr

)+
Af2i(t)ω(t)]dt + [Bf0iη(t)+

Bf1i(t)Eη(ti
τr

) + Bf2i(t)ω(t)]dB(t),

z̃(t) = Lf0iη(t) + Lf1iEη(ti
τr

),

(12)

其中ηT(t) = [xT(t) x̂T(t)],并且

Af0i =

[
A0i(t) 0

BfiC0i(t) Afi

]
, Af1i =

[
A1i(t)

BfiC1i(t)

]
,

Af2i =

[
A2i(t)

BfiC2i(t)

]
, Bf0i =

[
B0i(t) 0

0 0

]
,

Bf1i =

[
B1i(t)

0

]
, Bf2i =

[
B2i(t)

0

]
,

Lf0i = [L0i − Cfi], Lf1i = L1i, E = [I 0].

以下给出指数稳定性和鲁棒H∞指数滤波的定义,
以及需要用到的引理.

定定定义义义 1[5] 称标称随机Markov跳跃时滞系统(9)
均方指数稳定,如果对所有初值φ(θ) ∈ L2

F0
([−τ2, 0];

Rn)和初始模态r0 ∈ S,存在常数α > 0, β > 0,使得

E{|x(t, φ, r0)|2} 6 αe−βt sup
−τ26θ60

E{|φ(θ)|2},

其中x(t, φ, r0)表示系统(9)在t时刻的解.

定定定义义义 2[11] (鲁棒H∞滤波.)定义H∞性能指标

J∞ = E{
w ∞

0
[zT(t)z(t)− γ2ωT(t)ω(t)]dt}, (13)

随机鲁棒H∞滤波描述为:对不确定随机Markov跳跃
时滞系统(1)–(4),给定干扰衰减度γ > 0,设计均方指
数滤波器(11),使得对所有的容许不确定性,满足以下
两条: 1) ω(t) = 0时,滤波误差系统(12)均方指数稳
定; 2)零初值条件下,对任意的非零ω(t) ∈ L2[0,∞),
J∞ < 0.

引引引理理理 1[26] (广义Finsler引理.) 对于向量θ ∈ Rn,
对称矩阵Θ ∈ Rn×n,秩为r的矩阵B ∈ Rm×n. 设B⊥
为B右正交补,即BB⊥ = 0,则以下关系等价:

T1) E{θTΘθ} < 0,∀θ 6= 0, t > t0,
w t

t0
E{Bθ}ds

= 0;

T2) B⊥TΘB < 0;

T3) ∃ε ∈ R : Θ − εBTB < 0;

T4) ∃Λ ∈ Rn×m : Θ + ΛB + BTΛT < 0.

引引引理理理 2[39] 对任意的向量x, y ∈ Rn,适维矩阵
A,D, E, P, F和对称正定矩阵P > 0,其中FTF 6
I ,以下不等式成立:

1) 2xTDFEy 6 ε−1xTDDTx + εyTEETy;
2) 对任意的ε > 0,如果P − εDDT > 0,那么

(A + DFE)TP−1(A + DFE) 6
ε−1ETE + AT(P − εDDT)−1A.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析和和和随随随机机机有有有界界界实实实引引引理理理(Stability
analysis and bounded real lemma)
应用Lyapunov-Krasovskii泛函方法和GFL,给出

不确定随机Markov跳跃时滞系统(9)均方指数稳定的
时滞相关条件,建立随机有界实引理.

3.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 1 对于模态依赖的区间时变时滞(7),和所

有的容许不确定性(8),系统(9)均方指数稳定,如果存
在标量εij, i ∈ S, j = 1, 2, 3和对称正定矩阵Pi > 0
(i ∈ S), Q > 0, R > 0使得式(14)成立:

Γi =

(
Γ1i Γ2i

∗ Γ3i

)
< 0, (14)

其中:

Γ1i = Γ0i +
3∑

k=1

εkiV
T
3i V3i,
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Γ2i = [P̄iU1i τ 2
2 V T

1i R 0 V T
2i Pi 0],

Γ3i = diag{−ε1iI,(
−τ 2

2 R τ 2
2 RU1i

∗ − ε2iI

)
,

(
−Pi PiU2i

∗ − ε3iI

)
},

Γ0i =

[
Γ i

11 Γ i
12

∗ Γ i
22

]
, P̄T

i =[Pi 0], ρ=max
i∈S

{|πii|},

Γ i
11 = PiA0i+AT

0iPi+
N∑

j=1

πijPj +(1+ρδ)Q−R,

Γ i
12 = PA1i + R,Γ i

22 = −(1− µi)Q−R,

V1i = [A0i A1i], V2i = [B0i B1i], V3i = [S0i S1i].

证证证 定义xt(s) = x(t+ s), t− τrt
(t) 6 s 6 t,

则 {(xt, rt), t > 0}是新的随机过程,具有初始状态
(φ(·), r0).

对t > τ2,选取Lyapunov-Krasovskii泛函

V (xt, rt, t) =

xT(t)P (rt)x(t) +
w t

t−τrt (t)
xT(s)Qx(s)ds +

ρ
w −τ1

−τ2

w t

t+θ
xT(s)Qx(s)dsdθ +

τ2

w 0

−τ2

w t

t+θ
αT

rt
(s)Rαrt

(s)dsdθ. (15)

应用Itô微分公式[40], ∀rt = i, i ∈ S,计算Lyapunov-
Krasovskii泛函沿着系统(9)任一轨线的随机微分

dV (xt, i, t) =

LV (xt, i, t)dt + 2xT(t)Piβi(t)dB(t), (16)

其中:

LV (xt, i, t) =

xT(t)
N∑

j=1

πijPjx(t) + Tr{βT
i (t)Piβi(t)}+

2xT(t)Piαi(t) +
N∑

j=1

πij

w t

tj
τr

xT(s)Qx(s)ds +

xT(t)Qx(t)− (1− τ̇i(t))xT(ti
τr

)Qx(ti
τr

) +

xT(t)(ρδQ)x(t)− ρ
w tτ1

tτ2

xT(s)TQx(s)ds +

αT
i (t)(τ 2

2 R)αi(t)− τ2

w t

tτ2

αT
i (s)Rαi(s)ds. (17)

由πij > 0, i 6= j, πii 6 0, ρ = max
i∈S

{|πii|},得到

N∑
j=1

πij

w t

tj
τr

xT(s)Rx(s)ds 6

N∑
j=1,j 6=i

πij

w t

tτ2

xT(s)Rx(s)ds +

πii

w t

tτ1

xT(s)Rx(s)ds 6

−πii

w tτ1

tτ2

xT(s)Rx(s)ds 6

ρ
w tτ1

tτ2

xT(s)Rx(s)ds. (18)

应用Jensen不等式,可以得到w t

tτ2

αT(s)(τ2R)α(s)ds >
w t

tτ2

αT(s)ds R
w t

tτ2

α(s)ds >
w t

t−τi(t)
αT(s)ds R

w t

t−τi(t)
α(s)ds. (19)

根据τ̇i(t) 6 µi和式(17)–(19),可以得到

LV (xt, i, t)dt 6 ξT
i (t)Θiξi(t), (20)

其中:

Θi =




τ 2
2 R Pi 0 0
∗ Θ i

22 BT
0i(t)PiB1i(t) 0

∗ ∗ Θ i
33 0

∗ ∗ ∗ −R


 ,

Θ i
22 =

N∑
j=1

πijPj + Q + ρδQ + BT
0i(t)PiB0i(t),

Θ i
33 = −(1− µi)Q + BT

1i(t)PiB1i(t),

ξT
i (t) = [αT

i (t), xT(t), xT(ti
τr

),
w t

tτ2

αT
i (s)ds].

在式(16)两边取数学期望,由式(20)得到

E{dV (xt, i, t)} = E{LV (xt, i, t)dt} 6
E{ξT

i (t)Θiξi(t)}, (21)

显然,由E{ξT
i (t)TΘiξi(t)} < 0可得系统(9)的均方稳

定性[40]. 证毕.

对式(9)从t− τi(t)到t积分,并取数学期望,得到

E{x(t)− x(ti
τr

)−
w t

ti
τr

α(s)ds} = 0. (22)

由式(7)和式(22)可以得到

E{Biξi(t)} = 0, (23)

其中

Bi =

[
−I A0i(t) A1i(t) 0
0 − I I I

]
,

通过计算,选取Bi的右正交补如下:

B⊥i =

[
AT

0i(t) I 0 I

AT
1i(t) 0 I − I

]T

.

由式 (23),根据引理 1,得到E{ξT
i (t)Θiξi(t)} < 0成

立,当且仅当以下条件成立:

Λi = B⊥T
i ΘiB⊥i < 0. (24)

由式(8)和右正交补B⊥i 表达式,通过计算,得到

Λi = Γ0i + sym(P̄iU1iFi(t)V3i) +

(V1i + U1iFi(t)V3i)Tτ 2
2 R(V1i + U1iFi(t)V3i) +

(V2i+U2iFi(t)V3i)TPi(V2i+U2iFi(t)V3i), (25)
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其中Γ0i, P̄i, V1i, V2i, V3i定义在定理1中.

根据引理2的1),对任意的ε1i > 0,有

sym(P̄iU1iF (t)V3i) 6 ε−1
1i P̄iU1iU

T
1iP̄

T
i + ε1iV

T
3i V3i,

(26)

根据引理2中的2),对任意的ε2i, ε3i > 0 : (τ 2
2 R)−1 −

ε−1
2i U1iU

T
1i > 0, P−1

i − ε−1
3i U2iU

T
2i > 0,得到




(V1i+U1iFi(t)V3i)T(τ 2
2 R)(V1i+U1iFi(t)V3i) 6

V T
1i [(τ

2
2 R)−1 − ε−1

2i U1iU
T
1i]
−1V1i + ε2iV

T
3i V3i,

(V2i + U2iFi(t)V3i)TPi(V2i + U2iFi(t)V3i) 6
V T

2i [P
−1
i − ε−1

3i U2iU
T
2i]
−1V2i + ε3iV

T
3i V3i.

(27)

由式(25)–(27),可以得到

Λi 6 Λ0i =

Γ0i + ε−1
1i P̄iU1iU

T
1iP̄

T
i +

3∑
k=1

εkiV
T
3i V3i +

V T
1i [(τ

2
2 R)−1 − ε−1

2i U1iU
T
1i]
−1V1i +

V T
2i [P

−1 − ε−1
3i U2iU

T
2i]
−1V2i. (28)

对Λ0i < 0应用Schur补引理,直接得到Γi < 0.

以下证明系统(9)均方指数稳定. 由式(21)得到

E{dV (xt, i, t)} = E{LV (xt, i, t)dt} 6
−λmE{|x(t)|2}, (29)

其中λm = λmin{−Λi} > 0. 对式(29)的两边在区间
[0, t]上使用分部积分法积分,得到

E{V (xt, i, t)} 6

E{V (x0, r0, 0)} − λm

w t

0
E{|x(s)|2}ds. (30)

另外,记λp = min{λmin(Pi)} > 0,由式(15)得到

E{V (xt, i, t)} > λpE{|x(t, φ, r0)|2}. (31)

因此,根据式(30)–(31),可以得到

E{|x(t, φ, r0)|2}6 λ−1
p E{V (x0, r0, 0)}−

λ−1
p λm

w t

0
E{|x(s, φ, r0)|2}ds. (32)

由式(32)应用Gronwall-Bellman引理,得到

E{|x(t, φ, r0)|2}6λ−1
p E{V (x0, r0, 0)}e−λm

λp
t
. (33)

总存在常数c > 0,使得

E{V (x0, r0, 0)} 6 c sup
−τ26θ60

E{φ(θ)}.

综上,得到

E{|x(t, φ, r0)|2} 6 αe−βt sup
−τ26θ60

E{φ(θ)},

其中: α = λ−1
p c, β = λ−1

p λm. 由定义1,系统(9)是均
方指数稳定的.

3.2 L2性性性能能能分分分析析析(L2 performance analysis)
接下来,建立随机Markov跳跃时滞系统(10)的随

机有界实引理.

定定定理理理 2 给定L2性能指标水平γ > 0,对于模态
依赖的区间时变时滞(7),和所有的容许不确定性(8),
系统(10)均方指数稳定,如果存在标量εij > 0, i ∈
S, j = 1, 2, 3和对称正定矩阵Pi > 0(i ∈ S), Q > 0,

R > 0使得式(34)成立:

Φi =

[
Φ1i Φ2i

∗ Φ3i

]
< 0, (34)

其中:

Φ1i =




Φi
11 Φi

12 PiA2i

∗ Φi
22 0

∗ ∗ −γ2I


 +

3∑
k=1

εkiV
T
3i V3i,

Φ2i = [P̄iU1i τ 2
2 V T

1i R 0 V T
2i Pi 0],

Φ3i = diag{−ε1iI,[
−τ 2

2 R τ 2
2 RU1i

∗ − ε2iI

]
,

[
−Pi PiU2i

∗ − ε3iI

]
},

Φi
11 = PiA0i + AT

0iPi +
N∑

j=1

πijPj +

(1 + ρδ)Q + LT
0iL0i −R,

Φi
12 = PA1i + R, P̄T

i = [Pi 0 0],

Φi
22 = LT

1iL1i − (1− µi)Q−R,

ρ = max
i∈S

{|πii|}, V1i = [A0i A1i A2i],

V2i = [B0i B1i B2i], V3i = [S0i S1i S2i].

证证证 实施行(列)初等变换,对Φi < 0分别右乘

和左乘K =
8∏

i=3

C(i, i + 1)和K−1,得到

K−1ΦiK =

[
Γi Ai

∗ − γ2I

]
< 0, (35)

其中AT
i = [AT

2iPi 0n×7n]. 显然, Φi < 0(即34)蕴含着
Γi < 0,从而,当外部干扰ω(t) = 0时,系统(10)是均
方指数稳定的. 类似于式(22),得到

E{x(t)− x(ti
τr

)−
w t

ti
τr

ᾱi(s)ds} = 0. (36)

由式(7)和式(36),得到

E{Diξ̄i(t)} = 0, (37)

其中: ξ̄T
i (t) = [ᾱT

i (t) xT(t) xT(ti
τr

)
w t

tτ2

ᾱT
i (s)ds

ωT(t)], Di =[Bi B1i], BT
1i =[AT

2i(t) 0].计算Di的右

正交补,记BT
2i = [AT

2i(t) 0n×7n],得到

D⊥i =

[
B⊥i B2i

0 I

]
,
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对t > τ2,选取Lyapunov-Krasovskii泛函

V (xt, rt, t) =

xT(t)P (rt)x(t) +
w t

ti
τr

xT(s)Qx(s)ds +

ρ
w −τ1

−τ2

w t

t+θ
xT(s)Qx(s)dsdθ +

τ2

w 0

−τ2

w t

t+θ
ᾱT

rt
(s)Rᾱrt

(s)dsdθ.

类似于定理1的证明,由Φi <0推出J∞<0,略去.

证毕.

4 鲁鲁鲁棒棒棒H∞指指指数数数滤滤滤波波波(Robust H∞ exponential
filtering)
为了方便,定义如下变量:

α̃rt
(t) = Af0i(t)η(t) + Af1i(t)Eη(ti

τr
) +

Af2i(t)ω(t),

β̃rt
(t) = Bf0i(t)η(t) + Bf1i(t)Eη(ti

τr
) +

Bf2i(t)ω(t).

定定定理理理 3 给定L2性能指标水平γ > 0,对于模态
依赖的区间时变时滞(7),和所有的容许不确定性(8),
系统(12)均方指数稳定,如果存在标量εki > 0, i ∈ S,

k = 1, 2, 3和对称正定矩阵Pi > 0(i ∈ S), Q > 0,

R > 0使得式(38)成立：

Ψi =

[
Ψ1i Ψ2i

∗ Ψ3i

]
< 0, (38)

其中:

Ψ2i = [P̃fiUf1i τ 2
2 Ṽ T

f1iE
TR 0 Ṽ T

f2iPi 0],

Ψ3i = diag{−ε1iI,[
−τ 2

2 R τ 2
2 REUf1i

∗ − ε2iI

]
,

[
−Pi PiUf2i

∗ − ε3iI

]
},

Ψ1i =

[
Ψ 1

0i Ψ 2
0i

∗ Ψ 3
0i

]
+

3∑
k=1

εkiṼ
T
f3iṼf3i,

Ṽ T
f1i = [V T

f1i 0], Ṽ T
f2i = [V T

f2i 0], Ṽ T
f3i = [V T

f3i 0],

Ψ 1
0i =

[
Ψ i

11 Ψ i
12

∗ Ψ i
22

]
, Ψ 2

0i =

[
PiAf2i LT

f0i

0 0

]
,

Ψ 3
0i = diag{−γ2I, − I}, P̃T

fi = [P̄T
fi 0],

Ψ i
11 = PiAf0i+AT

f0iPi+ET[(1+ρδ)Q−R]E =
N∑

j=1

πijPj,

Ψ i
12 = PiAf1i + ETR, ρ = max

i∈S
{|πii|},

Ψ i
22 = LT

f1iLf1i − (1− µi)Q−R,

UT
f1i = [UT

1i UT
3iB

T
fi], UT

f2i = [UT
2i 0],

Vf1i =[Af0i Af1i Af2i], Vf2i =[Bf0i Bf1i Bf2i],

Vf3i =[Sf0i S1i S2i], Sf0i = [S0i 0], P̄T
fi =[Pi 0 0].

证证证 记ÃT
i = [AT

f2iPi 02n×10n]. 对Ψi < 0分别

右乘和左乘K̃ =
11∏

i=4

C(i, i + 1)和K̃−1,得到

K̃−1ΨiK̃ =

[
Γ̃i Ãi

∗ − γ2I

]
< 0. (39)

显然, Ψi < 0即式(38)蕴含着Γ̃i < 0,从而,类似于定
理1,当外部干扰ω(t) = 0时,式(12)均方指数稳定.

对t > τ2,选取Lyapunov-Krasovskii泛函

V (ηt, rt, t) =

ηT(t)P (rt)η(t) +
w t

ti
τr

ηT(s)ETQEη(s)ds +

ρ
w −τ1

−τ2

w t

t+θ
ηT(s)ETQEη(s)dsdθ +

τ2

w 0

−τ2

w t

t+θ
α̃T

rt
(s)ETREα̃rt

(s)dsdθ. (40)

应用Itô微分公式[40],对于每一个rt = i, i ∈ S, V (ηt,

rt, t)沿着系统(12)任一轨线的随机微分为

dV (ηt, i, t) =

LV (ηt, i, t)dt + 2ηT(t)Piβ̃i(t)dB(t), (41)

其中

LV (ηt, i, t) =

ηT(t)
N∑

j=1

πijPjη(t) + 2ηT(t)Piα̃i(t) +

β̃T
i (t)Piβ̃i(t) +

N∑
j=1

πij

w t

tj
τr

ηT(s)ETQEη(s)ds +

ηT(t)ETQEη(t)−(1−τ̇i(t))ηT(ti
τr

)ETQEη(ti
τr

)+

ηT(t)ρδETQEη(t)−ρ
w tτ1

tτ2

ηT(s)TETQEη(s)ds+

α̃T
i (t)τ 2

2 ETREα̃i(t)−
w t

tτ2

α̃T
i (s)τ2E

TREα̃i(s)ds.

(42)

类似于式(22),得到

E{Eη(t)− Eη(ti
τr

)−
w t

ti
τr

Eα̃i(s)ds} = 0. (43)

由式(43),选取

Ni =

[
−I Af0i(t) Af1i(t) 0 Af2i(t)
0 −E I I 0

]
,

通过计算,选取Ni的右正交补如下：

N⊥
i =




AT
f0i(t) I 0 E 0

AT
f1i(t) 0 I −I 0

AT
f2i(t) 0 0 0 I




T

,

由式(7)和式(43)得到以下条件:

E{Niη̄i(t)} = 0, (44)
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其中:
η̄T

i (t) = [α̃T
i (t), ηT(t), ηT(ti

τr
)ET,

w t

tτ2

α̃T
i (s)ETds, ωT(t)].

考虑到零初始条件和均方指数稳定性, ∀ω(t) 6=
0,由式(41),可以得到

E
w ∞

0
LV (ηt, i, t)dt = E

w ∞
0

dV (ηt, i, t) = 0.

由式(13)和式(42),得到

J∞ = E{
w ∞

0
[z̃T(t)z̃(t)− γ2ωT(t)ω(t) +

LV (ηt, i, t)]dt} 6w ∞
0

E{η̄T
i (t)Θ̃iη̄i(t)dt},

其中

Θ̃i =




R̄ Pi 0 0 0
∗ Θ̃ i

22 Θ̃ i
23 0 BT

f0i(t)PiBf2i(t)
∗ ∗ Θ̃ i

33 0 BT
f1i(t)PiBf2i(t)

∗ ∗ ∗ −R 0
∗ ∗ ∗ ∗ BT

f2i(t)PiBf2i(t)−γ2I




,

Θ̃ i
22 =

N∑
j=1

πijPj + (1 + ρδ)ETQE + LT
f0iLf0i +

BT
f0i(t)PiBf0i(t),

Θ̃ i
23 = BT

f0i(t)PiBf1i(t), R̄ = τ 2
2 ETRE,

Θ̃ i
33 = −(1−µi)Q+BT

f1i(t)PiBf1i(t)+LT
f1iLf1i.

根据引理1, E{η̄T
i (t)Θ̃iη̄i(t)} < 0,当且仅当

Λ̃i = N⊥T
i Θ̃iN⊥

i < 0. (45)

考虑到式(8),由式(45)计算得

Λ̃i =

Ψ̄0i + sym(P̄fiUf1iFi(t)Vf3i) +

(Vf1i + Uf1iFi(t)Vf3i)TR̄(Vf1i + Uf1iFi(t)Vf3i) +

(Vf2i + Uf2iFi(t)Vf3i)TPi(Vf2i + Uf2iFi(t)Vf3i),

其中:

Ψ̄0i =




Ψ̄ i
11 Ψ i

12 PiAf2i

∗ Ψ i
22 0

∗ ∗ −γ2I


 ,

Ψ̄ i
11 = Ψ11 + LT

f0iLf0i.

类似于式(28),得到

Λ̃i 6 Λ̃0i =

Ψ̄0i +
3∑

k=1

εkiV
T
f3iVf3i + ε−1

1i P̄fiUf1iU
T
f1iP̄

T
fi +

V T
f1iE

T[(τ 2
2 R)−1 − ε−1

2i Uf1iU
T
f1i]

−1EVf1i +

V T
f2i[P

−1
f1i − ε−1

3i EUf2iU
T
f2iE

T]−1Vf2i.

由Schur补引理, Ψi < 0蕴含Λ̃0i < 0,从而J∞ < 0.

证毕.

注注注 1 为了方便,设

Pi =

"
P1i P2i

P2i P2i

#
> 0, P1i > 0, P2i > 0,

Ui = P2iAfi, Vi = P2iBfi, i ∈ S,

将Pi, Ui, Vi代入联立LMIs(38). 根据定理3,设计Markov跳跃
的线性滤波器(11)的增益如下:

Afi = P−1
2i Ui, Bfi = P−1

2i Vi, Cfi. (46)

注注注 2 LMIs(14)(34)(38)适用于具有模态依赖的区间

时变时滞的系统(1),而且导数上界可以µi < 1, µi = 1,或µi

> 1, i ∈ S. 然而µi < 1[13–14]和µ < 1[11–12, 20, 36]是必要条件.

注注注 3 对于时滞系统的稳定性分析,模型变换的方

法[29–30]会引入保守性,而松弛变量方法[16]和自由权矩阵方

法[31–33]会使得计算变得复杂,导致很难应用于综合设计中.

定理1,定理2,定理3是通过引理1前两个等价条件得到的,避

免了使用模型变换方法和自由权矩阵方法. 因此,所得结果

同时降低了保守性和计算复杂程度.如果不考虑系统参数不

确定性 (8),则定理1,定理2,定理3的推导中就可以避免使用

引理2来对交叉项定界. 文献 [10, 20, 29, 31]和本文结果所需

决策变量数量列在表1中.

表 1 决策变量数量对比表
Table 1 The numbers of decision variables

稳定性 定理1[31] 定理1[29] 定理1[10] 定理1
分析 17n2+5n

2
37n2+7n

2
6n2+6n

2 N 3n2+3n+6
2 N

L2性能 定理2[10] 定理2[20] 定理2

分析 6n2+6n
2 N 9n2+3n

2 N 4n2+4n+6
2 N

滤波器 定理4[10] 定理3[20] 定理3
设计 9n2+9n+2

2 N 21n2+11n
2 N 6n2+8n+6

2 N

5 例例例子子子与与与仿仿仿真真真(Example and simulation)
例例例 1 考虑以下具有模态依赖的区间时变时滞,

不确定Itô随机Markov跳跃时滞系统(1),考虑两个模
态.

对于模态1,系统参数为

A01 =



−3.0 1.0 0.0
0.3 − 4.5 1.0
−0.1 0.3 − 3.8


 , A21 =




1
0
1


 ,

A11 =



−0.2 0.1 0.6
0.5 − 1.0 − 0.8
0.0 1.0 − 2.5


 , CT

01 =




0.8
0.3
0.0


 ,

B01 =B11 =




0.1−0.1 0.2
0.3 0.3 − 0.4
0.1 0.1 − 0.3


 , CT

11 =




0.0
−0.6
0.2


 ,

L01 = [0.5 − 0.1 1.0], C21 = 0.2,

UT
11 = UT

21 = UT
31 = S01 = S11 = L11 = [0 0 0],

S21 = 0.
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对于模态2,系统参数为

A02 =



−2.5 0.5 −0.1
0.1 −3.5 0.3
−0.1 1.0 −3.2


 , A22 =



−0.6
0.5
0.0


 ,

A12 =




0.0 −0.3 0.6
0.1 0.5 0.0
−0.6 1.0 −0.8


 , CT

02 =



−0.5
0.2
0.3


 ,

B02 =B12 =




0.1−0.1 0.2
0.3 0.3 −0.4
0.1 0.1 −0.3


 , CT

12 =




0.0
−0.6
0.2


 ,

L02 = [0.5 − 0.1 1.0], C22 = 0.5, S22 = 0,

UT
12 = UT

22 = UT
32 = S02 = S12 = L12 = [0 0 0].

目的是设计Markov跳跃H∞指数滤波器(11),对给
定L2性能指标水平γ = 1.2,模态依赖的区间时变时
滞(7)和所有的容许不确定性(8),系统(12)均方指数稳

定. 设转移概率矩阵为

[
−0.5 0.5
0.3 −0.3

]
.

当τ11 = 0.4, τ21 = 1.0, µ1 = 0.3, τ11 = 0.3, τ21

= 1.2, µ2 = 1.2时,求解联立LMIs(38),根据定理3,
设计Markov跳跃H∞指数滤波器增益如下:

Af1 =



−3.2698−0.3005 1.7049
0.0566 −3.6931 0.9087
−4.8564−2.9348−2.6065


 ,

Bf1 =



−0.5189
−0.3796
−6.2932


 , CT

f1 =



−0.4764
−0.0999
−0.8764


 ,

Af2 =



−2.9805 0.2866 0.1095
0.5719 −3.7256−0.5702
−0.3877 0.1085 −4.2676


 ,

Bf2 =



−0.0401
−0.1525
0.4878


 , CT

f2 =



−0.3209
0.0248
−0.7556


 .

仿真生成Markov链r(t)在图1(在MATLAB7.1中,
利用条件循环语句编程,通过stairs函数画图得到).

图 1 跳变模态

Fig. 1 Jump modes

图2–4给出了状态轨线x(t)和估计响应x̂(t),设初
值为

xT(0) = [−1.8, 1.2, 1.5],

x̂T(0) = [−1.6, 1.5, 1.2],

外部干扰信号为

ω(t) = exp(−t) sin(0.5t).

图5是估计误差响应

z̃(t) = z(t)− ẑ(t),

估计误差快速收敛到“0”. 仿真结果表明所设计的
Markov跳跃H∞指数滤波器满足预期的性能指标,达
到了既定目标.

图 2 状态轨线x1(t)和估计响应x̂1(t)

Fig. 2 The state trajectories and estimates

response of x1(t) and x̂1(t)

图 3 状态轨线x2(t)和估计响应x̂2(t)

Fig. 3 The state trajectories and estimates

response of x2(t) and x̂2(t)

图 4 状态轨线x3(t)和估计响应x̂3(t)

Fig. 4 The state trajectories and estimates

response of x3(t) and x̂3(t)



第 4期 毛卫华等: 随机Markov跳跃时滞系统的鲁棒H∞指数滤波器设计 509

图 5 估计误差响应z̃(t)

Fig. 5 The estimation error response of z̃(t)

当τ11 = 0.2, τ21 = 0.6, τ12 = 0.3时, τ(ti), i = 1,

2的最大允许上界对比值见表2. 在τ(ti), i = 1, 2的导
数上界不同取值情况下,定理3结果明显优于文献
[20]的定理3,而且后者只适用于慢变时变时滞,即要
求τ̇(ti) 6 µi < 1, i = 1, 2,本文结果只是要求τ̇(ti)
6 µi, i = 1, 2.

表 2 最大允许时滞上界对比表
Table 2 The maximum upper bound of delay

µ1 µ1 = 0.4 µ1 = 0.5 µ1 = 0.6 µ1 = 0.3

µ2 µ2 = 0.7 µ2 = 0.8 µ2 = 0.9 µ2 = 1.2

定理3[20] 2.4613 1.5386 — —

定理3 2.5720 1.9751 1.4643 3.2396

6 结结结论论论(Conclusions)
应用Lyapunov-Krasovkii泛函和广义Finsler引理,

研究了具有模态依赖的区间时变时滞的不确定随

机Markov跳跃时滞系统的鲁棒H∞滤波问题,建立了
随机有界实引理,得到了时滞相关条件,基于有界实
引理,设计了鲁棒H∞指数滤波器,在没有外部干扰的
情况下,滤波误差系统是均方指数稳定的. 去掉了时
滞导数上界小于1的保守性条件[11–14, 20, 36]. 避免了自
由权矩阵和模型变换方法的使用,所得结果能够同时
降低保守性和计算复杂程度.数值例子说明了方法的
有效性.
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