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摘要:具有乘性噪声的随机不确定系统的控制问题有着广泛的应用背景. 本文概述了具有乘性噪声的线性离散
时间随机系统的稳定性分析、均方镇定、最优控制以及最优估计问题和相关结论.同时,本文研究了具有状态与控
制乘性噪声的线性多变量离散时间系统的均方镇定和最优控制问题,分析了这两个问题之间的联系,并讨论了最优
状态反馈控制器的设计算法.
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Abstract: The stochastic control for uncertain systems with multiplicative noises has been finding its applications in
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1 引引引言言言(Introduction)
具有乘性噪声的线性随机系统在航天、机械、化

学反应、经济等领域中有着广泛的应用背景[1–5]. 在过
去的40多年,具有乘性噪声系统的控制问题吸引了大
量研究人员的研究兴趣. 相关研究工作已获得了丰硕
的成果.在最近蓬勃发展的网络化控制系统中,乘性
噪声模型为描述信道特征例如丢包[6–15]、量化误

差[16–22]、具有信噪比和带宽受限的约束等方面提供

了一种有效的途径. 因此,具有乘性噪声的控制问题
再次成为了研究热点. 本文回顾和整理了有关乘性噪
声系统控制问题的现有结果,而且针对一些研究课题
提出不同的观点和新的结果.
本文主要关心具有乘性噪声的线性随机系统的稳

定性分析、均方镇定、最优控制和估计问题.关于稳定
性问题的研究可追溯至 20世纪 60年代. 1969年,
Kleinman[23] 和McLane[24]分别得到了具有状态乘性

噪声的连续时间线性随机系统稳定的充分必要条件.

不同之处在于,前者研究的是在概率1意义下的稳定
性,而后者研究的是渐近均方意义下的稳定性. 更早
的研究可参考专著[25]和综述性文献[26]. 在1971年,
Willems和Blankenship[27]在频域中给出了具有乘性

噪声的单输入单输出(SISO)线性随机系统均方稳定
的充分必要条件. Lu和Skelton[28]则进一步给出了具

有乘性噪声的多输入多输出(MIMO)线性随机系统均
方稳定的充分必要条件.具有乘性噪声的线性随机系
统镇定问题的研究可追述到20世纪六七十年代.文
献[29]讨论了具有状态乘性噪声系统的可镇定性和状
态反馈设计问题.相应的镇定控制器可通过求解一个
广义黎卡提方程(MARE)得到. 与标准黎卡提方程相
比,上述MARE有一组由噪声方差决定的非标准参数.
当噪声方差为零时, MARE退化为标准黎卡提方程.
文献[29–35]讨论了具有随机参数的连续和离散时间
线性随机系统的均方镇定问题,并提出了各种不同的
均方可镇定条件.在文献[36]中, Boyd和Ghaoui等讨
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论了具有乘性噪声的随机线性系统的稳定裕量,并利
用线性矩阵不等式(LMI)的可解性来刻画的均方可镇
定性;进而证明了以最大稳定裕量为设计目标的状态
反馈设计是一个广义特征值问题(GEVP).在更一般的
随机稳定性意义下,文献[37–42]则讨论了一类具有乘
性噪声的连续时间随机线性系统的 p阶矩稳定. 在文
献[43–44]中, Zhang和Chen等研究了连续时间随机系
统的可镇定和随机能观、可检测性,并且推广了确定
性系统相应的判定准则到随机的情形. 同样的技术可
用来研究一类区间稳定和镇定问题[45]. 更多的随机稳
定性分析可参阅文献[46–49].

针对网络化系统中的信道不确定性, Elia[7]利用乘

性噪声模型讨论了这类系统的镇定问题. Xiao等[9]针

对具有丢包的网络化反馈系统给出了状态反馈情形

下多输入系统的均方可镇定性与控制输入信道的信

噪比(或信道容量)之间的关系. You和Xie等[10–11]研究

了具有有限级数量化和丢包的离散线性时不变(LTI)
系统的均方镇定问题. Sinopoli和Schenato等[6]运用乘

性噪声模型研究了具有丢包情况下的卡尔曼滤波问

题,并提出了基于广义黎卡提方程的设计方法. 利用
文献[6]中所提到的间歇观测技术, Zhang等[12]提出了

一类性能折衷的次优估计器. 运用测量重组技术,
Zhang等[50]还考虑了一类具有随机测量时延的线性估

计问题.根据不同的网络传输协议, Schenato等[8]则

综合考虑了一类具有有损信道的控制和估计问题.更
多的具有丢包或量化的离散时间随机系统的状态估

计问题请参考文献[12–14, 16]. 最近,文献[17–21]运
用乘性噪声对量化误差进行了建模,并利用输出反馈
控制器研究了线性离散系统的最优镇定设计和最优

跟踪问题.

自20世纪60年代末期以来,许多文献[1, 51–74]广泛

而深入地研究了具有乘性噪声的线性随机系统的最

优控制问题,该问题一般是基于二次性能指标的线性
二次调节器(LQR)最优设计.在工程问题中,二次性能
指标中的权衡矩阵R, Q通常分别被选为正定和半正

定阵. 最优反馈控制器增益阵的设计通常依赖于一个
广义代数黎卡提方程的正定或半正定解. 文献[51]利
用一些例子说明: 上述最优控制器不一定能保证闭环
系统的稳定性. 之后,不少学者(如文献[44, 57])对上
述最优控制器的存在性条件做了深入地研究,并且依
据系统能观性给出了更一般的结果.最近,笔者在文
献[75]中证明了以下结论:对于具有乘性噪声的线性
随机系统来说,最优状态反馈阵设计是GEVP问题.其
核心问题是对一组关联的黎卡提方程求出最优解,由
此笔者运用LMI技术刻画了上述最优解存在性. 另外,
文献[63–66, 73–74]运用LMI技术及半定规化方法研
究了一类MARE解的特征,并指出: 1)若系统是均方
可镇定的,且相应的半定规化问题是可解的,那么

MARE一定有一个最大解,而且该解一般对应LQR最
优控制器; 2)若MARE存在反馈镇定解,那么该解一
定是唯一的最大解. Elia[7]和Sinopoli等[6]运用乘性噪

声模型讨论了网络化系统的最优控制问题.
H∞控制是一种有效的鲁棒控制设计方法,被广

泛应用于不确定系统的反馈设计.通过定义输入–输
出算子的L2诱导范数,文献[76–80]研究了具有乘性
噪声的线性随机H∞控制问题,其中Bouhtouri等
人[76]得到了离散时间版本的随机有界实引理. 对于控
制工程而言, H2性能同样是重要的设计指标,因此,
这就要求利用混合H2/H∞控制来解决H2和H∞性能
之间的合理折衷[81–86]. 利用Nash对策理论, Chen和
Zhang[82]研究了具有乘性噪声的连续时间线性随机系

统的混合H2/H∞控制问题,并且给出了一对耦合代
数黎卡提方程(ARE)的解存在的充分必要条件.
上面所涉及的文献主要关心线性随机系统,对于

具有乘性噪声的非线性随机系统,可以参阅文献
[87–91]及其中的参考文献.
为避免技术上的复杂性,更主要的是为了提供一

个统一的架构,本文限制所呈现的系统主要是具有乘
性噪声的线性随机系统,而且尽量采用统一的术语和
符号.因此本文中出现引理或定理有时会不同于原文
献所述,但这不会影响对问题的认识与理解.
本文剩余的部分安排如下: 第2部分给出一些基本

概念以及相关问题的数学描述. 第3部分回顾一系列
关于具有乘性噪声的随机系统均方稳定和镇定的结

果.在第4部分,本文将讨论基于各种性能指标优化设
计的最优控制及估计问题,并就相应问题给出其主要
结论.在以上部分中,本文针对一些问题提出一些不
同的观点并发展相应的结论.最后给出了总结及展望.
下面给出一些本文将要出现的符号: Rk表示具有

相应2–范数‖ · ‖的k维实向量欧几里德空间, Sn表示

所有n× n实对称矩阵的集合, I表示相应维数的单位

矩阵, (·)T, tr{·}, Rank(·)分别表示向量或矩阵的转
置、矩阵的迹以及秩, E{·}表示随机变量的数学期望,
ρ(·)表示矩阵的谱半径, diag{a1, · · · , an}表示把相应
元素对角化后而构成的矩阵;对于实对称矩阵X, Y,

X > Y (X > Y )表示X − Y > 0是正定的(相应地,
X − Y > 0是非负定或半正定的),若传递函数G(z)
是稳定的,并且真有理的,那么‖G(z)‖2表示G(z)的
H2范数,而且

‖G‖2
2 =

1
2π

w π

−π
tr{G∗(ejω)G(ejω)}dω.

2 基基基 本本本 概概概 念念念 和和和 问问问 题题题(Basic concepts and
problems)
本文将着重于离散时间线性随机系统的讨论,但

也将对连续时间线性随机系统的结果做一些相应的

讨论.首先给出如下的离散时间随机系统:
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xk+1 = Axk + Buk +
p∑

j=1

Ajvjkxk +
m∑

i=1

Biωikuik, (1)

其中: k ∈ N, xk ∈ Rn是系统状态, uik ∈ R是控制输
入uk的第i个分量; ωik, i ∈ {1, · · · ,m}, vjk, j ∈ {1,

· · · ,m}为乘性噪声. 记ω̂k为

ω̂k = diag {ω1k, · · · , ωmk} .

假假假设设设 1 ωik, vjk, i ∈ {1, · · · ,m}, j ∈ {1, · · · ,

n}是满足如下条件的白噪声随机过程:

E{ωik}= E{vjk} = 0, E{ωik1vjk2} = 0,

而且
E{ωik1ωjk2}= σ2

i δijδk1k2 ,

E{vik1vjk2}= r2
j δijδk1k2 ,

其中: k1, k2 ∈ N, δij是Kronecker delta函数.

注注注 1 以下如无特别说明,则假设所有在系统中出现
的乘性噪声都是彼此不相关的、独立同分布且具有零均值的

随机过程. 对于由连续或离散时间随机系统所生成的广义代
数黎卡提方程,本文皆称之为MARE.在一些文献中,系统(1)
又被称为:

·具有状态和控制依赖噪声的线性系统;

·具有状态和控制(输入)乘性噪声的线性系统;

·具有乘性噪声或随机(扰动)参数的线性系统.

对于网络化反馈控制系统,通过采用对数量化器,
每个控制通道的量化误差就可以被建模为源信号与

一个白噪声的乘积[16]. 在此模型下,量化控制系统实
际上是一个具有控制乘性噪声的线性系统[20],即式
(1)的一个特例. 若控制通道出现丢包,那么也可以得
到相似的系统模型[7, 9]. 在以下的叙述中,主要用到
式(1)各种不同的特殊形式,或者不同于式(1)的其他
形式.

考虑如下离散时间随机系统:

xk+1 = Axk +
p∑

j=1

Ajvjkxk. (2)

定定定义义义 1 若对于任意初态

x0 ∈ Rn, lim
k→∞

E{xT
k xk} = 0

成立,称系统(2)是均方稳定的.

许多作者(如文献[29, 36])采用状态协方差矩阵
lim

k→∞
E{xkx

T
k } = 0作为均方稳定的定义.

定定定义义义 2[92] 若对于任意初态

x0 ∈ Rn, E{
∞∑

k=0

xT
k xk} < ∞

成立,称系统(2)是l2稳定的.

从文献[92]可知, l2稳定本质上等价于均方稳定

性.

定定定义义义 3 若存在具有常增益矩阵F的状态反馈

uk =Fxk,满足对于任意初态x0∈Rn, lim
k→∞

E{xT
k xk}

= 0成立,称系统(1)状态反馈均方可镇定的.

从文献[43]可知,系统(1)的可镇定性蕴含着(A,

B)的可镇定性,系统(2)的稳定性蕴含着ρ(A) < 1,反
之则不一定成立.

记 r = (r1, · · · , rp), σ = (σ1, · · · , σm)，Ωρ =
{r|0 6 rj 6 ρj, j = 1, · · · , p}, Ωσ = {σ|0 6 σi 6
αi, i = 1, · · · ,m},其中 ρj, αi(j = 1, · · · , p, i = 1,

· · · ,m)是p + m个任意给定的标量.

假设ρj = ρ, j = 1, · · · , p. 为度量系统(2)的鲁棒
性,下面引入均方稳定裕量这一概念.

定定定义义义 4[93] 系统(2)的均方稳定裕量是指使得系
统(2)均方稳定的ρ的上确界,即

ρ∗ = sup{ρ : r ∈ Ωρ并且系统(2)是均方稳定的}.
注注注 2 从下一部分的讨论可以看到,若不限制ρj , j =

1, · · · , p两两相等,那么系统相应的稳定裕量会和这里有所不

同.

定定定义义义 5 若对于任意的r ∈ Ωρ, σ ∈ Ωσ,存在状
态反馈uk = Fxk,使得系统(1)是均方可镇定的,称系
统(1)是均方可镇定的.

假设控制乘性噪声方差σi, i = 1, · · · ,m和状态

反馈控制器uk = Fxk给定, ρ∗F是相应闭环系统的均

方稳定裕量. 对于不同的F ,相应闭环系统(1)均方稳
定的稳定裕量ρ∗F是不同的. 这里笔者关心的是系统可
能达到的最大稳定裕量:

定定定义义义 6[93] 系统(1)的最大均方稳定裕量是指使
得系统(1)均方稳定裕量ρ∗F的上确界,即

ρmax =

sup{ρ∗F : r ∈ Ωρ并且相应闭环系统均方稳定}.
下面,把确定性系统的能观性等概念推广至随机

系统,给出精确能观等定义.

考虑如下具有测量输出的随机系统:

xk+1 = Axk +
p∑

j=1

Ajvjkxk, yk = Cxk. (3)

定定定义义义 7[43, 94–95] 若

yk ≡ 0, a.s. ∀k > 0 ⇒ x0 = 0,

称系统(3)或者[A,A1, · · · , Ap|C]精确能观.

从文献[95]可知,若(A,C)能观,那么[A,A1, · · · ,

Ap|C]精确能观. 反之则不一定成立.

相对于精确能观性,给出如下较弱的精确可检测
性定义.

定定定义义义 8[44] 若

yk ≡ 0, a.s. ∀k > 0 ⇒ lim
k→∞

E{xT
k xk} = 0,

称系统(3)或者[A,A1, · · · , Ap|C]精确可检测.
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定定定义义义 9[44] 若

E{yT
k yk}= 0, ∀k > 0 ⇒ x0 = 0,

称系统(3)或者[A,A1, · · · , Ap|C]均方能观.

因为E{yT
k yk} = 0 ⇐⇒ yk ≡ 0, a.s. ∀k > 0,因

此系统的精确能观性等价于均方能观性.

定定定义义义 10[57, 94, 96] 若

E{yT
k yk} = 0, ∀k > 0 ⇒ lim

k→∞
E{xT

k xk} = 0,

称系统(3)或者[A,A1, · · · , Ap|C]均方可检测.

易知系统的均方可检测性等价于精确可检测性.

注注注 3 不同于确定系统的是,均方可镇定和均方可检

测之间的对偶性不再成立,事实上均方可镇定性蕴含其对偶

系统的均方可检测性[97].

定定定义义义 11[43] 令Ψ是一个具有如下定义的线性算

子:

Ψ : Z ∈ Sn 7→AZAT +
p∑

j=1

r2
jAjZAT

j ,

其中Ψ的谱被定义为σ(Ψ) = {λ ∈ R : Ψ(Z) = λZ,

Z ∈ Sn, Z 6= 0}.

在文献[43–44]中, Zhang和Chen主要采用线性算
子的谱技术研究了连续时间随机系统的可镇定和随

机能观、可检测性,并且推广了确定性系统相应的判
定准则到随机的情形.

近些年来,许多作者广泛而深入地研究了具有乘
性噪声的随机不确定系统的均方稳定性、镇定以及最

优控制问题.本文主要针对下述问题对已有结果作进
一步的回顾和更加深入的探讨. 对于具有乘性噪声的
随机系统的均方稳定性及镇定问题,主要考虑:

1) 如何判断所给系统的均方稳定性?

2) 如何确定所给系统的均方稳定裕量？

3) 如何设计反馈控制器使得一类具有状态与控
制乘性噪声的线性多变量离散系统获得最大均方稳

定裕量?

4) 系统噪声方差的大小与系统的均方可镇定性
之间的相互制约关系是什么?

同样地,对于最优控制问题,本文主要考虑:

1) 对于具有控制乘性噪声的线性多变量离散系
统,如何设计状态反馈控制器使得系统的H2, LQR,线
性二次型高斯(LQG)性能最优?

2) 对于混合H2/H∞控制问题,怎样设计状态反馈
控制器?

3) 对于网络化环境下的最优跟踪问题,如何设计
最优动态输出反馈控制器使得跟踪指标函数最小?

3 稳稳稳定定定性性性和和和镇镇镇定定定(Stability and stabilization)
线性随机系统稳定性分析主要包含时域分

析[24, 36, 47]和频域分析[27–28]两部分. 时域分析以李雅
普诺夫函数为主要工具,由此产生了基于类李雅普
诺夫方程[24]和LMI[36]的稳定性判据. Willems和
Blankenship[27]最早从频域的观点来研究随机系统的

均方稳定性,并得到随机小增益定理. Lu和Skelton[28]

获得进一进发展.有关镇定控制器设计的研究主要采
用时域的方法. 其中Willems等[29]最早讨论了乘性噪

声系统的均方镇定问题,并给出了基于MARE的设计
方法. 基于LMI方法,文献[36, 93]讨论了乘性噪声系
统均方镇定中的状态反馈设计问题.

3.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)

本文仅关心随机系统的均方稳定性,对于一般意
义下p阶矩稳定请参考文献[37–42]. 下面,列出一系
列判断系统(2)均方稳定的判据[9, 23–24, 29, 36, 92].

定定定理理理 1 如下陈述是等价的:

1) 系统(2)是均方稳定的;

2) ρ(Φ) < 1,其中

Φ = A⊗A +
p∑

j=1

r2
jAj ⊗Aj; (4)

3) 存在P > 0,满足如下的LMI:

ATPA− P +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj < 0; (5)

4) 存在Q > 0,满足如下对偶的LMI:

AQAT −Q +
p∑

j=1

r2
jAjQAT

j < 0; (6)

5) 对于任意给定的M > 0,存在唯一的P > 0,
满足

ATPA− P +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj + M = 0. (7)

注注注 4 若采用 lim
k→∞

E{xkxT
k } = 0作为上述定义,那么

可得到定理1.4. 从定理1.5看出,可以直接通过求解如下类李
雅普诺夫方程来验证系统(2)的稳定性:

ATPA− P +
pP

j=1
r2
j AT

j PAj + I = 0, (8)

这里检验P是否正定即可.

注注注 5 当式(7)中矩阵M为半正定时,通过引入系统的

能观性同样可得到系统均方稳定判据.

定定定理理理 2 系统(2)均方稳定等价于下面两个条件
之一:

1) 对于任意给定的M > 0,若
[A,A1, · · · , Ap|M 1

2 ]

是精确能观的,那么存在唯一的P > 0,满足

ATPA− P +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj + M = 0.

2) 对于任意给定的M > 0,若
[A,A1, · · · , Ap|M 1

2 ]

是均方可检测的,那么存在唯一的P > 0,满足
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ATPA− P +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj + M = 0.

同样对系统(2)来说,也有相应的频域稳定性判据.
为了给出频域判据的直观理解,本文首先讨论一个特
殊情况. 假设系统(2)满足下面条件: p = 1, A1 = bc,
其中: b ∈ Rn×1, c ∈ R1×n,而且v1k = vk, k = 0, 1,

2, · · · ,∞是方差为r,均值为零的独立同分布的噪声
序列,那么系统(2)可以被重新表示为

xk+1 = Axk + bdk, yk = cxk, dk = vkyk. (9)

令G =

[
A b

c 0

]
并称G是系统(9)的标称系统,同时本

文也把这一标称系统的传递范数记为G.

关于系统(9),本文有如下的稳定性判据.

定定定理理理 3[27] 系统(9)是均方稳定的,当且仅当

r2‖G‖2
2 = r2 1

2π

w π

−π
|G(ejω)|2dω < 1. (10)

注注注 6 上述均方稳定性判据也被称为均方稳定性的小

增益定理. 这里,本文可根据图1所示的系统结构理解这一定

理. 当噪声ω̂为标量时,这一框图描述了系统(9)的结构. 不等

式(10)意味着在均方意义下,该系统的开环增益小于1. 从定

理3可以看到,若标称系统G稳定,则系统噪声方差在一定的

范围之内,该系统仍能保持均方稳定. 而这一范围由标称系

统的H2范数的倒数
1

‖G‖22
确定. 由定义4可知,

1

‖G‖22
就是系

统(9)的均方稳定性裕量.

注注注 7 值得注意的是频域判据与时域判据存在着内在

联系.若系统(9)均方稳定,即标称系统G稳定并且r2‖G‖22 <

1. 由H2范数的性质可知: 存在正定阵P满足

ATP + PA + cTc = 0, (11)

并且‖G‖22 = bTPb. 记r2‖G‖22 = 1− ε, 0 < ε 6 1,等式(11)
可写成

ATP + PA + r2bTPbcT + εcTc = 0. (12)

由定理2可知方程(12)有正定解与系统(9)均方稳定等价.

对于系统(2),进一步假设Aj = BjCj ,其中: Bj ∈
Rn×1; Cj ∈ R1×n, j = 1, · · · , p. 那么系统(2)可以重
新表示为



xk+1 = Axk + [B1 · · · Bp ]dk,

dk = diag{v1, · · · , vp}yk, yk =




C1

...
Cp


xk.

(13)

系统(13)的结构框图如图1所示,其中

d̂ =




d1k

...
dpk


 = ω̂




C1xk

...
Cpxk


 , ω̂ = diag {v1, · · · , vp} .

相应的标称系统G表示为

G =




G11 G12 · · · G1p

G21 G22 · · · G2p

...
...

. . .
...

Gp1 Gp2 · · · Gpp




=




A B1 · · · Bp

C1 0
...

. . .

Cp 0




.

图 1 多乘性噪声反馈互联
Fig. 1 The feedback interconnection with

multiplicative noises

下面给出具有多个乘性噪声通道的随机小增益定

理.

定定定理理理 4[28] 系统(13)是均方稳定的,当且仅当

ρ(ĜΣr) < 1, (14)

其中: Σr = diag{r2
1, · · · , r2

p},并且

Ĝ ,




‖G11‖2
2 ‖G12‖2

2 · · · ‖G1p‖2
2

‖G21‖2
2 ‖G22‖2

2 · · · ‖G2p‖2
2

...
...

. . .
...

‖Gp1‖2
2 ‖Gp2‖2

2 · · · ‖Gpp‖2
2




. (15)

注注注 8 具有多个乘性噪声的随机系统内部联接如图1
所示. 在均方意义下,其开环增益用ρ(ĜΣr)来度量. 与单变

量情况相似,系统的稳定裕量可用
1

ρ(ĜΣr)
来度量. 定理4是

多个乘性噪声情况下的均方稳定小增益定理.

需要进一步指出的是,在文献[28]中, Lu和Skelton把定
理3中的结论推广到更一般的具有多个乘性噪声的随机系统.
在文中，扰动信号dk的第j个分量满足由一个不确定性环

节∆j产生,即
djk = ∆j(Cjxk), j = 1, · · · , p,

其中∆j(Cjxk)可以是一个范数有界的动态随机系统,其范数
由输入输出信号的信噪比决定. 为了叙述的连贯性,并不失
一般性,这里作了如下简化处理:

∆j(Cjxk) = vjCjxk, j = 1, · · · , n.

注注注 9 从定理1中5)可知,若任意给定的M > 0,则条
件(14)成立当且仅当存在唯一的P > 0满足

ATPA− P +
pP

j=1
γ2

j BT
j PBjC

T
j Cj + M = 0. (16)

文献[92, 98–102]对上述讨论进行了进一步的推
广. 下面考虑具有如下结构的随机系统[92]:

xk+1 = Axk +
p∑

j=1

Ajvjkxk +
m∑

i=1

Biωik∆i(Cixk),

(17)

其中∆i为不确定性,其范数定义为

‖∆i‖= sup
y 6=0

‖∆i(y)‖
‖y‖ < ∞, i = 1, · · · ,m.
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而且

∆ = diag{∆1, · · · ,∆m}, ‖∆‖ , max
i=1,··· ,m

‖∆i‖.
注注注 10 不同于一般乘性噪声系统∆i的是,系统(17)除

了包含与乘性噪声vj有关的扰动外,还包含非随机不确定性

∆i. ∆i是范数有界的非线性无记忆算子.

在文中,作者采用l2稳定的概念讨论了上述系统

的稳定性.

定定定义义义 12[92] 系统(17)的稳定性半径定义为

%∗ = inf{‖∆‖ : ∆是范数有界而且

系统(17)是非l2稳定的}.
Bouhtouri和Pritchard指出:系统(17)的稳定性半

径是由一个李雅普诺夫方程和一个矩阵不等式所决

定的. 有关连续系统的讨论可参考文献[98–99].

定义系统(17)的标称系统为

xk+1 = Axk +
p∑

j=1

Ajvjkxk. (18)

通过引入一组缩放因子αi > 0, i = 1, · · · ,m,可得

定定定理理理 5[92] 若标称系统(18)是l2稳定的,那么系
统(17)最大稳定性半径是

%∗ = sup
α

[max
i
‖σ2

i

α2
i

BT
i P (α)Bi‖]− 1

2 , (19)

其中: α=diag{α2
1, · · · , α2

m} > 0,而且P (α) > 0是
如下类李雅普诺夫方程的唯一解:

ATPA− P +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj +

m∑
i=1

α2
i C

T
i Ci = 0.

(20)

最近,在网络化环境下, Elia[7]研究了一类具有衰

减信道的MIMO反馈互联系统的均方稳定性问题.当
衰减信道表现为p个平行的丢包或擦除信道时,闭环
系统可以被描述为类似于式(13)的具有乘性噪声的随
机系统.这里为说明的方便,记B = [B1 · · · Bp ], C

= [CT
1 · · · CT

p ]T. 不失一般性,这里利用系统(13)来
给出文献[7]中的相应结论.

定定定义义义 13 标称系统G的均方范数定义如下:

‖G‖MS = max
i=1,··· ,p

√
p∑

j=1

‖Gij‖2
2.

为此,本文需要下面引理:

引引引理理理 1[103] 对于任意一个方阵T ,若其所有元素
tij都大于0,则其谱半径ρ(T )(或最大特征值)满足下
面等式:

ρ(T ) = inf
α
‖αTα−1‖∞ , inf

α
max

j

∑
i

α2
i tij

1
α2

j

.

定定定理理理 6[7] 假设E{v2
i } = r2, i = 1, · · · , p,下面

的陈述是等价的:

1) 系统(13)是均方稳定的;

2) 存在Q > 0和α = diag{α2
1, · · · , α2

p} > 0,满
足如下的LMI:{

Q > AQAT + BαBT,

α2
i > r2CiQCT

i , i = 1, · · · , p;
(21)

3) r2 inf
α
‖α−1Gα‖2

MS < 1;

4) ρ(r2Ĝ) < 1.

这里,定理6中3)⇔4)用到了引理1.

对于一些具有特殊结构的系统,上述问题求解可
以进一步简化. 下面是一个比较典型的例子. 考虑一
类如下随机非线性系统:

xk+1 = Axk +
√

xT
k Qxk b ωk, (22)

其中: Q > 0, b ∈ Rn, E{ω2
k} = σ2. 基于正算子的谱

理论,文献[49]研究了这类系统的均方稳定性问题,并
且得到了系统均方稳定的充分必要条件.

定定定理理理 7 系统(22)是均方稳定的,当且仅当下式
成立:

ρ(A) < 1, 并且 tr(MQ) < 1,

其中M满足如下的李雅普诺夫方程:

AMAT −M + σ2bbT = 0.

注注注 11 对于系统(22),若假设Q = bbT,那么该系统退

化为系统(9). 运用定理7,可以得到同定理3完全类似的充要

条件.

Kubrusly和Costa[48]在更一般的假设下考虑了一

类如下随机系统的均方稳定性:

xk+1 = Axk +
p∑

j=1

Ajvjkxk + Dwk. (23)

不同于系统(2)的是,这里的噪声vjk, j = 1, · · · , p及

随机噪声wk是相关的,且均值皆不为0. 在这些假设
下,文中得到了更一般的结果(详见文献[48]).

3.2 均均均方方方镇镇镇定定定(Mean-square stabilization)
这一节讨论具有乘性噪声的线性随机系统的均方

镇定问题.基于LQR设计方法,文献[29–35]讨论了这
类系统的均方镇定问题.

在文献[29]中, Willems等考虑了一类具有状态和
控制乘性噪声的连续时间随机系统的反馈镇定问题.
不失一般性,这里给出其对应的离散时间版本. 考虑
系统

xk+1 =Axk + Buk +
p∑

j=1

Ajvjkxk +
m∑

i=1

Biωikuk,

(24)
与系统(1)不同的是,这里Bi ∈ Rn×m.

定定定理理理 8[29] 系统(24)是均方可镇定的,当且仅当
对于任意给定的正定矩阵Q和R,如下MARE:
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ATPA− P + ATPBJ−1BTPA +
p∑

j=1

r2
jA

T
j PAj + Q = 0 (25)

有一个正定解P ,其中

J = (R + BTPB +
m∑

i=1

σ2
i B

T
i PBi),

而且
uk =−J−1BTPAxk

是一个状态反馈镇定控制器.

文献[36, 93]讨论了当系统(24)状态乘性噪声和输
入乘性噪声相同(即 p = m,并且 vjk = ωik, k = 1,

· · · ,m)情况下,该系统的均方镇定问题.运用LMI优
化方法,文献[36, 93]得到了该系统的最大均方稳定裕
量以及相应的均方镇定控制器.

定定定理理理 9 若系统(24)中的状态乘性噪声和输入乘
性噪声的个数为1,即p = m = 1,并且v1k = ω1k. 该
系统是状态反馈均方可镇定的,当且仅当r1 < ρ∗,其
中求解ρ∗转化为如下的GEVP:

ρ∗ = sup ρ,

受限于I > Q > 0, Ψ(Q,Y ) > 0,其中

Ψ(Q,Y ) =


Q AQ + BY ρ(A1Q + B1Y )
QAT + Y TBT Q 0

ρ(A1Q + B1Y )T 0 Q


 ,

这里Y = FQ.

注注注 12 为了简洁起见,定理 9只给出了系统只含一个

噪声的情况. 对多个噪声的情况,也有类似解. 但是,状态噪

声vi与控制ωi不同时,上述设计问题必须重新考虑.

运用均方小增益定理(定理4),文献[75]作者研究
了系统(24)的状态反馈均方镇定问题.为简单起见,假
设p = 1, A1 = B0C0, B1, · · · , Bm为矢量. 运用状态
反馈控制器uk = Fxk,可得如图2所示闭环系统.其
中G是该系统的标称系统,其传递函数矩阵为

G =




A + BF B0 B1 · · · Bm

C0 0
F1 0
...

. . .

Fm 0




. (26)

由随机小增益定理[28]可得: 对于任意给定的反馈
矩阵F ,图2所示闭环系统均方稳定的充要条件是

ρ(ĜΣ) < 1, (27)

其中Σ , diag {σ2
0, σ

2
1, · · · , σ2

m}. 这里Ĝ的定义完全

类似于式(15)中的定义,不过此时的Ĝ是(m + 1)×
(m + 1)维的.

图 2 具有状态和控制噪声的闭环系统

Fig. 2 The closed-loop system with state and control noises

在上述条件下,系统(24)均方可镇定问题的充要
条件为

inf
F

ρ(ĜΣ) < 1. (28)

进一步可得下面结论:

定定定理理理 10 若系统(24)中p = 1, A1 = B0C0, B1,

· · · , Bm为矢量,则求解inf
F

ρ(ĜΣ)是一个广义特征值

问题.

由此可知上述问题有唯一的全局解.记inf
F

ρ(ĜΣ)

为ρ0. ρ0和相应的状态反馈阵可运用一维搜索技术求

解下面一组LMI的最小解得到:


Q QAT + Y TBT Y T QCT
0

AQ + BY Q 0 0
Y 0 Γ−1 0

C0Q 0 0 I


 > 0 (29)

和


ρ
1

σ2
i γ

2
i

1
γ2

i

BT
i

1
α2

i

Bi Q


 > 0, γ0 = 1, i = 0, 1, · · · ,m,

(30)

其中: Γ = diag{γ2
1 , · · · , γ2

m}, Q = P−1 > 0, Y =
FQ, σ0 = r1.

在定理 10的假设下,文献[75]还针对系统(24)讨
论了另一类均方镇定稳定问题:若方差σi, i=1, · · · ,

m给定,则保证系统(24)均方可镇定的σ0的最大值是

多大,相应的最优状态反馈控制器如何求解.

定定定理理理 11 若系统(24)中p = 1, A1 = B0C0, B1,

· · · , Bm为矢量, (A,C0)能观,记v1的方差为σ2
0 .

系统(24)均方可镇定当且仅当σ2
0B

T
0 PB0 < 1 ,其

中P > 0满足如下的MARE:

P = ATPA + CT
0 C0 −ATPBJ−1BTPA, (31)

这里

J = diag
{
σ2

1B
T
1 PB1, · · · , σ2

mBT
mPBm

}
+ BTPB.

由定理11可知: 若方差σi, i = 1, · · · ,m给定,则
保证系统(24)均方可镇定的最大σ0为

sup
F

σ2
0 =

1
BT

0 PB0

,

同时使得σ0达到最大的最优控制器增益是
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F = −J−1BTPA,

其中P是MARE(31)的解.

运用文献[75]中的方法,定理10和11均可推广到
系统(24)所描述的一般情况.

Bouthouri等[92]进一步讨论了如下系统的反馈可

镇定问题:
xk+1 = Axk + Buk +

p∑
j=1

Ajvjkxk +

m∑
i=1

Biωik∆i(Cixk). (32)

在那里, Bouthouri等给出了系统(32)输出反馈可
镇定的充分必要条件,这些条件由一些参数化的矩阵
不等式所构成,而且保证了最大稳定性半径在一个预
设值之上. 文献[101]则考虑了相应的连续时间版本
并获得了类似的结论.

Elia[7]讨论了系统(43)的输出反馈可镇定问题,笔
者假设E{ω2

ik} = σ2, i = 1, · · · ,m. 基于文献[104]
中所提出来的LMI优化方法, Elia认为求解闭环系统
的最大稳定裕量是一个非常困难的问题,通常情况下
很难得到全局最优解. 但是就最小相位系统而言,文
献[105–106]对该问题给出了答案.

3.3 MARE解解解的的的存存存在在在性性性与与与方方方差差差约约约束束束(Existence of
MARE solution and variance constraints)
从上一节中的定理8可知,系统的均方可镇定性可

用MARE正定解的存在性刻画. 在这一节中,本文将
讨论可镇定性, MARE正定解的存在性与噪声方差之
间的关系.

考虑如下具有单个乘性噪声的单输入系统:

xk+1 = Axk + B(1 + ωk)uk, (33)

其中ωk的方差为σ2.

运用定理3,可得: 对于任意给定的状态反馈矩阵
F ,系统(33)是均方可镇定的,当且仅当

σ2‖GF (z)‖2
2 < 1,

其中GF (z) = F (zI −A− bF )−1b通常被称为补敏

感度函数. 从文献[107–108]可知,通过解一个最小能
量控制问题,可以得到使得‖GF (z)‖2最小的最优状

态反馈阵Fopt. 而且最小‖GF (z)‖2由下式给出:

inf
F
‖GF (z)‖2

2 =
n∏

i=1

λ2
i − 1,

其中λi表示A的第i个不稳定特征根,最优的状态反馈
矩阵Fopt = −BTPA(1 + BTPB)−1,其中P > 0满
足如下的ARE:

ATPA− P −ATPB(1 + BTPB)−1BTPA = 0.

从上述结论表明,对于单输入通道乘性的系统
(33)来说,均方镇定可化为H2最优设计问题.但是噪
声方差必须满足条件

σ2(
n∏

i=1

λ2
i − 1) < 1, (34)

否则解不存在.

另一方面,从上一节有关均方镇定的结论可知,
当Q > 0时,系统(33)均方可镇定的充要条件为下面
MARE方程有正定解:

ATPA−P−ATPBJ−1
σ BTPA + Q = 0, (35)

其中Jσ = R + (1 + σ2)BTPB.

文献[6]证明了结论:对于具有输入乘性噪声的单
输入系统(33)(即方程(35)中矩阵B是矢量), MARE方
程(35)有正定解的充要条件是不等式(34)成立. 由此
可以看出, MARE正定解的存在性与噪声方差有着根
本性的联系.

对于多变量系统, MARE解的存在性与方差的关
系相当复杂,很难得到显式描述. 文献[8]讨论了以下
MARE解的存在性问题:

P = ATPA− νATPB(R +

BTPB)−1BTPA + Q. (36)

这一MARE对应于系统只包含输入乘性噪声并且噪
声方差均相同的情况. 首先定义如下非线性算子Π(·)

Π(P, A, B,Q, R, ν) ,
ATPA−νATPB(R+BTPB)−1BTPA+Q.

(37)

引引引理理理 2 考虑MARE

P = Π(P, A, B,Q, R, ν).

假设(A,B)能控, (A,Q
1
2 )能观,则如下结论成立:

1) MARE有存在一个唯一的正定解P∞,当且仅
当1 > ν > νc,其中νc是具有如下定义的临界值:

νc = inf
ν
{ν | P = Π(P, A, B,Q, R, ν), P > 0};

2) 临界值νc满足以下的解析界:

pmin 6 νc 6 pmax,



pmin = 1− 1
max

i
|λi(A)|2 ,

pmax = 1− 1∏
i

|λi(A)|2 ,

而 且,若B是 可 逆 的 方 阵,那 么 νc = pmin. 若
Rank(B) = 1,那么νc = pmax;

3) 求解临界值是一个GEVP;

4) 假如 1 > ν > νc,那么对于任意的P0 > 0,
lim

k→∞
Pk = P∞存在唯一,其中Pk+1 = Π(Pk, A, B,

Q,R, ν).

文献[7]运用乘性噪声模型讨论了网络系统的镇
定问题.文中,丢包或擦除信道被建模为互不相关的



第 8期 刘光明等: 具有乘性噪声的线性离散时间随机控制系统综述 937

离散的白噪声随机过程. 网络化系统表示成

xk+1 = Axk +
m∑

i=1

Bj(1 + ωik)uik, (38)

其中噪声ωik是方差为σi的零均值噪声.

借用通信理论信道容量的概念,上述系统中第i个

输入通道的信道容量Ci可定义为表示第i个通道容量

如下:

Ci =
1
2

log(1 +
1
σ2

i

).

对于单输入系统,由前面的讨论可得到下面定理:

定定定理理理 12[7] 系统(33)是状态反馈均方可镇定的,
当且仅当

1
2

log(1 +
1
σ2

) >
n∑

i=1

log |λi|. (39)

从这个定理可知,镇定系统所需要的最小信道容
量恰等于通信受限下无噪声数字信道所需要的最小

镇定比特率[109]. 因此,在信息论和鲁棒控制理论之
间,定理12提供了一个联系点,它意味着最大均方稳
定性裕量和镇定所需最小信息容量存在着简单而直

接的相互联系.

在文献[9]中, Xiao等考虑了系统(38)为多输入系
统的情况. 这时, m个通道总的容量被定义为

Cp =
1
2

m∑
i=1

log(1 +
1
σ2

i

).

运用定理8,可得如下镇定状态反馈增益:

F = −Ĵ−1
σ BTPA, (40)

其中

Ĵσ =R + BTPB+

diag
{
σ2

1B
T
1 PB1, · · · , σ2

mBT
mPBm

}
,

而且P > 0满足如下MARE:

ATPA− P −ATPBĴ−1
σ BTPA + Q = 0. (41)

不同于单输入的是,方差约束有如下结论:

定定定理理理 13[9] 存在一组网络资源分配{C1, · · · ,

Cm}满足系统(38)是状态反馈均方可镇定的,当且仅
当

Cp >
n∑

i=1

log |λi|. (42)

定理13给出了保证MARE(41)正定解存在的必要
条件.但是并没给出每个通道资源分配策略或每个参
数σ2

i , i = 1, · · · ,m受到的相应约束. 如何刻画每个
通道的资源分配策略有待于进一步研究.

对于输出反馈问题,文献[20]研究了如下系统:



xk+1 = Axk +
m∑

i=1

Bj(1 + ωik)uik,

yk = Cxk.

(43)

假设P是系统(43)所对应标称系统的传递函数矩
阵. 假如zP (z)(P (z)是对象传递函数)在RH∞中是可

逆的,则运用动态输出反馈控制器,系统(43)反馈镇定
所需最小信息容量等于状态反馈时的情形(见文献
[20]).

4 最最最 优优优 控控控 制制制 和和和 估估估 计计计(Optimal control and
estimation)
这一部分将讨论基于二次型等性能指标的最优控

制及估计问题.

4.1 LQR和和和H2最最最 优优优 设设设 计计计(LQR and H2 optimal
design)
有关乘性噪声的最优控制问题可追溯到20世纪60

年代(见如文献[1, 51–53]). 早期的研究主要针对以下
连续系统展开:

dx(t) = Ax(t)dt + Bu(t)dt +

G(x(t))dp1(t) + Ddp2(t), (44)

其中(A,B)能控.为了简单起见,这里假设p1, p2是相

互独立的一维维纳过程,而且

E{dp1(t)} = 0, E{dp2
1(t)} = σ2dt.

假设G(x(t)) = A1x(t),并且记A1l, l = 1, · · · , n表

示矩阵A1的第l列. 性能指标为

J = E{
w ∞

0
(xT

t Qxt + uT
t Rut)dt} = E{‖yt‖2

2},
(45)

其中: Q > 0, R > 0是给定的权衡矩阵,

yt =

[
Q

1
2 xt

R
1
2 ut

]
.

假设Q > 0. Wonham[51]指出:若存在状态反馈矩
阵F ,使得A + BF稳定,并且满足如下的约束条件:

σ2(
n∑

l=1

‖A1l‖2)‖
w ∞

0
et(A+BF )Tet(A+BF )dt‖< 1,

(46)

那么最优控制存在唯一,同时一个与该最优控制相伴
的MARE有唯一正定解,并且相应最优状态反馈阵
由MARE的解决定. 否则,若噪声方差不受约束,那么
上述控制器可能不能镇定该系统.文献[51]给出若干
例子验证了这个事实. 需要指出的是,在文献[110]中,
Wonham给出了一个与式(46)稍微不同的约束条件

inf
F

σ2‖
w ∞

0
et(A+BF )TAT

1 A1et(A+BF )dt‖ < 1,

(47)

而且Q > 0可放松为(A,Q1/2)能观甚至可检测.

不等式(46)和(47)描述了系统可镇定性对最优控
制器存在性的约束. 从上述两个不等式可以看出:若
噪声方差σ过大将导致系统的最优控制器不存在. 造
成这一问题其根本原因是: 当噪声方差过大时,系统
(44)是不可镇定的. 文献 [111]针对一个一阶系统进一
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步讨论了上述问题.

Kleinman[53]研究了与文献[51]相似的问题,不同
的是乘性噪声项位于控制端. 作者在假设系统均方可
镇定的前提下讨论了最优控制器的设计方法. 其主要
结论是运用迭代方法可求出广义黎卡提方程的最小

正定解进而得到相应的最优控制器. 文献[111]针对
离散系统讨论了相关的迭代算法.

由上述文献中的研究结果和镇定问题中有关解存

在性的结论可知: 当二次性能指标(45)中的Q > 0时,
可镇定性可保证最优控制器的存在性. 但是当Q > 0
时,最优控制器存在性条件更为复杂.

利用随机系统的均方能观性, Koning[57]讨论了离

散系统的最优控制问题其性能指标为

J(x0, uk) = E{
∞∑

k=0

(xT
k Qxk + uT

k Ruk)}, (48)

这里: Q > 0, R > 0.

为了内容的统一起见,本文对原文中的被控对象
稍作修改,但不影响对相关结论的讨论.对象状态方
程为

xk+1 = Axk + A1v1kxk + Buk + B1ω1kuk, (49)

其中{v1k, ω1k}是具有定常统计的独立随机序列.

定义变换

Λ(P ) , ATPA + AT
1 PA1r

2
1 −ATPB ×

(BTPB + σ2
1B

T
1 PB1 +

R)−1BPA + Q. (50)

运用迭代算法

PN+1 = Λ(PN), (51)

可求解广义黎卡提方程

P = Λ(P ). (52)

进一步,记ΛN(·)为变换Λ的N次迭代.

定定定理理理 14[57] 以下结论是成立的:

1) 如果系统 (49)是均方可镇定的,那么P =
lim

N→∞
ΛN(0)存在,并且P是方程(52)的最小半正定解,

即对于任意满足该方程的正定或半正定解P̄ ,不等式
0 6 P 6 P̄成立;

2) 若 lim
N→∞

ΛN(0)存在,最优控制器是

uk = −(BTPB + σ2
1B

T
1 PB1 + R)−1BPAxk,

(53)

并且J(x0) = xT
0 Px0;

3) 若Q > 0, R > 0并且下面系统均方能观:{
xk+1 = Axk + A1v1kxk,

yk = Q
1
2 xk,

(54)

或Q > 0, R > 0,则控制器(53)均方可镇定系统(49)

并且P是方程(52)的唯一正定或半正定解.

注注注 13 从定理14可知,假设系统(49)是均方可镇定的,

那么最优控制问题有一个解.若附加Q > 0, R > 0并且系统

(54)均方能观;或Q > 0,那么该解是唯一的,并且相应的最

优控制均方镇定该系统,而且最优指标Jopt = xT
0 Px0. 该定

理同时也提供了一个易于操作的迭代收敛算法. 需要指出的

是,若没有能观性假设,以零矩阵为初态的迭代只能收敛到方

程的最小非负定解而且系统均方稳定性无法保证.

Zhang等[43–44]针对随机系统(55)的精确能观性、
精确可检测性:

dx(t) = Ax(t)dt + Bu(t)dt +

[A1x(t) + B1u(t)]dp1(t), (55)

其中p1是标量独立维纳过程.

在此基础上,笔者给出了该系统最优调节问题,其
中性能指标为

J = E{
w ∞

0
(xTQx + uTRu)dt}, Q > 0, R > 0.

(56)

最优状态反馈阵根据下面MARE的半正定解求取:

PA + ATP + AT
1 PA1 + Q− (PB + AT

1 PB1)×
(R + BT

1 PB1)−1(BTP + BT
1 PA1) = 0. (57)

进一步得到下面结论:

定定定理理理 15 假设Q > 0, R > 0,且对应的连续时
间系统(A,A1;B,B1)均方可镇定,那么

1) MARE(57)的所有解中一定有一个半正定的最
大解Pmax,该解所对应的反馈控制器至少临界均方镇
定系统(55);

2) 若MARE(57)有半正定解,由其最小半正定解
Pmin决定的最优控制器使得最优指标满足V2(x0) =
xT

0 Pminx0;

3) 若(A,A1|Q 1
2 )是精确能观的,那么MARE(57)

有一个正定的反馈镇定解;

4) 若(A,A1|Q 1
2 )是精确可检测的,那么MARE

(57)有一个半正定的反馈镇定解;

5) 在3)或4)任何一种情况之下都有

V1(x0) = V2(x0) = xT
0 Px0.

权重矩阵Q, R不定时的最优LQR控制问题也受
到了相当的关注. 该问题在现实中已发现了一些应用,
比如金融系统中的投资组合选择等问题[61]. 文献[60]
最早提出了该问题,随后许多作者就此问题展开研究
并获得一些结果.在文献[64–66]中, Rami等研究了系
统 (55)的不定LQR最优控制问题.这一工作与
Zhang等工作不同之处在: 利用LMI解得存在性刻画
了MARE(57)解存在性.

另一方面,文献[36]运用LMI和凸优化技术研究
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了系统(49)l2增益上界的优化问题.这一问题更接近
于H∞控制问题.

许多作者讨论了随机乘性噪声系统的动态或静态

输出反馈控制问题[97, 112–117]. 不同于确定性系统的是,
由于噪声的出现,传统的在控制和估计之间的分离原
理不再成立[118]. 文献[112–114, 118–119]给出了最优
输出反馈控制器在各种情况下存在的必要条件.这其
中,笔者主要是基于严格真的且全阶次的(具有与状态
相同的维数)[112, 114, 118–119]补偿器或观测器,又或者固
定阶次的补偿器来进行最优设计. Yaz[115]获得了系统

经由严格真的且全阶次的补偿器均方可镇定的充分

条件.

在文献[97]中, De Koning研究了一类比式(49)更
一般的如下随机系统的可补偿性和最优补偿问题:{

xk+1 = Φkxk + Γkuk + dk,

yk = Ckxk + wk,
(58)

这里{Φk}, {Γk}, {Ck}都是具有定常统计的独立随
机矩阵序列.

所谓的均方可补偿性就是指存在一个严格真的且

全阶次的补偿器均方镇定系统(58). 基于LQG最优设
计并利用(Φk, V

1
2 , Q

1
2 )的均方可检测性, De Koning

给出了系统(58)具有均方可补偿性的充分必要条件.
该条件与初始条件为零的4个耦合的矩阵列的迭代收
敛性有关,这其实也提供了相应的最优补偿器的计算
方法. 可以发现,最优补偿器是具有如下结构的观测
器: {

x̂k+1 = Φ̄x̂k + Γ̄ uk + F (yk − C̄x̂k),

uk = −Lx̂k,
(59)

其中F, L和4个耦合的MARE有关.

Lu和Skelton[117]讨论了一类具有信噪比模型的随

机系统的最优控制问题,并指出:基于观测器的控制
器的优化问题是高度非线性的,而且分离原理不成立,
因此,很难寻求最优解. 在这种情况下, Lu和Skelton
提出了一类具有全阶次的最优输出反馈的局部最优

算法.

4.2 H2最最最优优优控控控制制制(H2 optimal control)
在文献[75]中,作者研究了如下线性随机系统的

状态反馈最优控制问题,并给出了最优设计方法:



xk+1 = Axk + B0ωdk +
m∑

i=1

Bi(1 + ωik)uik,

yk = C0xk,

(60)

其中E{ω2
d} = σ2

d.

考虑该系统输出信号yk关于噪声ωd, ω̂的平均功

率

E{‖y‖2
p} , E{ lim

T→∞
1
T

T∑
k=0

yT
k yk}. (61)

最优控制问题是: 找一个最小化
1
σ2

d

E{‖y‖2
p}的控

制器uk = Fopt.2xk,即

Fopt.2 = arg inf
F

1
σ2

d

E{‖y‖2
p}. (62)

具有状态反馈uk = Fxk的闭环系统如图3所示,
其中G是标称闭环系统的传递函数并且满足式(26).

图 3 具有控制噪声的反馈系统

Fig. 3 The feedback system with control noises

引引引理理理 3[28] 对于任意给定的σ0, σ2
i , i = 1, · · · ,

m,状态反馈控制器uk = Fxk均方稳定系统(60)并且
以下不等式成立:

1
σ2

d

E‖y‖2
p 6 1

σ2
0

, (63)

当且仅当

ρ(ĜΣ) < 1,

其中Ĝ如式(9)所示,其每个元素是G中相应元素的H2

范数.

从该引理可知: 对于给定的方差σ2
i , i = 1, · · · ,

m,系统(60)的最优控制问题为如下的最优状态反馈
设计问题:

Fopt.2 = arg sup
F

σ0,

满足约束条件ρ(ĜΣ) < 1. 在文中本文指出这一问题
等价于下面优化问题:

Fopt.2 = arg inf
Γ̂

sup
F

σ0,

其中Γ̂ = diag {1, Γ}, Γ = {γ2
1 , · · · , γ2

m} > 0,并且

‖




A + BF Bi

Γ̂
1
2




C0

F1

...
Fm




0



‖2

2 6 γ2
i

σ2
i

, i = 0, 1 · · · ,m.

(64)

定定定理理理 16 系统(60)最优控制的解为
Fopt.2 = arg sup σ0, (65)

满足约束

BT
0 PB0 6 1

σ2
0

, BT
i PBi 6 γ2

i

σ2
i

, i = 1, · · · ,m,

和黎卡提方程

P =ATPA + CT
0 C0 −ATPB(Γ+

BTPB)−1BTPA. (66)
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上述结论将最优问题化成了GEVP问题,可运用
线搜索和LMI技术求出全局最优解.

4.3 混混混合合合H2/H∞控控控制制制(Mixed H2/H∞ control)
H∞控制是一种处理扰动抑制问题的有效方法. 确

定性H∞控制理论已获得大量而深入的研究,就线性
理论而言,结论已趋于成熟和完善. 最近几年,具有乘
性噪声的连续和离散时间随机系统的H∞控制理论上
已成为广受关注的研究课题.在文献[76]中, Bouh-
touri等研究了一类具有状态和控制乘性噪声的离散时
间随机系统的H∞控制问题.通过利用输入–输出算子
的L2诱导范数,得到了一个随机版本下的有界实引
理(SBRL),该引理在鲁棒随机H∞滤波方面有着重要
的应用[77]. 下面,给出离散版本的SBRL.

考虑如下系统:{
xk+1 = Axk + A1xkωk + B1vkωk + Bdk,

zk = Cxk,
(67)

其中dk表示外部扰动.

记L2
ω(N,Rm)为m维非预测的平方可求和的随机

过程所构成的空间. 若f ∈ L2
ω(N,Rm),则定义其

l2范数为

‖f‖2
l2ω

=
∞∑

k=0

E {‖fk‖2} .

定定定义义义 14 在式(67)中,若对于每一个扰动输入d

∈ L2
ω(N,Rnv),被控输出z ∈ L2

ω(N,Rnz),那么定义
Ld(k) = Cx(k; 0, d)的算子

L : L2
ω(N,Rnv) → L2

ω(N,Rnz)

称为系统(67)的扰动算子,而且其范数‖L‖被定义为
‖L‖∞ = inf

v∈L2
ω(N,Rp),d6=0,x0=0

‖z‖l2ω

‖d‖l2ω

.

定定定理理理 17[76] 对于给定的γ > 0,以下条件是等价
的:

1) 系统(67)是内部均方稳定的,并且‖L‖∞ < γ;

2) 存在P 6 0,满足H(P ) = γ2I +σ2BT
1 PB1 +

BTPB > 0和如下MARE:

ATPA− P + σ2AT
1 PA1 − CTC−

K(P )H(P )−1KT(P ) = 0, (68)

其中K(P ) = ATPB + σ2AT
1 PB1;

3) 存在P < 0,满足H(P ) = γ2I +σ2BT
1 PB1 +

BTPB > 0和

ATPA− P + σ2AT
1 PA1 − CTC−

K(P )H(P )−1KT(P ) > 0.

注意到,假若(A,A1|C)是精确能观的,那么
MARE(68)的解P < 0.

对于控制工程而言, H2性能同样是重要的设计指

标,因此,这就要求利用混合H2/H∞控制来解决H2和

H∞性能之间的合理折衷.

考虑如下的随机系统:



xk+1 = Axk + A1xkωk + B1dkωk+

Bdk + B2uk,

zk =

[
Cxk

Duk

]
, DTD = I.

(69)

对于给定的扰动衰减γ > 0,定义如下两个相应的性
能指标:

J∞1 (u, d) =
∞∑

k=0

E {γ2‖dk‖2 − ‖zk‖2} , (70)

J∞2 (u, d) =
∞∑

k=0

E {‖zk‖2} . (71)

系统(69)的无限时程随机H2/H∞控制问题表述为[82]:
发现一个控制率u∗ ∈ L2

ω(N,Rnu),满足

1) u∗内部均方镇定系统(69)并且

‖Lu∗‖∞ = inf
d∈L2

ω(N,Rp),d 6=0,x0=0,u=u∗

‖z‖l2ω

‖d‖l2ω

< γ;

2) 若最坏情况扰动d∗ ∈ L2
ω(N,Rnv)存在,则被

用到系统(69),进而u∗最小化输出能量J∞2 (u, d∗). 这
里, d∗被称为以下意义下的最坏情况扰动:

d∗ = arg min
d

J∞1 (u∗, d), ∀d ∈ L2
ω(N,Rnv).

注注注 14 无限时程H2/H∞控制是与如下定义相关的两
人非零和纳什均衡(u∗, d∗)博弈:

J∞1 (u∗, d∗) 6 J∞1 (u∗, d), J∞2 (u∗, d∗) 6 J∞2 (u, d∗).

定定定理理理 18[85] 对于系统(69),若(A,A1/C)和(A +
BK1, A1 + B1K1/C)是精确能观的,则H2/H∞控制
问题有一对解

u∗ = K2xk, d∗ = K1xk,

其中K1,K2和4个耦合的MARE相关.

4.4 最最最优优优跟跟跟踪踪踪(Optimal tracking)
在文献[17–19, 21]中, Qi和Su等研究了一类线性

时不变SISO离散时间网络化反馈系统的最优跟踪问
题.系统结构如图4所示.

图 4 闭环网络化控制系统结构

Fig. 4 Structure of closed-loop networked control system

在系统中, NC代表一个无噪声的网络通道, Q代表具

有以下性质的对数量化器:

uq = Q(u) = u + ∆u,

其中∆u是量化误差并且描述为源信号和一个白噪声

的乘积,即
∆uk = ukωk,
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这里|ωk| 6 δ. 实质上,这一量化控制系统被描述成一
个具有乘性噪声的线性系统.

跟踪性能通过系统输出yk和给定参考输入rk之间

的平均跟踪误差能量来进行度量,即

J = E
ω
{
∞∑

k=0

[rk − yk]2},

其中ω是所有容许的相对量化误差. 最优跟踪问题就
是设计一个最小化跟踪性能的最优动态输出反馈控

制器(或补偿器),即

Jopt = inf
K∈K

{E
ω
{
∞∑

k=0

[rk − yk]2}},

其中K表示所有能镇定该系统控制器的集合.基于标
准的H2最优控制技术,获得如下结论:

定定定理理理 19[19, 21] 具有对数量化的线性时不变系统

如图4所示. 其最优跟踪问题是一个拟凸优化问题,而
且最小跟踪误差为

Jopt =
m∑

i=1

|zi|2 − 1
|1− zi|2 + E(σ2), (72)

其中: z2
i , i = 1, · · · ,m是对象G(z)的m个非最小相

位零点; E(σ2)是一个与噪声方差σ2有关单调递增非

负项,并且 lim
σ2→0

E(σ2) = 0.

注注注 15 从最优指标可以看出,若没有乘性噪声的影响,

则该问题退化为传统的最优跟踪问题.噪声的出现增加了额

外的项E(σ2),这一项进一步恶化了最优跟踪性能.因为该最

优化问题是拟凸的,所以系统存在一个全局最优控制器. 值

得注意的是: 对于多变量系统这一性质通常不成立.

在文献[20]中, Su等研究了一类具有对数量化的
最小相位的LTI MIMO离散时间系统的最优跟踪问
题,并得到了与定理19类似的结论:最优跟踪问题是
一个拟凸优化问题.由于均方可镇定性是保证系统可
获得渐近跟踪的充分必要条件,文献[20]同时对系统
的均方镇定问题也进行了深入的讨论.

4.5 最最最优优优估估估计计计(Optimal estimation)
状态估计问题被广泛应用于跟踪、检测和控制领

域[120],自20世纪60年代开始,卡尔曼滤波[121]一直是

解决状态估计问题的主要工具. 基于卡尔曼滤波递归
估计技术,这一部分简要地回顾具有丢包或乘性噪声
的线性系统的最优估计问题.

首先考虑如下系统:{
xk+1 = Axk + wk,

yk = γkCxk + vk,
(73)

其中: 初始状态x0是具有零均值和协方差矩阵P0的随

机向量, wk, vk是分别具有协方差矩阵Q, R的独立随

机过程, γk是取值0和1的独立同分布随机过程,而且
满足

P{rk = 1} = q, P{rk = 0} = 1− q.

假设随机过程wk, vk, γk与初始状态x0是相互独立

的.

在1969年, Nahi[122]考虑了如下线性最小均方误

差估计(LMMSE)问题:对于系统(73),已知给定的测
量信号y0, y1, · · · , yk,求解状态向量xk+1的线性估计

x̂k+1 =
k∑

i=0

αiyi,最小化如下误差协方差矩阵:

E
w,v,x0,γ

{
[xk+1 − x̂k+1][xk+1 − x̂k+1]T

}
, (74)

其中αi是具有相应维数的常系数矩阵.

利用正交性条件,可得具有如下结构最优估计器:

x̂k+1 = Ax̂k + Fk(yk − qCx̂k), (75)

其中

Fk = qAPkC
T[R + q2CPkC

T +

q(1− q)CSkC
T]−1,

Sk+1 = ASkA
T + Q,

Pk+1 = APkA
T − q2APkC

T[R + q2CPkC
T +

q(1− q)CSkC
T]−1CPkA

T + Q,

这里S0 = P0.

注意到,以上最优估计方程是由一个黎卡提和一
个李雅普诺夫差分方程所决定. 当测量信息没有损失,
即q = 1时,相应的最优估计器(75)退化为标准的卡尔
曼滤波方程.

在文献[123]中, Haditi和Schwartz把Nahi的结论
推广到更一般的情形,即丢包变量γk不再是独立同分

布的,此时最优线性估计器通常不再满足递归关系.

在网络化环境下, Sinopoli等[6]考虑了具有间歇观

测的卡尔曼滤波问题,利用与文献[122]不同的观测机
制,作者得到了具有如下结构最优估计器:

x̂k+1 = Ax̂k + γkF̄k(yk − Cx̂k), (76)

其中

F̄k = APkC
T[R + CPkC

T]−1,

Pk+1 = APkA
T − γkAPkC

T[R +

CPkC
T]−1CPkA

T + Q.

容易看到,此时的最优估计和误差协方差矩阵都
是与γk有关的随机迭代序列,这一方面是由相应的观
测机制造成的,另一方面也与指标(74)的期望与γk无

关有关. 因为γk的信息在估计器设计中是可利用的,
所以式(76)比式(75)有较小的误差协方差. 文献[6]还
进一步讨论了矩阵序列E{Pk}的敛散性,相关结论在
引理2中已详细给出.

通过采用与文献 [6]中相似的观测机制,
Zhang等[12]考虑了一类具有如下结构的次优估计器:

x̂k+1 = Ax̂k + F̃k(yk − γkCx̂k), (77)
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其中F̃k的选择满足最小化误差协方差矩阵(74).

定定定理理理 20[12] 假设(AT, qCT, CT)(0 < q < 1)均
方可镇定, (AT, Q

1
2 )精确能观. 以下结论成立:

1) 次优估计器增益F̃k满足

F̃k = qAPkC
T[R + qCPkC

T]−1,

其中

Pk+1 = APkA
T − q2APkC

T[R +

qCPkC
T]−1CPkA

T + Q.

2) 对于任意给定的P0 > 0,矩阵列Pk都收敛到唯

一正定矩阵P ,即 lim
k→∞

Pk = P ,而且 lim
k→∞

F̃k = F̃ =

qAPCT[R + qCPCT]−1.

3) 次优估计器

x̂k+1 = (A− γkF̃C)x̂k + F̃ yk

是均方稳定的.

在文献[12]中, Zhang等进一步指出:和LMMSE
估计器(75)及间歇卡尔曼滤波器(76)相比,次优估计
器(77)估计误差小于式(75)而大于式(76),因此可被
看作式(75)和式(76)一个性能折衷. 更多的具有丢包
的离散时间随机系统的状态估计问题请参考文献

[13–14].

考虑如下具有状态和测量乘性噪声的系统:

xk+1 = (A + A0βk)xk + wk,

yk = (C + C0βk)xk + vk.
(78)

一般来说,具有状态和控制乘性噪声的最优LQR设计
问题不在对偶于传统的LMMSE估计问题.在文献
[124]中, Zhang和Song通过提出一个不同于以往的线
性估计器来建立了控制和估计的对偶性,并进一步运
用到具有丢包和多个时延的系统.

在文献[50]中, Zhang等考虑了一类具有随机测量
时延的线性估计问题.当随机时延可在线知道时,利
用测量重组技术,随机时延系统就可被等价重构为没
有时延的具有二进制切换的乘性噪声系统,进而利用
卡尔曼滤波技术,获得了一个最优线性滤波器. 在一
类特殊情况下,若系统同时具有随机状态和测量时
延[125],则相应的系统可被等价转化为具有定常时延
和二进制切换的乘性噪声系统.

在网络化环境下, Schenato等[8]综合考虑了控制

和估计问题,在那里,控制和测量信道被建模为乘性
丢包信道. 利用不同的网络传输协议,作者得到了如
下结论:当控制包的成功接收能被确认时(类TCP协
议),存在一临界收包概率,在此值之下,最优控制不
能镇定系统,而且在此协议下,分离原理成立并且最
优LQG控制器是状态估计的线性函数. 反之,当控制
包的成功接收不能被确认时(类UDP协议),最优LQG
控制器通常是非线性的,因此分离原理不在成立. 更

多的关于控制和估计方面的内容请参考文献[126]及
其中文献.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文主要概述并总结了具有乘性噪声的线性随机

不确定系统的稳定性分析、均方镇定、最优控制,以及
估计问题.针对一些问题,提出了一些不同的观点并
发展了相应的结论.在第2部分,作为预备性工作,首
先给出一些基本概念并提出相关问题.第3部分回顾
并收集了一系列的关于随机系统均方稳定和镇定的

结论.对于线性系统,这些结论主要利用随机李雅普
诺夫函数技术和频域方法来获得. 本文着重讨论了两
者之间的联系,以及分析结果与计算结果之间的联系.
第4部分主要回顾了随机最优控制的不同方面,例如
LQR、LQG最优控制、H2/H∞混合控制等. 尤其在网
络化环境下,本文分别在第3, 4部分给出了关于镇定、
估计以及最优跟踪的一些最近的结论.基于所给结论,
初步指出了最优控制、MARE的非负定解、均方可镇
定以及状态或控制噪声方差之间的内在联系:对于
SISO系统,若噪声方差小于一个临界值,那么相应
MARE存在唯一正定解,这也就意味着最优控制存在
唯一,而且是均方镇定控制器,反之亦然. 本文更进一
步的解决了具有状态与控制乘性噪声的线性多变量

离散时间系统的状态反馈最优设计问题.相应的结论
分别出现在第3, 4部分,其中不但证明了经由状态反
馈下的均方镇定问题是一个广义特征值问题(即,该问
题有全局最优解),而且还提出了状态反馈最优控制问
题等价于均方镇定问题.

本文所涉及的内容并没有很好地解决一些重要的

问题,比如在动态输出反馈控制之下,具有状态与控
制乘性噪声的线性多变量离散时间系统的均方镇定

问题;比如网络化环境下的具有状态乘性噪声的线性
离散时间系统的最小比特率均方镇定问题,以及双通
道控制问题(该问题允许控制器通过两个具有乘性噪
声的信道来连接到装置的输入输出端)等等,这些问题
都是未来研究的重点.
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