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摘要:网络化控制系统中的通信约束问题一直是人们关注的焦点. 本文讨论了具有信号衰落约束的线性系统的
线性二次高斯(LQG)控制问题,其中系统输出经放大后通过瑞利平坦衰落信道传输到控制器. 针对控制器与通信信
号放大设计的折中问题,本文在系统二次型性能指标中进一步考虑通信过程的能量消耗,并基于离线设计放大系
数,给出了有限时域下控制信号与放大系数的设计方法. 对于线性定常系统,采用本文方法设计得到的放大系数在
时间趋于无穷时将为常数,基于此,本文进一步将方法推广到无限时域情形. 仿真结果说明了本文方法的有效性及
其性能.
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Linear-quadratic-Gaussian control of linear system with
Rayleigh flat fading channel
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(National Key Laboratory of Industrial Control Technology; Department of Control Science and Engineering,
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Abstract: In networked control systems, communication constrains have been the focus of study for a long time. This
paper studies the linear quadratic Gaussian (LQG) control of linear systems under fading constraints, where the outputs
of systems are assumed to be amplified and transmitted to the controller over a Rayleigh flat fading channel. Aiming at
the tradeoff between controller design and signal amplification, we add an item concerning communication power into the
LQG cost function and then derive the controller and amplification factor in a finite horizon, based on the off-line design
of amplification factor. With the proposed method, the designed amplification factor turns to a constant for linear time-
invariant systems as time approaches infinity. This result inspires us to extend our method to infinite horizon. Simulation
results illustrate the effectiveness and performance of our method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,网络化控制系统备受人们的关注,它在

空间探测、生产自动化、远程诊断、无人机等方面都

有应用. 由于其执行器、传感器与控制器之间通过
共享网络进行通信,所以结构灵活,网络建造和维
护成本降低,但也因此面临新的问题[1]. 由于网络
的限制,数据在传输时将受到有限带宽、网络延时、
丢包等通信问题的约束,不能及时完美地进行传输,
从而导致系统性能的下降,因此在系统分析和设计
时必须要考虑通信约束问题的影响.本文主要针对
一类通信约束—–信号衰落进行研究.

衰落是无线通信中经常会遇到的问题,一般指

接收信号的幅度和相位由于传播媒介、途径的时变

性而发生随机变化的现象.通信领域中关于衰落信
道的研究有着丰富的成果,如关于数据传输[2]、信

道预测[3]、信道模拟[4]等. 这些成果主要关注数据
的可靠性传输,而不关注数据传输的目的,虽然与控
制领域研究问题的着眼点不同,但提供了许多帮助.

控制领域中在讨论衰落问题时一种做法是将信

道描述为丢包模型,即当信道状况良好、通信可靠
时选择接收数据,否则将数据丢弃,文献[5]对此讨
论了丢弃阈值的选择问题.目前控制领域关于丢包
问题的研究成果已经有很多,例如文献[6]讨论了估
计误差方差期望的有界性问题,并证明存在一个阈
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值,当丢包率超过这个阈值时方差将发散,相关的
研究还包括文献[7–9]等;由于增大发送信号的功率
可以减缓丢包现象,文献[10]还讨论了信号功率的
分配问题;关于丢包问题的总结性讨论可参考文献
[11].

根据信息论的知识笔者知道在点对点通信中信

源与信道编码可分离设计,然而对于一般的网络结
构分离设计并非是最优的. 文献[12]通过论证得出
在多址通信中简单的放大传输优于信源与信道编码

分离设计.基于放大传输策略,文献[13]研究了估计
误差方差的有界性问题,得出估计误差方差期望将
最终趋于一个稳定值;文献[14]讨论了测量数据相
关时的估计问题;文献[15]则讨论了信道估计误差
对估计结果的影响;文献[16–17]针对状态估计讨论
了信号功率的分配问题;文献[18]则讨论了完全信
道状态信息和统计信道状态信息已知两种情况下的

最优线性二次高斯(linear quadratic Gaussian, LQG)
控制问题.其他关于衰落信道的研究还包括: 文献
[19]讨论了连续时间系统的编解码设计及系统性能;
文献[20–21]则研究了系统的均方镇定问题等.

本文主要基于文献[18]做进一步讨论.当放大系
数增大时,控制器了解系统的信息就越多,整个控
制性能也就越好,但增大放大系数就意味着增大通
信功率,这又会导致通信功率的额外消耗.对此,本
文基于LQG控制理论方法,在性能指标中进一步考
虑通信过程的能量消耗,通过设计放大系数使总性
能达到最小,从而实现控制性能与通信能量消耗之
间的折中. 为使问题简化,本文基于文献[19]的假
设,即控制信号可直接传输回系统,主要针对系统
输出到控制器之间存在衰落信道的情形进行讨论.

后文组织如下: 第2节描述系统结构和问题,第3
节给出控制信号和放大系数的设计方法,第4–5节
分别为仿真与结论.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑图1所示的离散网络化控制系统,其中系统

输出通过衰落信道传输到控制器.

假设被控对象为单输入单输出线性随机定常系

统:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), (1)

y(k) = Cx(k) + v(k), (2)

其中: x(k)∈Rn为系统状态, u(k)∈R为系统输入信
号, y(k)∈R为系统输出信号, w(k)∼N(0, Σw)为系
统噪声, v(k)∼N(0, σ2

v)为观测噪声,系统初始状态
满足x(0)∼N(m0, Σ0). N(m,Σ)表示均值为m,协
方差阵为Σ的高斯分布.

系统输出y(k)经放大后通过衰落信道传输到控
制器. 在通信中,所有带通信号和信道都可简化为
等效低通信号和信道,这里也采用等效低通描述,
则衰落信道输入输出可描述为[2]

z̆(k) =
+∞∑

τ=−∞
h̆(k; τ)α(k − τ)y(k − τ) + n̆(k), (3)

其中: α(k)为放大系数, n̆(k)为复加性噪声, z̆(k)为
等效低通接收信号, h̆(k; τ)为信道等效低通时变脉
冲响应,即信道状态信息.

当信道为平坦衰落信道时,信号在传输过程中
各频率分量经受相同的衰减和相移,即信道的等效
低通时变传递函数H̆(k; f)是以频率为变量的复常
数[2], H̆(k; f) = H̆(k; 0) = h(k)e−jφ(k). 运用傅里
叶逆变换可得h̆(k; τ) = H̆(k; 0)δ(τ),结合式(3)有

z̆(k) = H̆(k; 0)α(k)y(k) + n̆(k). (4)

假设信道接收端能够得到完全信道状态信息,
即H̆(k; 0)已知[13],则在式(4)两边同乘以ejφ(k)并取

实部后可得

z(k) = h(k)α(k)y(k) + n(k), (5)

其中: z(k)=Re[z̆(k)ejφ(k)]为接收信号, h(k)为信
道幅度增益, n(k)=Re[n̆(k)ejφ(k)]为信道加性噪声,
n(k)∼N(0, σ2

n). 本文考虑瑞利平坦衰落信道
[2],

则H̆(k; 0)可描述为零均值复高斯随机过程,此时
h(k)服从瑞利分布, E{h2(k)} = σ2

h. 上述过程中乘
以ejφ(k)并取实部对应于实际通信中的解调环节.

控制器根据接收信号Zk ,{z(0), · · · , z(k)}确
定控制信号u(k). 这里假设控制信号可直接传输回
系统[19],对于控制器到系统之间也存在衰落信道的
情形将在未来的工作中讨论.

图 1 系统结构

Fig. 1 System structure

将式(5)代入式(2),得到整个离散网络化控制系
统的结构为

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), (6)

z(k) = C ′(k)x(k) + v′(k), (7)

其中: C ′(k) , h(k)α(k)C, v′(k) ∼ N(0, σ2
v′(k)),

σ2
v′(k) , h2(k)α2(k)σ2

v + σ2
n.
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上述系统的LQG性能可表示为

Jc
M = E{xT(M)Q(M)x(M)+

M−1∑
k=0

[xT(k)Q(k)x(k) + R(k)u2(k)]}. (8)

最优性能将包含3项[22]: 等价确定性系统的最优性
能、估计误差导致的性能损耗、系统噪声导致的性

能损耗.在这3项中估计误差与α(k)的取值有关,当
α(k)增大时,估计误差将减小,整个控制性能将得
到提高,但增大α(k)就意味着增大通信功率,因此
α(k)的设计又与通信过程的能量消耗有关. 在讨论
这类问题时一般的做法是给定通信功率约束谋求最

优性能,或者给定性能目标谋求最小通信功率[16].

本文从另一个角度来讨论α(k)的设计问题.本
文在系统性能指标中引入E{S(k)α2(k)y2(k)},用
来表征通信过程的能量损耗,通过设计u(k)和α(k)
使总性能达到最小. 整个问题可描述为:确定控制
信号u(k)和放大系数α(k),使得性能指标

JM , E{xT(M)Q(M)x(M) +
M−1∑
k=0

[xT(k)Q(k)x(k) + R(k)u2(k) +

S(k)α2(k)y2(k)]} (9)

达到极小,其中Q(k) > 0, R(k) > 0, S(k) > 0. 式
中第1, 2两项是对状态回复到平衡态的度量,第3项
是对控制能量消耗的度量,第4项是对通信能量消
耗的度量.

本文将基于假设1[13]讨论问题:

假假假设设设 1 1) (A,B), (A,Σ
1/2
w )可镇定, (A,C),

(A, σv)能观;

2) A可逆;

3) {h(k)}为独立同分布(i.i.d.)随机过程;

4) x(0), w(k), v(k), n(k), h(k)相互独立.

假设1中1)和4)为一般性假设; 2)将在后文得到
应用,并且,若离散系统是由连续系统离散化得到,
则2)将成立; 3)是实际情况的近似. 在实际中衰落信
道的多普勒功率谱并非是白色的, Clarke曾得出在
二维各项同性散射情形下H̆(t; 0)的功率谱为U型
谱[23],根据功率谱可以得到多普勒展宽,并由此定
义信道相干时间,用来描述信道的变化快慢[2]. 当
采样间隔远大于信道相干时间时, {H̆(k; 0)}将近似
描述为i.i.d.随机过程,而{h(k)}为{H̆(k; 0)}的模,
也将近似为i.i.d.随机过程.

3 控控控制制制信信信号号号与与与通通通信信信放放放大大大系系系数数数的的的设设设计计计(Design
of control signal and amplification factor)
本节主要讨论如何确定控制信号u(k)和放大系

数α(k). 本文将首先讨论有限时域下u(k)和α(k)的
设计问题,然后再将结论推广到无限时域.

3.1 有有有限限限时时时域域域(Finite horizon)
将式(2)代入式(9),可将性能指标改写为

JM = E{xT(M)Q(M)x(M)+
M−1∑
k=0

[xT(k)Q′(k)x(k) + R(k)u2(k) +

S(k)α2(k)v2(k)]}, (10)

其中Q′(k) , Q(k) + S(k)α2(k)CTC.

将式(1)代入式(10),并进行整理,可得

JM = E{xT(0)P (0)x(0)+
M−1∑
k=0

{S(k)α2(k)v2(k) +

wT(k)Q′(k)w(k)+[u(k)+F (k)x(k)]T ×
[BTP (k+1)B+R(k)][u(k)+F (k)x(k)]}},

(11)
其中:

F (k)= [BTP (k + 1)B+R(k)]−1BTP (k + 1)A,

(12)

P (k) = AT{P (k + 1)− P (k + 1)B[BTP (k +

1)B + R(k)]−1BTP (k + 1)}A + Q′(k),

(13)

P (M) = Q(M). (14)

基于传统LQG控制问题的分离性原则,本文将
式(11)中的x(k)分解为x(k) = x̂(k|k) + x̃(k|k),其
中 x̂(k|k)为时刻 k对该时刻的最优最小二乘估计,
x̃(k|k)为估计误差. 因为x̃(k|k)⊥Zk, ⊥表示正交,
又u(k)和x̂(k|k)均为Zk的函数,所以x̃(k|k)⊥u(k)
+ F (k)x̂(k|k). 于是可将式(11)改写为

JM = E{xT(0)P (0)x(0)+
M−1∑
k=0

{S(k)α2(k)v2(k) +

wT(k)Q′(k)w(k) + x̃T(k|k)FT(k)×
[BTP (k + 1)B + R(k)]F (k)x̃(k|k) +

[u(k) + F (k)x̂(k|k)]T[BTP (k + 1)B +

R(k)][u(k) + F (k)x̂(k|k)]}}. (15)

注意到式(15)中最后一项非负,其余各项的取值
与u(k)无关,因此取控制信号使得最后一项为零,
可得最优控制律为

u∗(k) = −F (k)x̂(k|k). (16)

此时性能指标为

JM (u∗) =

E{xT(0)P (0)x(0)+
M−1∑
k=0

{S(k)α2(k)v2(k)+
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wT(k)Q′(k)w(k)+x̃T(k|k)FT(k)×
[BTP (k+1)B+R(k)]F (k)x̃(k|k)}}. (17)

最优放大系数为

α∗(k) = {α(k) : min
α(k)

JM (u∗)}. (18)

由式(16)可知,控制器与放大系数可分离设计.

最优估计x̂(k|k)=E{x(k)|Zk}涉及到α(k)的设
计,一般需要在线设计放大系数. 但由式(12)–(14)
(16)可知, u∗(k)与α∗(k), · · · , α∗(M − 1)有关,因此
在线设计放大系数会导致控制器的非因果性. 这主
要是由分离性假设引起,也就是说,估计器与放大
系数的不可分离将导致估计器与控制器的不可分

离. 此时一种做法是改变控制律,重新设计控制器.

这里本文考虑放大系数的离线设计,则估计器
与放大系数可分离设计,避免了控制器的非因果性,
控制器与估计器的分离假设依然成立. 此时最优估
计x̂(k|k)可直接利用Kalman滤波器获得:

x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) + K(k)[z(k)−
C ′(k)x̂(k|k − 1)], (19)

Σ(k|k) = Σ(k|k − 1)−K(k)C ′(k)Σ(k|k − 1),

(20)

x̂(k|k−1)=Ax̂(k−1|k−1)+Bu(k−1), (21)

Σ(k|k − 1) = AΣ(k − 1|k − 1)AT + Σw, (22)

K(k) = Σ(k|k − 1)C ′T(k)×
[C ′(k)Σ(k|k−1)C ′T(k)+σ2

v′(k)]−1, (23)

其中: Σ(k|k)为时刻 k对该时刻的估计误差方差,
x̂(k|k−1)为时刻k−1对时刻k的预测值, Σ(k|k−1)
为预测误差方差. 初始值x̂(0| −1)=m0, Σ(0| −1)
= Σ0.

下面主要讨论放大系数的设计问题.利用
ζTζ = tr{ζζT}, ζ∈ Rn,可求得JM (u∗)为

JM (u∗) = mT
0 P (0)m0 + tr{P (0)Σ0}+

M−1∑
k=0

S(k)α2(k)σ2
v+

M−1∑
k=0

tr{Q′(k)Σw}+
M−1∑
k=0

tr{Ψ(k)EHk
{Σ(k|k)}}, (24)

其中Ψ(k) , FT(k)[BTP (k+1)B +R(k)]F (k). 上
式中EHk

{Σ(k|k)}是对估计误差方差关于信道状态
Hk求期望, Hk , {h(0), · · · , h(k)},由于其求解复
杂,导致最优放大系数的求解出现困难.这里利用文
献[13]中的结论对性能指标做些改变,通过最小化
JM (u∗)的上界来求取放大系数的次优解α∗s (k).

Dey等在文献[13]中讨论了EHk
{Σ(k+1|k)}的

求解问题,通过论证函数的凹凸性得到EHk
{Σ(k+

1|k)}与EHk−1
{Σ(k|k−1)}之间的不等式:

Σ̄k+1|k 6 Eh(k){Σw + AΣ̄k|k−1A
T−

h2(k)α2(k)
h2(k)α2(k)(CΣ̄k|k−1CT + σ2

v) + σ2
n

×

AΣ̄k|k−1C
TCΣ̄k|k−1A

T}, (25)

其中Σ̄k+1|k , EHk
{Σ(k + 1|k)}. 根据式(25), Dey

等定义了EHk
{Σ(k + 1|k)}的上界序列{Ω(k + 1)}:

Ω(k + 1) = Eh(k){Σw + AΩ(k)AT −
h2(k)α2(k)

h2(k)α2(k)(CΩ(k)CT + σ2
v) + σ2

n

×

AΩ(k)CTCΩ(k)AT}. (26)

初始值Ω(0) = Σ0. 上式期望可直接进行计算.由
于h(k)服从瑞利分布,所以h2(k)服从指数分布,又
E{h2(k)} = σ2

h,由此可计算出

Ω(k+1) =

Σw + AΩ(k)AT − AΩ(k)CTCΩ(k)AT

CΩ(k)CT + σ2
v

×
[1− γkeγkE1(γk)], (27)

其中: γk , σ2
n

σ2
hα

2(k)[CΩ(k)CT + σ2
v]

, E1(x)为指

数积分: E1(x) =
w∞

x

e−t

t
dt.

基于{Ω(k + 1)}可以得到EHk
{Σ(k|k)}的上界

序列. 由式(22),有Σ(k|k)=A−1(Σ(k+1|k)−Σw) ·
(A−1)T,因此

EHk
{Σ(k|k)} =

A−1(EHk
{Σ(k + 1|k)} −Σw)(A−1)T 6

A−1(Ω(k + 1)−Σw)(A−1)T , Γ (k). (28)

根据式(28),性能函数JM (u∗)的上界为

J ′M (u∗)= mT
0 P (0)m0 + tr{P (0)Σ0}+

M−1∑
k=0

S(k)α2(k)σ2
v+

M−1∑
k=0

tr{Q′(k)Σw}+
M−1∑
k=0

tr{Ψ(k)Γ (k)}, (29)

则次优解为

α∗s (k) = {α(k) : min
α(k)

J ′M (u∗)}. (30)

本文采用数值解法求解α∗s (k). 考虑到求导的复
杂性,本文利用Hooke和 Jeeves提出的模式搜索
法[24]进行求解,其基本思想为:寻找具有较小函数
值的山谷,使迭代产生的序列沿山谷走向逼近极小
点. 算法主要包括探测移动和模式移动两部分,其
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中前者确定有利的前进方向,而后者则沿着该方向
加速移动,迭代时两者交替进行. 运用MATLAB进
行仿真时模式搜索法可直接调用程序patternsearch.

图2是仿真求得的α∗s (k),考虑的是文献[13]中的
例子: 在模型(1)–(2)(5)中: A=1.25, B=C =1, Σw

=1, σ2
v =4, σ2

n =4, σ2
h =0.01;初始状态: m0 = 1,

Σ0 =1;性能指标JM中Q(k)=R(k)=1, S(k)=0.1,
M的取值分别为40, 60和80. 由于α(k)的正负对最
终结果没有影响,这里不失一般性取α(k)为正. 根
据图 2中α∗s (k)的取值可以推测: 当M →∞时,即
无限时域情形, α∗s (k)可取为常数,为4.6172.

图 2 M = 40, 60和80时α∗s (k)的取值

Fig. 2 Value of α∗s (k) with M = 40, 60 and 80

注注注 1 在性能指标中, S(k)表示通信过程能量消耗的

权重. 笔者发现, S(k)取值越大, α∗s (k)将越小. 由式(27)知道

仿真时需要计算eγk ,若α∗s (k)太小的话, γk将会很大,在计

算eγk时容易溢出.因此这里在仿真时, S(k)取值较小,以防

止Ω(k)在迭代时因数据溢出而发生错误.

3.2 无无无限限限时时时域域域(Infinite horizon)
对于无限时域情形,本文取Q(k) = Q̄, R(k) =

R̄, S(k) = S̄. 基于3.1节的推测本文可令α(k) = ᾱ.
此时性能指标为

J∞ = lim
M→∞

1
M

E{
M−1∑
k=0

[xT(k)Q̄x(k) +

R̄u2(k) + S̄ᾱ2y2(k)]}. (31)

为保证估计误差方差期望EHk
{Σ(k|k)}的收敛

性,进一步提出假设2.

假假假设设设 2 1) ᾱ 6= 0;

2) max(0, log ‖h(0)C‖)可积.

由文献[13]可知,当满足假设1与假设2后,估计
误差方差期望EHk

{Σ(k|k)}将收敛到常值Σ̄,上界
序列Γ (k)也将收敛到Γ̄ .

根据有限时域的分析可以得到最优控制律为

ū∗(k) = −F̄ x̂(k|k). (32)

此时性能指标为

J∞(ū∗) = tr{Q̄′Σw}+ S̄ᾱ2σ2
v + tr{Ψ̄ Σ̄}. (33)

最优放大系数为

ᾱ∗ = {ᾱ : min
ᾱ

J∞(ū∗)}, (34)

其中:
Ψ̄ = F̄T[BTP̄B + R̄]F̄ ,

F̄ = [BTP̄B + R̄]−1BTP̄A, (35)

P̄ = AT{P̄ − P̄B[BTP̄B +

R̄]−1BTP̄}A + Q̄′, (36)

Q̄′ = Q̄ + S̄ᾱ2CTC. (37)

放大系数的求解依旧采用3.1节的方法,通过优
化性能指标的上界来求取次优解ᾱ∗s :

ᾱ∗s = {ᾱ : min
ᾱ

J ′∞(ū∗)}, (38)

J ′∞(ū∗) = tr{Q̄′Σw}+ S̄ᾱ2σ2
v + tr{Ψ̄ Γ̄}, (39)

其中Γ̄满足

Γ̄ = A−1(Ω̄ −Σw)(A−1)T, (40)

Ω̄ = Σw + AΩ̄AT − AΩ̄CTCΩ̄AT

CΩ̄CT + σ2
v

×

[1− γ̄eγ̄E1(γ̄)], (41)

γ̄ =
σ2

n

σ2
hᾱ

2[CΩ̄CT + σ2
v]

. (42)

在求解上述问题时, P̄ , Ω̄可利用数值方法迭代

求解,而ᾱ∗s可利用非线性规划中的一维搜索算法求
得. 图3描述了S̄取不同值时ᾱ∗s的取值情况,参数设
置与3.1节一致, A = 1.25, B = C = 1, m0 = 1, Σ0

= 1, Σw = 1, σ2
v = 4, σ2

n = 4, σ2
h = 0.01,性能指标

J∞中Q̄ = R̄ = 1, ᾱ∗s采用黄金分割法求解. 根据仿
真结果可知,当S̄ = 0.1时, ᾱ∗s = 4.6177,与3.1节结
果一致.

图 3 不同S̄下ᾱ∗s的取值

Fig. 3 Value of ᾱ∗s with different S̄

在传统LQG控制问题中,为了保证反馈系统是
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渐进稳定的,即相应的Riccati方程的解为镇定解,需
要进一步要求(A,D)可探测(detectable),其中D为

满足Q̄ = DTD的任一矩阵[25]. 这里由于本文改变
了性能指标,因此想要保持系统稳定,需要满足(A,

D′)可探测,其中Q̄′ = D′TD′.

已知(A,D)可探测,当且仅当[25]∀λ, |λ| > 1,

rank(

[
λI −A

D

]
) = n.

上式等价于

rank((λI −A)T(λI −A) + DTD) = n,

即(λI −A)T(λI −A) + Q̄ > 0. 于是

(λI −A)T(λI −A) + Q̄′ =

(λI −A)T(λI −A) + Q̄ + S̄ᾱ2CTC > 0.

由此可得

rank((λI −A)T(λI −A) + D′TD′) = n,

即rank(

[
λI −A

D′

]
) = n, (A,D′)可探测. 这就是

说,若原LQG控制下系统是渐进稳定的,则基于本
文方法得到的反馈系统依旧是渐进稳定的.

3.3 方方方法法法小小小结结结(Summary of the method)

至此本文给出了网络化控制系统(1)–(2)(5)在有
限时域和无限时域下控制信号和放大系数的设计方

法.

对于有限时域情形,考虑性能函数(9),本文基于
放大系数的离线设计,在控制与估计的分离假设下
得出控制信号的设计与传统LQG控制问题类似,采
用线性反馈控制(16),状态估计采用Kalman滤波器
获得式(19)–(22);放大系数的设计由于涉及到对信
道状态的处理,本文求取了次优解(30),通过优化性
能指标的上界(29)在一定程度上使性能最优,计算
过程采用模式搜索法进行求解.

基于有限时域的仿真结果,针对无限时域情形,
考虑性能函数(31),得出定常反馈控制(32),并基于
性能指标的上界(39)得到常放大系数(38). 放大系
数的求解采用一维搜索算法计算.

4 仿仿仿真真真(Simulation)
本节利用仿真来说明控制性能与通信能量消耗

之间的折中. 笔者知道随着放大系数的增大,控制
性能将得到提高,而通信能量消耗也将随之增大,
所以放大系数的选择体现了控制性能与通信能量消

耗之间的折中,当放大系数的取值使得总性能达到
最小时,将实现两者间的最优折中.

考虑无限时域情形,首先讨论如下稳定系统:

x(k + 1) =

[
0.7 1
0 0.9

]
x(k) +

[
0
1

]
u(k) + w(k),

y(k) = [1 0]x(k) + v(k),

其中: w(k)∼N(

[
0
0

]
,

[
1 0
0 1

]
), v(k)∼N(0, 1),初始

状态x(0)∼N(

[
1
1

]
,

[
1 0
0 1

]
).

信道输入输出满足

z(k) = ᾱh(k)y(k) + n(k),

其中: h(k)服从瑞利分布, E{h2(k)} = 1, n(k) ∼
N(0, 1).
性能指标J∞中

Q̄ = diag{1, 1}, R̄ = 1, S̄ = 0.1,

其中diag表示对角矩阵. 此时可取D = diag{1, 1},
则(A,D)能观,进一步也是可探测的.

根据式(38)–(42),采用黄金分割法可以求得
ᾱ∗s = 1.1230,此时 Q̄′ = diag{1.1123, 1},可取D′ =
diag{1.0546, 1},则(A,D′)能观,进一步也是可探
测的.

当ᾱ=1.1230时系统性能J∞(ū∗)=12.4127. 计
算过程涉及Σ̄的求取,这里参照文献[13],通过计算
50000个样本序列的平均值得到. 图4是ᾱ = 1.1230
时估计误差方差期望的迹tr1(k)=tr{EHk

{Σ(k|
k)}}及其上界的迹tr2(k) = tr{Γ(k)}的取值情况,
实线对应tr1(k),虚线对应tr2(k). 由于样本容量有
限,导致计算时EHk

{Σ(k|k)}的收敛值一直在上下
浮动.对此,本文通过求最后10个值的平均值来计
算Σ̄.

图 4 稳定系统估计误差方差期望及其上界的迹
Fig. 4 Trace of the expected estimate error covariance and its

bound of the stable example

为了说明本文方法的有效性,本文求取一系列ᾱ
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对应的系统性能J∞(ū∗). 图5是上述稳定系统在ᾱ

取不同值时J∞(ū∗)及其上界J ′∞(ū∗)的取值情况,
实线对应J∞(ū∗),虚线对应J ′∞(ū∗). 对比两条曲线
可以发现, ᾱ∗ ≈ ᾱ∗s .

图 5 稳定系统不同ᾱ下J∞(ū∗)与J ′∞(ū∗)的取值
Fig. 5 Value of J∞(ū∗) and J ′∞(ū∗) with different ᾱ of

the stable example

进一步讨论不稳定系统,保持其他参数不变,取

A=

[
1.3 1
0 1.7

]
,此时可求得ᾱ∗s =2.3913. 图6是ᾱ=

2.3913时 tr1(k)与 tr2(k)的取值情况,实线对应
tr1(k),虚线对应tr2(k). 根据最后10个值的平均值
求得Σ̄后可计算出J∞(ū∗) = 427.4744,比稳定系统
的性能指标大很多,这主要是由系统的不稳定性造
成,即镇定系统会造成额外的能量消耗.

图 6 不稳定系统估计误差方差期望及其上界的迹
Fig. 6 Trace of the expected estimate error covariance and

its bound of the unstable example

图7是上述不稳定系统在ᾱ取不同值时J∞(ū∗)
及其上界J ′∞(ū∗)的取值情况,实线对应J∞(ū∗),虚
线对应J ′∞(ū∗). 从图中可以估计出ᾱ∗ ≈ 2.25,而ᾱ∗s
= 2.3913,相比于稳定系统结果要差,这可能是由Σ̄

与Γ̄的较大偏离引起. 虽然如此,其结果仍然可以接
受,因为当ᾱ分别取ᾱ∗s与ᾱ∗时J∞(ū∗)的取值相差并
不大.

图 7 不稳定系统不同ᾱ下J∞(ū∗)与J ′∞(ū∗)的取值
Fig. 7 Value of J∞(ū∗) and J ′∞(ū∗) with different ᾱ of

the unstable example

从以上仿真可以看出,无论是稳定还是不稳定
系统,本文方法均很好地实现了控制性能与通信能
量消耗之间的折中.

在第2节中本文曾提到,同类文献中在讨论放大
系数的设计问题时一般有2种方法: 一种侧重于控
制,给定最差性能指标,设计放大系数使通信功率
最小;另一种侧重于通信,给定最大通信功率,设计
放大系数使性能指标最优, 2种方法考虑的都是硬性
条件约束. 本文所采用的方法是将通信和控制联合
考虑,使总性能最优,考虑的实则是一种软性约束.
另外,在引入通信消耗时笔者加入了权重S,通过对
权重的取值可以选择是侧重于控制抑或是通信,从
某种意义上来说,这是前2种方法的结合.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文考虑了具有信号传输衰落的线性系统的二

次型最优控制问题.通过在性能指标中进一步考虑
通信过程的能量消耗,本文将通信信号的放大设计
纳入闭环系统的性能框架中,并借此讨论了系统中
存在瑞利平坦衰落信道时控制器与通信信号放大设

计中的折中. 通过分析,本文提出了有限时域情形
控制信号与放大系数的设计方法,其中控制信号的
设计与传统LQG问题类似,采用线性反馈控制,而
放大系数的设计采用数值解法获得. 从有限时域的
设计分析中获得启发,进一步给出了无限时域情形
控制信号与放大系数的设计方法. 仿真验证了本文
方法的有效性,通过对通信信号的放大设计,本文
很好地实现了控制性能与通信过程能量消耗之间的

折中. 本文主要讨论了系统输出到控制器之间存在
衰落信道的情形,在未来的研究中希望进一步讨论
控制器到系统之间也存在衰落信道的情形. 另外,
本文主要针对单输入单输出系统,而多输入多输出
系统由于涉及到功率分配问题,更值得去探讨.
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