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摘要:对于桥式吊车系统的最优控制问题,根据实际的工况要求,性能指标有时不一定是标准的二次形式. 同时,
在实际的控制问题中,状态和控制输入往往会受到一些边界条件和路径过程中的约束. 针对这一问题,本文应用
Chebyshev伪谱优化算法来处理,它可以处理状态和控制约束的非线性最优化问题以及一个非标准的目标函数. 首
先对桥式吊车系统模型进行一系列的坐标变换,将其转变为上三角系统形式的误差模型. 然后将桥式吊车最优控
制问题转化成具有一系列代数约束的参数优化问题,即非线性规划问题.通过求解离散化后的参数优化问题,得到
桥式吊车的最优控制律.本文还给出了Chebyshev伪谱最优解的可行性和一致性分析.最后,在仿真研究中验证该控
制器的有效性.
关键词: Chebyshev伪谱;最优设计;桥式吊车系统
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Optimal control design for an overhead crane system using
pseudospectral method

LIU Rong-jie, LI Shi-hua†
(College of Automation, Southeast University, Nanjing Jiangsu 210018, China)

Abstract: In the optimal control for an overhead crane system, the performance index is not necessarily in a quadratic
form. It depends on actual requirements of the application. In some cases, states and control are usually constrained due to
boundary conditions and track conditions. To deal with this problem, we employ the Chebyshev pseudospectral algorithm
to solve the nonlinear optimal control problem with states and/or control in constrain and the cost function in nonstandard
quadratic form. Firstly, the model of the overhead crane system is transformed to an error model in upper triangular form.
Next, the optimal control problem of the overhead crane system is transformed into a sequence of parametric optimization
problems with algebraic constrains, i.e., a nonlinear programming problem. By solving the discretized optimization prob-
lems, we obtain the optimal control law for the overhead crane system. The feasibility and the uniformity of the Chebyshev
pseudospectral optimal solution are also analyzed. Simulations are performed to show the effectiveness in applying the
pseudospectral optimal design method to an overhead crane system.
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1 引引引言言言(Introduction)
桥式吊车是一种运输工具,它具有负载能力强、操

作灵活、节能显著等优点,己经被广泛应用到工业生
产和港口运输等多个领域.从本质上来看,桥式吊车
是一种典型的非线性、强耦合的欠驱动系统,正是由
于其欠驱动特性,设计这种闭环系统控制器颇有难度.
为了提高吊车系统的运送效率与安全性能,当前迫切
需要设计出合理的控制策略来实现其自动操作.具体
来说,对于桥式吊车运送控制的目标可以总结为以下
两点: 一方面是使台车快速准确地到达目标位置,以
完成对负载的高效运送;另一方面要求负载在运行过

程中的摆动尽可能地小,以避免与周围的货物或人员
发生意外碰撞.然而,由于桥式吊车系统的非线性欠
驱动特性,以及系统内部存在的摩擦力等多种不确定
性因素,如何同时满足这两方面的性能要求是一个非
常困难的问题.近几年来,对于桥式吊车系统的控制
问题,有最优控制、滑模控制[1–3]、自适应控制[4–6]等

多种方法来设计桥式吊车控制系统.

在实际生产活动中,吊车控制的主要目的是保证
台车传送货物的快速准确特性以及负载运动过程中

的小摆角特性. 而一般的非线性控制方法并不是直接
针对这些特性指标的最优化来设计.因此,基于此目
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标设计相应的最优控制策略具有很强的工程意义.但
是,在最优控制律的求解中,性能指标往往不是标准
的线性二次形式. 而且在实际的控制问题中,状态和
控制输入往往会受到一些边界条件和路径过程中的

约束. 由此可知,寻求有效的方法求解相应的最优控
制律是本文的关键.

对于桥式吊车系统的最优控制问题,现有的方法
大致分为两种. 第1种方法是利用最优的必要条件,将
最优控制问题转化为两点边值问题(TPBVP).大量的
数值算法被用作来求解TPBVP问题[7–9],然而初值的
猜测却很难得到. 对于每一个不同的初值条件,在每
次计算之前都需要进行初值的猜测. 第2种方法是通
过离散化或是参数化把最优控制问题转化成一个有

限维的优化问题[10–12],再进行数值计算.但是,这种
方法也存在着和第1种方法一样的缺点,也需要对初
值进行猜测. 与此同时,现有的这些优化控制方法均
是基于一个简化之后的线性模型得到的. 因此,直接
基于非线性的吊车模型去设计最优控制器,并尽量避
免出现上述方法的问题,是本文的主要动机.

相对现有的方法而言,伪谱方法的优点比较突出,
针对于任意形式的性能指标,它能够将非线性系统的
约束最优控制所遇到的两点边值问题离散化后转化

为线性代数方程问题,这样不需要求解Riccati微分方
程,就可以获得反馈控制律近似分析解,并且它能够
用于实时在线控制.同时,相比其他的数值解法,伪谱
方法具有收敛更快、性能更好的优点.

具体地说,伪谱(pseudospectral)是一种用来解决
复杂非线性最优控制问题的数值计算方法. 伪谱方法
产生于20世纪70年代,最初它被用来求解偏微分方
程(partial differential equations, PDE)[13],并很快成为
了最重要的偏微分方程数值计算方法之一[14]. 20世
纪90年代以来,伪谱方法被引入到求解非线性约束最
优控制问题中,研究人员通过选择不同的节点选取方
式,研究并开发了各种伪谱最优控制算法[15–18]. 在随
后的几十年中,伪谱最优控制算法在大量的实际工程
优化控制问题中扮演着举足轻重的角色[17–18]. 在
2006年11月5日和2007年3月3日,美国国际空间站在
没有使用任何推进剂的前提下,通过伪谱最优控制算
法设计姿态跟踪轨迹,完成了两次大角度的机动,实
现了零推进剂下大角度机动的历史性突破,同时还为
美国宇航局节省了1.5亿美元的推进剂成本. 由于伪谱
最优控制方法的成功应用, NASA已经将伪谱控制算
法编入了其最新发布的OTIS最优控制软件包中[19].
同时,近些年来,关于伪谱方法的理论、算法、计算能
力等方面的研究也一直是最优控制领域的热点之

一[20–26].

根据节点选取方法的不同,伪谱最优控制算法
可分为以下几种形式: Legendre-Gauss型、Legendre-

Gauss-Lobatto(LGL)型、Legendre-Gauss-Radau(LGR)
型以及Chebyshev-Gauss-Lobatto(CGL)型伪谱算法.
前3种伪谱算法的节点配置可通过求解Legendre多项
式或其导函数的根得到,这里笔者将这3种算法统称
为Legendre伪谱算法. CGL算法的节点由Chebyshev
多项式求根得到. 和前 3种算法相比, Chebyshev伪谱
算法有其自身的优点. 首先,对于一个给定的函数,
在L∞范数的意义下, Chebyshev多项式近似非常接近
最优多项式近似的结果[27]. 其次,在计算节点时,
Legendre算法的节点计算需要大量的代数求根运算.
而Chebyshev伪谱算法的节点具有显式表达式,从而
大大减少了计算时间. 随着Chebyshev伪谱算法的数
学理论基础不断地建立和完善[27], Chebyshev伪谱算
法在各种实际工程问题中得到了越来越广泛的应

用[16–17, 28–29].

在本文中,首先对桥式吊车系统模型进行一系列
的坐标变换,将其转变为上三角系统形式的误差模型.
然后应用Chebyshev伪谱优化算法,将吊车最优控制
问题转化成具有一系列代数约束的参数优化问题,即
非线性规划问题.然后,通过求解离散化后的参数优
化问题,得到桥式吊车的伪谱最优控制律.最后,在仿
真研究中验证该控制器对于桥式吊车系统的有效性.

2 动动动力力力学学学模模模型型型(Dynamical model)
通过对桥式吊车系统的分析,可以将其抽象为一

个物理模型,如图1所示.

图 1 桥式吊车系统物理模型

Fig. 1 Physical model of an overhand crane

系统动力学模型为{
(m1+m2)q̈1−m2l cos q2q̈2+m2l sin q2q̇

2
2 =F,

−m2l cos q2q̈1 + m2l
2q̈2 + m2gl sin q2 = 0,

(1)

其中: q1是位移, q2是摆角, m1是台车质量, m2是负载

质量, F是牵引力, l是绳长, g是重力加速度.

类似于文献[30–33],对模型(1)建立坐标变换:




z1 = q1 − 1
2
l ln

1 + sin q2

1− sin q2

,

z2 =
∂L

∂q̇2

,

λ1 = q2, λ2 = q̇2,

(2)
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其中L为拉格朗日算子,定义如下:

L = K − P =

(m1 + m2)
q̇2
1

2
−m2lq̇1q̇2 cos q2 +

m2l
2 q̇2

2

2
−m2gl(1− cos q2), (3)

其中: K是总动能, P是总势能.从而吊车系统转换为
级联规范型:




ż1 =
z2

−m2l cos λ1

,

ż2 = −m2gl sinλ1 − z2λ2 tanλ1+
m2l

2λ2
2 tanλ1,

λ̇1 = λ2, λ̇2 = ω.

(4)

令x1 = z1, x2 =
z2

−m2l cos λ1

,得




ẋ1 = x2,

ẋ2 = g tanλ1 − l
tanλ1

cos λ1

λ2
2,

λ̇1 = λ2, λ̇2 = ω.

(5)

x3 = tanλ1, x4 = (1 + tanλ2
1)λ2,则式(5)转换为如

下形式: 



ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3(g − lx2
4

(1 + x2
3)

3
2
),

ẋ3 = x4,

ẋ4 = (1 + x2
3)ω +

2x3x
2
4

1 + x2
3

.

(6)

下面定义误差变量

e1 =
x1 − x1d

k1

, e2 =
x2

k1

, e3 = x3, e4 = x4,

其中x1d是期望值.再令

k1 = g, k2 = l, f(e3, e4) =
k2e3e

2
4

k1(1 + e2
3)

3
2
.

本文可以得到一个上三角形式的状态方程:



ė1 = e2,

ė2 = e3 − f(e3, e4),
ė3 = e4,

ė4 = (1 + e2
3)ω +

2e3e
2
4

1 + e2
3

,

(7)

其中ω = q̈2,且ei(i = 1, 2, 3, 4)均为变换后的新的误
差变量.

经过反坐标变换,可以得到原始的控制量

F = [
(m1 + m2)l

cos q2

−m2l cos q2]ω +

(m1 + m2)g tan q2 + m2l sin q2q̇
2
2. (8)

这就意味着,设计出了关于误差方程(7)的控制器,
根据式子(8)便可得到桥式吊车的控制量F的表达形

式. 这样的坐标变换简化了动力学方程,使得离散化

后的最优化问题可被更有效的求解. 下面,将针对这
样的吊车模型设计伪谱最优控制器.

3 伪伪伪谱谱谱最最最优优优控控控制制制设设设计计计(Optimal control design
based on pseudospectral)
注注注 1 在对桥式吊车系统的实际控制中,调运过程中

的摆角q2往往会受到角度范围的约束. 与此同时,控制输入

即牵引力F也会有幅值的限制.在设计控制器的时候,针对这

些状态和控制输入量的直接约束是需要被考虑的. 在本文中,

由于进行了一系列的变换,在这里,本文也需要把对其的直接

约束条件同时进行转换,变成针对吊车误差模型的对应的约

束. 以下均是针对转换过的误差模型,以及转换过的约束条

件来进行设计的. 在得到最优结果之后,根据转换关系,即可

以得到直接约束下的原始最优控制量.

基于桥式吊车误差模型,本文考虑如下一般形式
的最优控制问题:

J(e, ω) = Ψ(e(0), e(tf)) +
w tf

0
L(e, ω)dt. (9)

系统方程(7)如下:

ė = (ė1, ė2, ė3, ė4)T =




e2

e3 − k2e3e
2
4

k1(1 + e2
3)

3
2

e4

(1 + e2
3)ω +

2e3e
2
4

1 + e2
3




.

(10)

边界条件和路径约束分别为{
Φ(e(0), e(tf)) = 0,

B(e(t), ω(t)) 6 0.
(11)

本文分4步来实现Chebyshev伪谱优化算法: 首先,
通过变量代换,将上述最优控制问题的时间域由
[0, tf ]转化为计算时域[−1, 1]. 其次,选取Chebyshev-
Gauss-Lobatto(CGL)型节点,将状态量和控制量在节
点上进行离散,并以这些节点构造Lagrange插值多项
式来逼近状态和控制变量. 接着通过对插值多项式求
导来近似状态变量对时间的导数,从而将微分方程约
束转换为一组代数约束. 性能指标中的积分项由
Clenshaw-Curtis积分计算.经上述变换,最优控制问
题可转化成具有一系列代数约束的参数优化问题.最
后,通过求解离散化后的参数优化问题,得到桥式吊
车的伪谱最优控制律.

第第第1步步步 变量代换.在最优控制问题中,最优解有
时是非光滑的,或者无法用全局多项式很好的近似.
为了解决这一缺陷,通常采用有限元方法. 所谓有限
元方法,就是将时间域[−1, 1]划分成若干个子区间,
在各个子区间上采用不同的多项式近似最优控制问

题的解. 因此,这里本文采用变量代换,先将问题的时
间域由[0, tf ]转化为[−1, 1].
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令τ ∈ [−1, 1]和t =
tf
2

τ +
tf
2

,则上述的最优控制

问题的性能指标可以转化为

J(e, ω) = Ψ(e(−1), e(1)) +
tf
2

w 1

−1
L(e, ω)dτ.

(12)

系统方程转化如下:



ė1 =
tf
2

e2,

ė2 =
tf
2

(e3 − k2e3e
2
4

k1(1 + e2
3)

3
2
),

ė3 =
tf
2

e4,

ė4 =
tf
2

((1 + e2
3)ω +

2e3e
2
4

1 + e2
3

).

(13)

相应的边界条件和路径约束可分别写成如下形式:

Φ(e(−1), e(1)) = 0, B(e(τ), ω(τ)) 6 0. (14)

第第第2步步步 选取CGL型节点. 伪谱最优算法中,对于
一个给定的函数,在L∞范数的意义下, Chebyshev展
式可以非常地接近最优的多项式近似结果.其次在计
算节点时, Legendre算法是通过求解Legendre多项式
或其导函数的根得到. Legendre算法的节点计算需要
大量的代数求根运算,而Chebyshev伪谱算法的节点
具有显式表达式,从而大大减少了计算时间. 因此,在
这里本文选取CGL型节点.

CGL型节点的定义如下:

τk = cos
π(N − k)

N
, k = 0, 1, · · · , N, (15)

这些节点均落在区间[−1, 1]上,并且满足τ0 = −1,

τN =1. 特别地,这些节点均为下面N阶Chebyshev多
项式的极值点Tn(t) = cos(N cos−1 t).
下面本文以这些节点构造Lagrange插值多项式来

逼近状态和控制输入. 首先, Lagrange插值多项式的
定义如下:

φk(τ) =
(−1)k+1

N 2ck

(1− τ 2)ṪN(τ)
τ − τk

, (16)

其中:

ck =

{
2, k = 0或 k = N ;
1, 1 6 k 6 N − 1.

那么,状态ei的多项式近似可以如下式给出:

ei(τ) ≈ ēi(τ) =
N∑

k=0

ēi(τk)φk(τ), i = 1, 2, 3, 4.

(17)

相应地,控制输入ω的多项式近似也可以类似的给出:

ω(τ) ≈ ω̄(τ) =
N∑

k=0

ω̄(τk)φk(τ). (18)

第第第3步步步 最优控制问题离散化. 下面本文根据状
态e和控制输入ω的多项式近似式(17)–(18),将最优控

制问题(12)–(14)离散化为一个具有一系列代数约束
的参数优化问题.

首先,本文定义

ē = [ē(τ0) ē(τ1) · · · ē(τN)] =


ē1(τ0) ē1(τ1) · · · ē1(τN)
ē2(τ0) ē2(τ1) · · · ē2(τN)
ē3(τ0) ē3(τ1) · · · ē3(τN)
ē4(τ0) ē4(τ1) · · · ē4(τN)


 , (19)

ω̄ = [ω̄(τ0) ω̄(τ1) · · · ω̄(τN)]. (20)

那么,离散化的性能指标可以由下式给出:

J(e, ω) ≈ J̄(ē, ω̄) =

Ψ(ē(τ0), ē(τN)) +
tf
2

N∑
i=0

L(ē(τk), ω̄(τk))ϑk, (21)

其中ϑk, k = 0, · · · , N为Clenshaw-Curtis加权.

当N为偶数时, Clenshaw-Curtis加权为



ϑ0 = ϑN =
1

N 2 − 1
,

ϑs = ϑN−s =
4
N

N
2
′′∑

j=0

1
1− 4j2

cos
2πjs

N
,

s = 1, 2, · · · ,
N

2
.

(22)

当N为奇数时, Clenshaw-Curtis加权为



ϑ0 = ϑN =
1

N 2
,

ϑs = ϑN−s =
4
N

N−1
2

′′∑
j=0

1
1− 4j2

cos
2πjs

N
,

s = 1, 2, · · · ,
N − 1

2
.

(23)

其次,本文给出状态向量导数的离散近似表达式:

ėi(τ) ≈ ˙̄ei(τ) =
N∑

k=0

ēi(τk)φ̇k(τ), i = 1, 2, 3, 4.

(24)

这里本文定义(N + 1)× (N + 1)阶的微分矩阵

D = (Dkj)
.= (φ̇k(τj)),

其中

φ̇k(τj) =





ck

cj

(−1)j+k

(τj − τk)
, j 6= k;

tk

2− 2t2k
, 1 6 j = k 6 N − 1;

−2N 2 + 1
6

, j = k = 0;

2N 2 + 1
6

, j = k = N.

(25)

由此,本文可以将系统方程(13)转化为如下的一
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系列代数约束:



N∑
j=0

Dkj ē1(τj) =
tf
2

ē2(τk),

N∑
j=0

Dkj ē2(τj) =
tf
2

(ē3(τk)− k2ē3(τk)ē2
4(τk)

k1(1 + ē2
3(τk))

3
2
),

N∑
j=0

Dkj ē3(τj) =
tf
2

ē4(τk),

N∑
j=0

Dkj ē4(τj) =

tf
2

((1 + ē2
3(τk))ω̄(τk) +

2ē3(τk)ē2
4(τk)

1 + ē2
3(τk)

),

(26)

其中k = 0, 1, · · · , N .

最后,本文将边界条件和路径约束也进行类似的
离散化,可以得到

Φ(ē(τ0), ē(τN)) = 0, (27)

B(ē(τk), ω̄(τk)) 6 0, k = 0, 1, · · · , N. (28)

本文可以发现,离散化后的式(26)–(28)保证了原
系统方程,边界条件和约束路径(13)–(14)在每个节点
处依然是成立的.

第第第4步步步 参数优化问题的建立和求解. 综合式(21)
(26)–(28),本文可以建立一个关于ē和ω̄的参数优化

问题.目标函数:

J̄(ē, ω̄) = Ψ(ē(τ0), ē(τN)) +
tf
2

N∑
i=0

L(ē(τk), ω̄(τk))ϑk. (29)

约束条件:



‖
N∑

j=0

Dkj ē1(τj)− tf
2

ē2(τk)‖∞ 6 δ,

‖
N∑

j=0

Dkj ē2(τj)− tf
2

(ē3(τk)−
k2ē3(τk)ē2

4(τk)
k1(1 + ē2

3(τk))
3
2
)‖∞ 6 δ,

‖
N∑

j=0

Dkj ē3(τj)− tf
2

ē4(τk)‖∞ 6 δ,

‖
N∑

j=0

Dkj ē4(τj)− tf
2

[(1 + ē2
3(τk))×

N∑
i=0

ω̄(τi)φi(τk) +
2ē3(τk)ē2

4(τk)
1 + ē2

3(τk)
]‖∞ 6 δ,

‖Φ(ē(τ0), ē(τN))‖∞ 6 δ, B(ē(τk), ω̄(τk)) 6 δ,

(30)

其中k = 0, 1, · · · , N . 由约束条件(30)可知,本文在
式(26)–(28)转化的过程中加入了一个松弛参数δ,该
参数的选取与节点的个数有关. 松弛参数的引入一定
程度上保证了优化问题可行解的集合是非空的.

对于上面的参数优化问题(29)–(30),本文可以采
用一些非线性最优化算法进行求解. 假定本文求得该

参数优化问题得到最优解为ˆ̄e, ˆ̄ω,那么,根据式(17)–
(18),得到最优控制问题(9)–(11)的伪谱最优控制律

ωopt(t) =
N∑

k=0

ˆ̄ω(τk)φk(t), (31)

以及相应的最优状态轨迹

eopt
i (t) =

N∑
k=0

ˆ̄ei(τk)φk(t), i = 1, 2, 3, 4. (32)

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulations)
在本节中,通过仿真结果,进一步说明Chebyshev

伪谱最优控制方法对于桥式吊车系统的有效性. 在这
里,本文考虑一个具有约束的最优控制问题.

基于吊车系统(10),本文考虑如下的性能指标:

J(e, ω) =
1
2

w tf

0
eTedt, (33)

其中tf = 8 s,以及相应的路径约束:

|F | 6 2, |q2(t)| 6 0.25. (34)

根据式(3),即F与ω的关系,可得此时对应的ω约束为

|ω(t)| 6 8和|e3(t)| 6 0.255.

注注注 2 对于上述的最优控制问题,本文做出以下分析:

性能指标为状态误差的二次型形式,为了形式上的美观和分

析的便利,此处并没有先给出原始状态的性能指标从而推出

状态误差的性能指标形式. 虽然此处并没有给出原始的J(q,

F )的形式,但是根据反坐标变换,这里的J(e, ω)同样是呈现

了吊车快速达到期望位置并且摆角小的最优指标.第1个约束

要求控制输入是有界的,这一要求在工程应用中是有意义的;

第2个约束保证了吊车摆角在整个过程中被控制在一个很小

的范围内,这是桥式吊车控制的主要目的之一.由此可见,该

约束最优控制问题是有很强的实际工程意义的.

本文吊车系统的参数设置如下: 初始条件为
(q1(0), q̇1(0), q2(0), q̇2(0))= (−2, 0, 0, 0); q1d =0 m;
k1 = 9.8m/s2; k2 = 1 m; m1 = 1 kg; m2 = 1 kg.
在Chebyshev伪谱最优控制器设计中,本文选取200
个Chebyshev节点. 相应的仿真结果见图2–6.

图 2 伪谱最优控制下的吊车位移响应曲线
Fig. 2 Position response curve of an overhead crane system

with pseudospectral optimal controller
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图 3 伪谱最优控制下的吊车摆角响应曲线
Fig. 3 Angle response curve of an overhead crane system

with pseudospectral optimal controller

图2和图3给出了桥式吊车位移q1和摆角q2的变化

曲线.由图可知,吊车在5 s以后到达期望位置.同时本
文可以发现,吊车的摆角在整个控制过程中一直落
在±0.25之间,满足最优问题的路径约束.

图4和图5给出了桥式吊车控制输入ω和控制力F

的变化曲线.可以发现,控制输入在开始的一段时间
内出现了短暂的切换控制,这是由于路径约束的原因.
整个最优控制问题性能指标的变化曲线在图6中给出.

图 4 伪谱最优控制下的控制输入曲线
Fig. 4 Control input curve of an overhead crane system

with pseudospectral optimal controller

图 5 伪谱最优控制下的控制力曲线
Fig. 5 Control force curve of an overhead crane system

with pseudospectral optimal controller

图 6 伪谱最优控制下的性能指标曲线
Fig. 6 Performance index curve of an overhead crane system

with pseudospectral optimal controller

由图2–6可以看出,基于Chebyshev伪谱算法设计
的最优控制律能够在满足约束条件的前提下,使得性
能指标达到最优,很好地解决了桥式吊车系统约束优
化控制问题.

5 总总总结结结(Conclusions)
本文先对桥式吊车系统模型进行一系列的坐标变

换,将其转变为上三角系统形式的误差模型. 然后基
于桥式吊车系统的非线性状态误差模型,对于吊车系
统的约束最优控制问题,设计了Chebyshev伪谱最优
控制器. 本文通过应用Chebyshev伪谱优化算法,将最
优控制问题转化成了具有一系列代数约束的参数优

化问题.通过求解离散化后的参数优化问题,得到了
桥式吊车的伪谱最优控制律.本文在附录中还分析了
Chebyshev伪谱优化算法的可行性和一致性,理论上
也给予了证明. 随着节点个数趋向于无穷, Chebyshev
伪谱最优解一致地收敛到最优控制问题的精确解. 最
后,在仿真研究中,针对具有约束的最优控制问题设
计了相应的Chebyshev伪谱最优控制器,验证了上述
控制方法对于桥式吊车系统控制的有效性.

致致致谢谢谢 美国加州大学圣克鲁兹分校应用数学与统
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附附附录录录 伪伪伪谱谱谱最最最优优优解解解的的的可可可行行行性性性和和和一一一致致致性性性分分分析析析

(Appendix The feasibility and correspondence anal-
ysis of Chebyshev pseudospectral optimal solution)
注注注 A1 事实上,关于伪谱算法的可行性和一致性分析

在文献[14, 23]中已给出.因为对于不同的控制对象,部分推
导有变.在此,针对具体的桥式吊车系统优化控制问题,下面
将给出具体的伪谱最优解的可行性和一致性分析.

Chebyshev伪伪伪谱谱谱算算算法法法可可可行行行性性性分分分析析析 这里本文将证明参数

非线性优化问题(29)–(30)的可行解总是存在的. 首先本文给
出以下定义和引理:

定定定义义义 A1 设ξ为[−1, 1] → R的函数,如果对于所有的
0 6 j 6 m, ξ的j阶弱导数ξ(j)都落在空间Lp[−1, 1]中,那么
本文称ξ属于Sobolev空间Wm,p.

引引引理理理 A1[7] 对于任意给定的函数ξ ∈ Wm,p, t ∈ [−1,

1],存在一个次数不超过N的多项式函数pN (t),满足
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|ξ(t)− pN (t)| 6 CC0N−m, ∀ t ∈ [−1, 1],

其中: C为一个与N无关的常数, C0 = ‖ξ‖W m,∞ . 进一步地,
若pN (t)使得范数‖ξ(t)− pN (t)‖L∞达到最小,那么在L∞范
数意义下, pN (t)为函数ξ(t)的N阶最优多项式近似.

下面本文通过定理1来说明Chebyshev伪谱算法的可行
性. 其中,引理1将在定理1的证明中被使用.

定定定理理理 A1 对于最优控制问题(12)–(14)任意给定的可
行解, t → (e, ω),假定x(·) ∈ Wm,∞, m > 2. 设参数优化问
题(29)–(30)中的松弛参数δ = (N − 1)

3
2−m,那么,存在正整

数N1,对于所有N > N1,该问题总有可行解(ē, ω̄)存在. 并
且,可行解满足(

ω̄(τk) = ω(τk), ‖ē(τk)− e(τk)‖∞ 6 L(N − 1)1−m,

∀ k = 0, 1, · · · , N,

(A1)

其中: τk, k = 0, 1, · · · , N为CGL节点, L为一个与N无关的

正常数.

证证证 令p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t), p4(t))
T. 对于所有的

i = 1, 2, 3, 4, pi(t)为ėi(t)在L∞范数意义下的(N − 1)阶最优

多项式近似. 由引理1可知,存在一个与N无关的常数C1,使

‖ė(t)− p(t)‖L∞ 6 C1(N − 1)1−m. (A2)

定义

eN (t) =
w 1

−1
p(s)ds + e(−1),

ē(τk) = eN (τk), ω̄(τk) = ω(τk), k = 0, 1, · · · , N. (A3)

由式(A2),可以得到

‖e(t)− eN (t)‖L∞ 6 2C1(N − 1)1−m. (A4)

由此可知, ē(τk)和e(τk)包含在一个紧集内,且该紧集的边界
与N无关.

由于系统方程(13)等号右端的函数是连续可微的,那么
函数在上面的紧集内是Lipschitz连续的. 根据文献[7],本文

可以得到
NP

i=0
Dkiē(τi) = ėN (τk).据此,有

‖
NP

j=0
Dkj ē1(τj)− tf

2
ē2(τk)‖∞ 6

‖ėN
1 (τk)− ė1(τk)‖∞ + ‖ė1(τk)− tf

2
ē2(τk)‖∞ =

‖p1(τk)− ė2(τk)‖∞ +
tf
2
‖e2(τk)− ē2(τk)‖∞ 6

C1(1 + 2C2)(N − 1)1−m, (A5)

其中C2为Lipschitz常数. 进一步可知,存在正常数N1,对于
N > N1,满足C1(1 + 2C2)(N − 1)1−m 6 δ.与此同时,本文
还可以类似得到如下结果:

‖
NP

j=0
Dkj ē2(τj)− tf

2
(ē3(τk)− k2ē3(τk)ē2

4(τk)

k1(1+ē2
3(τk))

3
2

)‖∞ 6 δ,

(A6)

‖
NP

j=0
Dkj ē3(τj)− tf

2
ē4(τk)‖∞ 6 δ, (A7)

‖
NP

j=0
Dkj ē4(τj)− tf

2
((1 + ē2

3(τk))
NP

i=0
ω̄(τi)φi(τk) +

2ē3(τk)ē2
4(τk)

1 + ē2
3(τk)

)‖∞ 6 δ. (A8)

因此, (ē, ω̄)满足参数优化问题中系统方程的约束. 对于
离散化之后的边界条件和路径约束(27)–(28),函数Φ和C是连

续可微的,本文可以推出下面的不等式.
‖Φ(ē(τ0), ē(τN ))‖∞ 6 δ, (A9)

B(ē(τk), ω̄(τk)) 6 δ. (A10)

综合式子(A5)–(A10)可知, (ē, ω̄)满足参数优化问题(29)
–(30)的约束条件,即问题(29)–(30)存在可行解(ē, ω̄),同时,
由(A4)可以推导出(A1). 由此,定理1得证. 证毕.

根据定理1,本文可以发现,最优问题(29)–(30)的解空间
是非空且紧的. 同时,由于性能指标(29)的连续性,该参数优
化问题最优解的存在性得到了进一步地保证.

Chebyshev伪谱算法一致性分析:在上一分析中,本文证
明了参数优化问题最优解的存在性,这里本文主要分
析Chebyshev伪谱算法的一致性. 下面给出的定理2将具体说
明,随着节点的个数趋向于无穷,参数优化问题的最优解将收
敛到原优化控制问题的最优解.

定定定理理理 A2 令{ˆ̄e, ˆ̄ω}∞N=N1
为参数优化问题(29)–(30)

的最优解序列,相应的插值函数序列{eN (·), ωN (·)}∞N=N1
存

在一个子序列一致收敛到(e∞(τ0), q(·), ω∞(·)),其中q(t)和

ω∞(t)为t ∈ [−1, 1]上的连续函数. 那么, ω∞为原优化控制
问题(12)–(14)的最优控制律.同时,

e∞(t) =
w t

−1
q(s)ds + e∞(−1) (A11)

为相应的最优轨迹.

证证证 由{ˆ̄e(τ0), ė
N (·), ωN (·)}∞N=N1

存在一个子序列一

致收敛到(e∞(τ0), q(·), ω∞(·)),其中q(t)和ω∞(t)为t ∈ [−1,

1]上的连续函数可得,存在子序列Ni ∈ 1, 2, · · · , lim
i→∞

Ni =

∞,使得
lim

i→∞
(ėNi(t), ωNi(t)) = (q(t), ω∞(t))

关于i一致成立. 同时可得
lim

i→∞
eNi(t) = e∞(t), (A12)

对于t ∈ [−1, 1]一致成立. 下面的证明将分3步进行: 首先,本
文说明(e∞(t), ω∞(t))为原优化控制问题(12)–(14)的可行解,
接着本文证明参数优化问题的性能指标J̄Ni(ˆ̄e, ˆ̄ω)收敛到原

优化控制性能指标J(e∞(·), ω∞(·)),最后本文证明(e∞(t),

ω∞(t))为原优化控制问题的最优解.

第第第1步步步 为了证明(e∞(t), ω∞(t))为原优化控制问题的

可行解,本文只需要说明, (e∞(t), ω∞(t))满足系统方程(13),
边界条件(14)和路径约束(14). 首先证明(e∞(t), ω∞(t))满足

系统方程(13),这里本文采用反证法. 假设存在时间点 t′ ∈
[−1, 1],使得

ė∞1 (t′)− tf
2

e∞2 (t′) 6= 0, (A13)

ė∞2 (t′)− tf
2

(e∞3 (t′)− k2e∞3 (t′)e2
4

k1(1 + e∞3
2(t′))

3
2

) 6= 0, (A14)

ė∞3 (t′)− tf
2

e∞4 (t′) 6= 0, (A15)

ė∞4 (t′)− tf
2

((1 + e2
3)ω +

2e∞3 (t′)e∞4
2(t′)

1 + e∞3
2(t′)

g) 6= 0.(A16)

不失一般性,这里本文只考虑式(A13),其余式(A14)–
(A16)可类似讨论.由于CGL节点的稠密性,那么存在序列
kNi ,满足

0 < kNi < Ni, lim
i→∞

τkNi = t′.
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又因为eN (t)为N阶插值多项式,对于式(A13)左端而言,由
式(30)有

ė∞1 (t′)− tf
2

e∞2 (t′) = lim
t→∞(ėNi

1 (τkNi )−
tf
2

eNi
2 (τkNi ) =

lim
i→∞

(Ni − 1)
3
2−m = 0. (A17)

因此,式(A17)与式(A13)矛盾,其余式(A14)–(A16)可类
似讨论推出矛盾. 至此, (e∞(t), ω∞(t))满足系统方程(13).
关于边界条件和路径约束的证明可同理得到,这里本文不再
详述. 根据上述分析,本文可知, (e∞(t), ω∞(t))为原优化控

制问题的可行解.

第第第2步步步 这一步本文证明

lim
i→∞

J̄Ni(ˆ̄e, ˆ̄ω) = J(e∞(·), ω∞(·)),

其中:

J̄Ni(ˆ̄e, ˆ̄ω) = Ψ(ē(τ0), ē(τNi
)) +

tf
2

NiP
i=0

L(ē(τk), ω̄(τk))ϑk,

J(e∞(·), ω∞(·)) = Ψ(e∞(τ0), e
∞(τNi

)) +

tf
2

w 1

−1
L(e∞(t), ω∞(t))dt.

由于(eNi(t), ωNi(t))一致收敛到(e∞(·), ω∞(·)),有
lim

i→∞
‖eNi(τk)− e∞(τk)‖∞ =

lim
i→∞

‖ˆ̄e(τk)− e∞(τk)‖∞ = 0, (A18)

lim
i→∞

‖ωNi(τk)− ω∞(τk)‖∞ =

lim
i→∞

‖ ˆ̄ω(τk)− ω∞(τk)‖∞ = 0 (A19)

关于k一致成立. 根据L(e, ω)是连续可微的. 那么,存在
与Ni无关的常数M > 0,使得

‖L(e∞(τk), ω∞(τk))− L(ˆ̄e(τk), ˆ̄ω(τk))‖∞ 6
M(‖ˆ̄e(τk)− e∞(τk)‖∞ + ‖ ˆ̄ω(τk)− ω∞(τk)‖∞). (A20)

对于所有0 6 k 6 Ni均成立.

进一步,由于L(e∞(t), ω∞(t))关于t是连续的,由文
献[21]可知

w 1

−1
L(e∞(t), ω∞(t))dt = lim

i→∞

NiP
i=0

L(ē(τk), ω̄(τk))ϑk,

(A21)

Ψ(e∞(τ0), e
∞(τNi

)) = lim
i→∞

Ψ(ē(τ0), ē(τNi
)). (A22)

结合式(A21)–(A22),即可证明

lim
i→∞

J̄Ni(ˆ̄e, ˆ̄ω) = J(e∞(·), ω∞(·)).

第第第3步步步 记(e∗(t), ω∗(t))为原优化控制问题的最优解,且
满足e∗(t) ∈ Wm,∞, m > 2. 根据定理1,参数优化问题(29)–
(30)存在可行解序列 {ēN (·), ω̄N (·)}∞N=N1

一致收敛到

(e∗(t), ω∗(t)). 现在,由(e∗(t), ω∗(t))和(ˆ̄e(t), ˆ̄ω∗(t))的最优
性可得

J(e∗(t), ω∗(t)) 6 J(e∞(t), ω∞(t)) =

lim
i→∞

J̄Ni(ˆ̄e, ˆ̄ω) 6 lim
i→∞

J̄Ni(ē, ω̄). (A23)

由于{ēN (·), ω̄N (·)}∞N=N1
一致收敛到(e∗(t), ω∗(t)),类似于

第2步中的推导,可以直接得到

J(e∗(t), ω∗(t)) = lim
i→∞

J̄Ni(ē, ω̄). (A24)

由式(A23)和式(A24)可以推出

J(e∗(t), ω∗(t)) = J(e∞(t), ω∞(t)). (A25)

也就是说(e∞(t), ω∞(t))为使得原优化控制问题性能指标达

到最优的可行解. 由此,定理2得证. 证毕.

定理2说明了参数优化问题(29)–(30)的最优解一致地近

似于原最优控制问题的解,即随着节点的个数趋向于无穷,参

数优化问题的最优解将收敛到原优化控制问题的最优解.
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