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摘要:本文首先研究了一类3--D非线性系统的稳定性问题,在此基础上,利用秩条件和线性矩阵不等式(LMI)方法,得
到了这类系统的渐近函数观测器存在的充分条件,并给出了函数观测器的设计方法. 最后,通过算例来说明这种方法是
可行且有效的.
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Abstract: This paper firstly studies the stability condition for a class of three-dimensional (3--D) nonlinear systems,
and based on this, a sufficient condition for the existence of an asymptotic functional observer is given in terms of a rank
condition and a linear matrix inequality (LMI). A systematic design method is then presented for the design of functional
observers. Finally, two examples are provided to illustrate the effectiveness of the proposed design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在最近几十年中,多维系统在图像处理,医学应

用,热处理等许多领域的应用越来越广泛,这吸引了
越来越多的关注和重视[1–3]. 对于多维系统的研究,通
常是建立在Roesser模型及Fornasini-Marchedini模型
等传统模型的基础上,但是在最近数年,空间连接系
统模型也受到越来越多的关注[4]. 在以传统模型描述
的线性系统领域里,状态估计和观测器设计问题一直
都是重要课题,已经有了相当的发展[5],特别是2--D系
统,取得了很多的成果.文献[6–7]从频域的角度分别
提出了渐近观测器和未知输入观测器的设计方法;文
献[8]运用几何理论研究了未知输入函数观测器问题;
文献[9]利用秩条件和LMI方法给出了2--D FMII模型
的渐近函数观测器的设计方法,文献[10]研究了2--D
FMII模型的未知输入观测器的设计方法.

在实际系统中,非线性因素是普遍存在的,但是对
于非线性系统的研究相对比较复杂,尤其对于多维非
线性系统,研究起来更为困难.文献[11]研究了具有溢
出非线性的2--D系统的稳定性条件.最近,文献[12]在
文献[11]的基础上,研究了一类2--D非线性系统的未

知输入观测器的设计问题,使得对于2--D非线性系统
的研究更进一步.然而对于更高维非线性系统的观测
器的设计问题,目前尚未见文献报道,主要困难在于
稳定性分析方面. 本文通过对高维非线性系统边界条
件的分析,得到了一类3--D非线性系统的稳定性条件,
并在此基础上借鉴文献[9]的方法给出了此类系统函
数观测器设计方法.

在本文中,对于对称矩阵X, Y ,记号X > Y表示

矩阵X − Y为正定矩阵, I是具有适当维数的单位阵,
上标“T”表示矩阵的转置.简便起见,本文用“ ∗ ”表
示对称矩阵的对称块, A+表示矩阵A的伪逆, diag{·}
表示一个块对角矩阵. 如果没有特殊说明,文中的矩
阵都假定具有合适的维数.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem statement)
考虑如下的3--D非线性系统:

(Σ) : xk+1,l+1,m+1 =

A1xk,l+1,m+1 + A2xk+1,l,m+1 +

A3xk+1,l+1,m + B1uk,l+1,m+1 +

B2uk+1,l,m+1 + B3uk+1,l+1,m +
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Lf(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m), (1)

yk,l,m = Cxk,l,m, (2)

ζk,l,m = Dxk,l,m, (3)

其中: xk,l,m ∈ Rn为局部状态向量; uk,l,m ∈ Rp和

yk,l,m ∈ Rq分别为已知输入和测量输出; ζk,l,m ∈ Rr

为待估的函数向量,且r 6 n; Ai,Bi(i = 1, 2, 3), L,

D和C均为适当维数的实矩阵. 不失一般性,假定C

和D为行满秩矩阵. 另外, f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1,

ζk+1,l+1,m)为非线性项,满足如下的假设:

假假假设设设 1 设f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)
满足下面的条件:

‖f(ζ1
k,l+1,m+1, ζ

1
k+1,l,m+1, ζ

1
k+1,l+1,m)−

f(ζ2
k,l+1,m+1, ζ

2
k+1,l,m+1, ζ

2
k+1,l+1,m)‖ 6

λ1‖ζ1
k,l+1,m+1 − ζ2

k,l+1,m+1‖+

λ2‖ζ1
k+1,l,m+1 − ζ2

k+1,l,m+1‖+

λ3‖ζ1
k+1,l+1,m − ζ2

k+1,l+1,m‖,
其中: λi > 0, i = 1, 2, 3,

ζi
k,l+1,m+1, ζ

i
k+1,l,m+1, ζ

i
k+1,l+1,m ∈ Rr, i = 1, 2.

对于系统(Σ),假定边界条件为:存在3个正整数
M1, M2和M3,使得




x0,l,m = 0, l + m > M1,

xk,0,m = 0, k + m > M2,

xk,l,0 = 0, k + l > M3.

(4)

本文首先研究满足假设1的3--D非线性系统(Σ)在
边界条件(4)下的稳定性问题,并且在此基础上给出此
类系统的函数观测器的设计方法.

3 3--D系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis
of 3--D systems)
本节研究3--D非线性系统(Σ)的稳定性问题.首先,

考虑如下的3--D非线性系统(Σ0):

xk+1,l+1,m+1 =

F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m) =

A1xk,l+1,m+1 + A2xk+1,l,m+1 + A3xk+1,l+1,m +

Lf(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m), (5)

其中: ζk,l,m如式(3)所确定,初始条件同(4).

参考文献[1],首先给出以下定义:

定定定义义义 1 称点xe为系统(Σ0)的平衡点,如果点
xe ∈ Rn满足xe = F (xe, xe, xe). 进而,如果存在一个
实数r > 0,使得开球

B(xe, r) := {x ∈ Rn : ‖x− xe‖ < r}
只包含xe一个平衡点,则称点xe为孤立平衡点.

不失一般性,假设xe = 0且为孤立平衡点.

定定定义义义 2 称系统(Σ0)的平衡点xe = 0是稳定的
(李雅普诺夫意义下),如果对于任意的ε > 0,都存在

一个δ = δ(ε) > 0,使得对于所有的k, l, m > 0,当初
始状态满足




‖x0,l,m‖ < δ, 0 6 l + m 6 M1,

‖xk,0,m‖ < δ, 0 6 k + m 6 M2,

‖xk,l,0‖ < δ, 0 6 k + l 6 M3,

(6)

都有‖xk,l,m‖ < ε,其中M1,M2,M3同式(4).

定定定义义义 3 称系统(Σ0)的平衡点xe = 0是全局渐
近稳定的,如果xe是稳定的,并且对于满足初始条
件(4)的系统(Σ0)有 lim

k+l+m→∞
xk,l,m = 0.

定定定义义义 4 [7] 称连续函数φ : [0, r]→R+ :=[0,∞)
(或者, φ : R+ → R+)为K函数,即φ ∈ K . 如果满足
φ(0) = 0且在[0, r]上(或者在R+上)是严格递增的.
如果φ : R+ → R+, φ ∈ K ,且 lim

r→∞
φ(r) = ∞,则称φ

为KR函数.

定定定义义义 5 [7] 称连续函数v : Rn → R为正定函数,
如果v满足

1) v(0) = 0;

2) 存在一个φ ∈ K ,使得对于所有的x ∈ B(r) =
{x ∈ Rn : ‖x‖<r}(r>0),都有v(x) > φ(‖x‖).

下面给出后面将会用到的引理.

引引引理理理 1[13] 对于任意的x, y ∈ Rn和正定矩阵P

∈ Rn×n,都有

2xTy 6 xTPx + yTP−1y.

为了分析系统(Σ0)的平衡点xe = 0的稳定性,特
做如下假设.

假假假设设设 2 假定系统(Σ0)存在一个正定且径向无
界的函数V (xk,l,m) : Rn → R,并且使得对于所有的

[xT
k,l+1,m+1, x

T
k+1,l,m+1, x

T
k+1,l+1,m]T 6= 0,都有

∆V (k, l, m) :=

V (F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m))−
αV (xk,l+1,m+1)− βV (xk+1,l,m+1)−
γV (xk+1,l+1,m) < 0, (7)

其中: α > 0, β > 0, γ > 0,并且满足α+β +γ = 1,
F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m)如式(5)所示.

引引引理理理 2 假定系统(Σ0)的边界条件如式(4)(6)所
确定,则对任意的ε > 0,可以找到一个δ > 0,使得

max
06d6max{M1,M2,M3}

{ ∑
(k,l,m)∈D(d)

V (xk,l,m)} < ε,

其中函数V满足假设(2). d是任一正整数, D(d)做如
下定义:

D(d) := {(k, l, m) : k + l + m = d, k, l, m > 0}.
(8)
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证证证 首先,假定系统(Σ0)的边界条件如式(4)所
确定的那样,并且对于δ1 > 0,当0 6 l + m 6 M1时,
有‖x0,l,m‖ < δ1;当06k+m 6 M2时,有‖xk,0,m‖<

δ1;当0 6 k + l 6 M3时,有‖xk,l,0‖ < δ1. 接下来将
证明对任意的d > 0,都有

max
(k,l,m)∈D(d)

‖xk,l,m‖ 6 (3a)d−1δ1. (9)

要证明式(9),只需考虑k, l, m > 0的情况,因为当k, l,
m有一个为零时,都有‖xk,l,m‖ 6 δ1.因此可知,当
d = 1时,式(9)成立. 假定当d = t时,式(9)成立,即

max
(k,l,m)∈D(t)

‖xk,l,m‖ 6 (3a)t−1δ1. (10)

注意到当d = t + 1时,

{(k − 1, l, m), (k, l − 1,m), (k, l, m− 1)} ∈ D(t),

因此,对任意(k, l, m) ∈ D(t + 1), k, l, m > 0,都有

‖xk,l,m‖ =

‖A1xk−1,l,m + A2xk,l−1,m + A3xk,l,m−1 +

Lf(ζk−1,l,m, ζk,l−1,m, ζk,l,m−1)‖ 6
(‖A1‖+ λ1‖L‖‖D‖)‖xk−1,l,m‖+

(‖A2‖+ λ2‖L‖‖D‖)‖xk,l−1,m‖+

(‖A3‖+ λ3‖L‖‖D‖)‖xk,l,m−1‖. (11)

令a = max{1, (‖Ai‖+ λi‖L‖‖D‖)}(i = 1, 2, 3),可
以得到

‖xk,l,m‖ 6
a(‖xk−1,l,m‖+ ‖xk,l−1,m‖+ ‖xk,l,m−1‖) 6
3a · (3a)t−1δ1 = (3a)d−1δ1. (12)

因此,对任意的d > 0,式(9)成立. 故对所有的0 6 d

6 max{M1,M2,M3},有

max
(k,l,m)∈D(d)

‖xk,l,m‖ 6 (3a)T−2δ1,

其中T = max{M1,M2,M3}+ 1.对于给定的ε > 0,
能够找到一个 δ2 > 0,使得当 ‖xk,l,m‖ < δ2时,有
V (xk,l,m) < ε/T . 选择

δ = min{δ1,
δ2

(3a)T−2
},

那么, ‖x0,l,m‖ < δ(0 6 l + m 6 M1), ‖xk,0,m‖ < δ

(0 6 k+m 6 M2)和‖xk,l,0‖ < δ(0 6 k+l 6 M3)就
意味着

max
06d6max{M1,M2,M3}

{ max
(k,l,m)∈D(d)

‖xk,l,m‖} 6 δ2.

进一步推导可以得出

max
06d6max{M1,M2,M3}

{ ∑
(k,l,m)∈D(d)

V (xk,l,m)} < ε.

证毕.

根据上面的结论,可以得出下面的定理.

定定定理理理 1 如果假设式(2)成立, 3--D非线性系统
(Σ0)的平衡点xe = 0是全局渐近稳定的.

证证证 首先,假定存在一个正定且径向无界的函数
V (xk,l,m) : Rn → R,使得对于所有的 [xT

k,l+1,m+1,

xT
k+1,l,m+1, x

T
k+1,l+1,m]T 6= 0,有

∆V (k, l, m) =

V (F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m))−
αV (xk,l+1,m+1)− βV (xk+1,l,m+1)−
γV (xk+1,l+1,m) < 0,

其中: α > 0, β > 0, γ > 0且满足α + β + γ = 1.故

V (xk+1,l+1,m+1) =

V (F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m)) <

αV (xk,l+1,m+1) + βV (xk+1,l,m+1) +

γV (xk+1,l+1,m). (13)

对任意d > max{M1,M2,M3},由式(13)并考虑到

α + β + γ = 1,

x(0, d, 1) = x(d, 0, 1) = x(0, 1, d) =

x(1, 0, d) = x(1, d, 0) = x(d, 1, 0) =

x(0, 1, d−1)=x(0, d−1, 1)=x(1, d−1, 0)=

x(1, 0, d−1)=x(d−1, 1, 0)=x(d−1, 0, 1)=0,

可得到
∑

(k,l,m)∈D(d)

V (xk,l,m) =

αV (x0,1,d−1) + βV (x1,0,d−1) + γV (x1,1,d−2) +

αV (x0,2,d−2) + βV (x1,1,d−2) + γV (x1,2,d−3) +

· · ·+ αV (x0,d−1,1) + βV (x1,d−2,1) +

(γ + α + β)V (x1,d−1,0) +· · ·+ βV (xd−1,0,1) +

γV (xd−1,1,0) + (α + β)V (xd−1,1,0) +

(α + γ)V (xd−1,0,1) + V (xd,0,0) >
V (x1,1,d−1) + V (x1,2,d−2) +· · ·+ V (x1,d−1,1) +

V (x2,1,d−2) + V (x2,2,d−3) +· · ·+ V (x2,d−2,1) +

V (x3,1,d−3) + V (x3,2,d−4) +· · ·+ V (x3,d−3,1) +

· · ·+V (xd−2,1,2)+V (xd−2,2,1)+V (xd−1,1,1) =
∑

k+l+m=d+1

V (xk,l,m). (14)

由此可得出

lim
k+l+m→∞

xk,l,m = 0. (15)

考虑任意给定的ε > 0. 由于V是径向无界的正定

函数,故存在一个函数φ1 ∈ KR使得对所有满足

‖x‖ < ε + 1的x,都有V (0) = 0且V (x) > φ1(‖x‖).
根据引理2,可以选取一个足够小的δ > 0,使得当
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‖x0,l,m‖ < δ(0 6 l + m 6 M1), ‖xk,0,m‖ < δ(0 6
k + m 6 M2)和‖xk,l,0‖ < δ(0 6 k + l 6 M3)时,

max
06d6max{M1,M2,M3}

{ ∑
(k,l,m)∈D(d)

V (xk,l,m)} < φ1(ε).

(16)
由式(14)(16)可得出,对所有的d > 0,

∑
(k,l,m)∈D(d)

V (xk,l,m) < φ1(ε). (17)

因此,对所有的M1 > 0, M2 > 0及M3 > 0, ‖xk,l,m‖
都不能达到ε. 因为如果‖xk,l,m‖ = ε,则

V (xk,l,m) > φ1(‖xk,l,m‖) = φ1(ε),

这就与式(17)矛盾. 所以,系统(Σ0)的平衡点xe = 0
是稳定的. 根据式(15)和定义3. 证毕.

下面的定理给出了3--D非线性系统(Σ0)的渐近稳
定的充分条件.

定定定理理理 2 系统(Σ0)的平衡点xe = 0是全局渐近
稳定的,如果存在矩阵P > 0,标量α>0, β>0, γ >

0, ε > 0且满足α + β + γ = 1,使得

ĀTPĀ− Q̄ < 0, (18)

其中: Ā := [A1 A2 A3 L],并且 Q̄ := diag{αP −
2ελDλ2

1In, βP −2ελDλ2
2In, γP −2ελDλ2

3In, εIn},
λD为DTD的最大特征值.

证证证 假定存在一个矩阵P > 0和标量α > 0, β >

0, γ > 0, ε > 0满 足α + β + γ = 1,使 得LMI(18)
成立. 对于3--D非线性系统(Σ0),选取径向无界的正定
Lyapunov函数V (x) = xTPx,则

∆V (k, l, m) :=

V (F (xk,l+1,m+1, xk+1,l,m+1, xk+1,l+1,m))−
αV (xk,l+1,m+1)− βV (xk+1,l,m+1)−
γV (xk+1,l+1,m) =

(A1xk,l+1,m+1+A2xk+1,l,m+1+A3xk+1,l+1,m)TP×
(A1xk,l+1,m+1 + A2xk+1,l,m+1 + A3xk+1,l+1,m) +

2(A1xk,l+1,m+1+A2xk+1,l,m+1+A3xk+1,l+1,m)T×
PLf(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m) +

εfT(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)×
f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)−
fT(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)×
(εI − LTPL)×
f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)−
xT

k,l+1,m+1αPxk,l+1,m+1−xT
k+1,l,m+1βPxk+1,l,m+1−

xT
k+1,l+1,mγPxk+1,l+1,m. (19)

根据引理1和假设1,可得出

∆V (k, l, m) 6

(A1xk,l+1,m+1+A2xk+1,l,m+1+A3xk+1,l+1,m)TP×
(A1xk,l+1,m+1+A2xk+1,l,m+1+A3xk+1,l+1,m) +

(A1xk,l+1,m+1+A2xk+1,l,m+1+A3xk+1,l+1,m)T×
PL(εI − LTPL)−1LTP ×
(A1xk,l+1,m+1 + A2xk+1,l,m+1 + A3xk+1,l+1,m) +

xT
k,l+1,m+1(2ελDλ2

1In − αP )xk,l+1,m+1 +

xT
k+1,l,m+1(2ελDλ2

2In − βP )xk+1,l,m+1 +

xT
k+1,l+1,m(2ελDλ2

3In − γP )xk+1,l+1,m =



xk,l+1,m+1

xk+1,l,m+1

xk+1,l+1,m




T

S




xk,l+1,m+1

xk+1,l,m+1

xk+1,l+1,m


 , (20)

其中

S =




AT
1

AT
2

AT
3


P [A1 A2 A3 ] +




AT
1 PL

AT
2 PL

AT
3 PL


×

(εI−LTPL)−1[LTPA1 LTPA2 LTPA3 ]T −
diag{αP−2ελDλ2

1In, βP − 2ελDλ2
2In,

γP − 2ελDλ2
3In}.

根据Schur补定理,式(18)等价于S < 0,这也等价于
∆V (k, l, m) 6 0,且只有在

[xT
k,l+1,m+1 xT

k+1,l,m+1 xT
k+1,l+1,m]T = 0

时等号成立. 根据定理1,可以得出系统(Σ0)的平衡点
xe = 0是全局渐近稳定的. 证毕.

在定理2中,令αP = Q1, βP = Q2,则γP = P−
Q1 −Q2. 这样,可以得到如下的定理.

定定定理理理 3 系统(Σ0)的平衡点xe = 0是全局渐近
稳定的,如果存在矩阵P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0和标
量ε > 0,使得

ĀTPĀ− Q̄ < 0, (21)

其中: Ā :=A1 A2 A3 L], Q̄ :=diag{Q1−2ελDλ2
1In,

Q2 − 2ελDλ2
2In, P −Q1 −Q2 − 2ελDλ2

3In, εIn}.
4 非非非线线线性性性函函函数数数观观观测测测器器器的的的存存存在在在性性性及及及设设设计计计(Exis-

tence and design for nonlinear functional ob-
servers)
本小节在定理3的基础上研究给定系统(Σ)的非线

性函数观测器的存在性和设计问题.

首先,考虑如下的3--D函数观测器(Σ̂):

zk+1,l+1,m+1 =

F1zk,l+1,m+1 + F2zk+1,l,m+1 + F3zk+1,l+1,m +

H1yk,l+1,m+1 + H2yk+1,l,m+1 +

H3yk+1,l+1,m + G1uk,l+1,m+1 +
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G2uk+1,l,m+1 + G3uk+1,l+1,m +

Γ̂ f(ζ̂k,l+1,m+1, ζ̂k+1,l,m+1, ζ̂k+1,l+1,m), (22)

ζ̂k,l,m = zk,l,m + Myk,l,m, (23)

其中: 向量zk,l,m ∈ Rr为函数观测器的状态向量,
ζ̂k,l,m ∈ Rr为ζk,l,m的渐近估计,另外, f(ζ̂k,l+1,m+1,

ζ̂k+1,l,m+1, ζ̂k+1,l+1,m)为非线性项, Γ̂和M为待定的

具有合适维数的常值矩阵. 对于3--D系统(Σ̂),边界条
件满足: 存在3个正整数ξi( i = 1, 2, 3),使得




z0,l,m = 0, l + m > ξ1,

zk,0,m = 0, k + m > ξ2,

zk,l,0 = 0, k + l > ξ3.

(24)

估计误差记作ek,l,m := ζk,l,m − ζ̂k,l,m.下面给出一个

系统(Σ)的3--D渐近函数观测器的定义.

定定定义义义 6 称系统(Σ̂)是系统(Σ)的一个渐近函数
观测器,如果系统的边界条件分别满足式(4)和式(24),
则对于任意的一个已知的输入序列uk,l,m,都有

lim
k+l+m→∞

ek,l,m = 0.

因此,函数观测器(Σ̂)的设计问题可以归结为:
找到具有适当维数的矩阵Fk,Hk,Gk(k = 1, 2, 3), Γ̂

和M ,使得ζ̂k,l,m渐近收敛于ζk,l,m. 为此,通过对系统
(Σ)和(Σ̂)的观测器误差动态系统进行分析,可以得到
下面的结论.

引引引理理理 3 系统(Σ)和(Σ̂)如式(1)–(2)及(22)–(23)
给定,则系统(Σ̂)是系统(Σ)的一个渐近函数观测器,
如果下面的条件成立:

a) ΓAi − FiΓ −HiC = 0, i = 1, 2, 3;
b) Gi = ΓBi, i = 1, 2, 3;
c) Γ̂ := ΓL;
d) 下面的系统的平衡点是全局渐近稳定的:

ek+1,l+1,m+1 =

F1ek,l+1,m+1 + F2ek+1,l,m+1 + F3ek+1,l+1,m +

ΓL[f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)−
f(ζ̂k,l+1,m+1, ζ̂k+1,l,m+1, ζ̂k+1,l+1,m)], (25)

其中Γ = D −MC.

证证证 容易看到,如果条件a)–c)成立,结合系统
(Σ)和(Σ̂)得到的观测器误差动态系统就可以化简为
系统(25). 当条件d)成立时,观测器估计误差ek,l,m就

会渐近收敛于零,系统(Σ̂)是系统(Σ)的一个渐近函数
观测器. 证毕.

下面的定理提供一个基于系统(Σ)的系数矩阵的
渐近函数观测器存在性的充分条件.

定定定理理理 4 系统(Σ)存在一个渐近函数观测器,如
果下列条件成立:

1)

rankS1 = rankS2, (26)

其中:

ST
1 =




AT
1 CT CT 0 0 AT

1 DT DT 0 0
AT

2 CT 0 CT 0 AT
2 DT 0 DT 0

AT
3 CT 0 0 CT AT

3 DT 0 0 DT


 ,

ST
2 =




AT
1 CT CT 0 0 DT 0 0

AT
2 CT 0 CT 0 0 DT 0

AT
3 CT 0 0 CT 0 0 DT


 .

2) 存在一个矩阵Θ,使得下面的系统的平衡点是

全局渐近稳定的:

ek+1,l+1,m+1 =

(Â1 −ΘĈ1)ek,l+1,m+1 + (Â2 −ΘĈ2)ek+1,l,m+1 +

(Â3 −ΘĈ3)ek+1,l+1,m + (Â0 −ΘĈ0)×
[f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m)

−f(ζ̂k,l+1,m+1, ζ̂k+1,l,m+1, ζ̂k+1,l+1,m)], (27)

其中:

Âi = DAiD
+ − ΦΩ+

[
CAiD

+

YiCD+

]
, (28)

Ĉi = (I4q −ΩΩ+)

[
CAiD

+

YiCD+

]
, (29)

Â0 = DL− ΦΩ+

[
Y1

0q

]
CL, (30)

Ĉ0 = (I4q −ΩΩ+)

[
Y1

0q

]
CL, (31)

Φ = [DĀ1 DĀ2 DĀ3 ], (32)

Ω =




CĀ1 CĀ2 CĀ3

C̄ 0 0
0 C̄ 0
0 0 C̄


 , (33)

Y1 :=




Iq

0q

0q


 , Y2 :=




0q

Iq

0q


 , Y3 :=




0q

0q

Iq


 , (34)

C̄ = C(In −D+D), (35)

Āi = Ai(In −D+D), i = 1, 2, 3. (36)

证证证 根据引理3,一旦找到矩阵M, Hi, Fi(i = 1,

2, 3)满足引理3中的条件a)和c),那么引理3中的条
件b)随之成立,这样就可求出Gi(i = 1, 2, 3). 令

Λ := [D+ (In −D+D)]. (37)

易知Λ是行满秩矩阵. 则引理3中a)成立当且仅当

(ΓAi − FiΓ −HiC)Λ = 0, i = 1, 2, 3, (38)
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这也等价于下面两式同时成立:

(ΓAi − FiΓ −HiC)(In −D+D) = 0, (39)

(ΓAi − FiΓ −HiC)D+ = 0, i = 1, 2, 3. (40)

将Γ = D −MC代入式(39)和(40),且令

X := [M H1−F1M H2−F2M H3−F3M ], (41)

则等式(39)可以写作

XΩ = Φ, (42)

其中Ω和Φ如式(32)–(33)所确定.

等式(40)可以写作

Fi = DAiD
+ −X

[
CAiD

+

YiCD+

]
, i = 1, 2, 3, (43)

Γ̂可以由下式确定:

Γ̂ := ΓL = DL−X

[
Y1

0q

]
CL, (44)

其中Yi如式(34)所定义.

注意到,如果矩阵方程(42)有解,则式(43)–(44)随
之可得. 因此,引理3中的条件b)和c)成立等价于矩阵
方程(42)有解.

根据文献[13],矩阵方程(42)有解当且仅当

rank

[
Ω

Φ

]
= rank Ω, (45)

令Λ̂ := diag{Λ,Λ},其中Λ如(37)所定义.那么,等式
(26)的左边等价于

rankS1 = rankS1Λ̂ = 3r + rank

[
Ω

Φ

]
. (46)

同理,等式(26)的右边等价于

rankS2 = rankS2Λ̂ = 3r + rankΩ. (47)

因此,由式(45)–(47)可知,矩阵方程(42)有解,即引理3
中的条件a)成立,当且仅当式(26)成立. 进一步,假定
条件(26)成立,则矩阵方程(42)的通解为

X = ΦΩ+ + Θ(I4q −ΩΩ+), (48)

其中Θ是任意的具有适当维数的矩阵.

把式(48)代入式(43)–(44),可得

Fi = Âi −ΘĈi, i = 1, 2, 3, (49)

Γ̂ = Â0 −ΘĈ0, (50)

其中: Yi, Âi, Ĉi, Â0和Ĉ0如式(28)–(31)以及式(34)所
定义.

由此,可以得到形如(27)的观测器估计误差系统.
根据引理3中的条件d),如果存在一个矩阵Θ,使得系
统(27)的平衡点是全局渐近稳定的,那么,系统(Σ̂)是
系统(Σ)的一个渐近的函数观测器. 即本定理的条

件b)成立. 证毕.

易知在满足条件(26)的情况下,函数观测器(Σ̂)的
设计问题可以归结为找到一个满足定理4的条件b)的
矩阵Θ的问题.下面的定理利用LMI方法给出关于矩
阵Θ存在的一个充分条件,并提出一个针对给定非线
性系统的函数观测器的有效的设计方法.

定定定理理理 5 假定条件(26)成立. 则系统(Σ̂)是系统
(Σ)的一个渐近的函数观测器,若存在矩阵P > 0,

Q1 > 0, Q2 > 0, Z和标量ε > 0使得


−Q1 + 2ελDλ2
1In ∗

0 −Q2 + 2ελDλ2
2In

0 0
0 0

PÂ1 − ZĈ1 PÂ2 − ZĈ2

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ P0+2ελDλ2

3In

−εI ∗ 0
PÂ0−ZĈ0 −P PÂ3−ZĈ3




< 0, (51)

其中: Âi, Ĉi(i = 0, 1, 2, 3)如式(28)–(31)所确定,

P0 := −P + Q1 + Q2.

在这种情况下,令Θ := P−1Z.则矩阵方程(42)有一个
解X = ΦΩ+ + Θ(I −ΩΩ+),期望的函数观测器
(Σ̂)的系数矩阵M,Γ̂ , Hi, Fi及Gi (i = 1, 2, 3)可以
如下设计:

M = X

[
Y1

0q

]
, (52)

Γ̂ = Â0 −ΘĈ0, (53)

Fi = Âi −ΘĈi, (54)

Hi = FiM + X

[
0q

Yi

]
, (55)

Gi = (D −MC)Bi, (56)

其中Yi(i = 1, 2, 3)如式(34)所定义.

证证证 由假定知式(26)成立,则矩阵方程(42)有通
解X = ΦΩ+ + Θ(I −ΩΩ+),其中Θ为具有适当维

数的任意矩阵. 从式(49)–(50)知

Fi = Âi −ΘĈi, i = 1, 2, 3, (57)

Γ̂ = Â0 −ΘĈ0, (58)

其中: Âi, Ĉi如式(28)–(31)所定义.

接下来要找到一个使定理4的条件(b)成立的Θ.

假定存在矩阵P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, Z和ε > 0
使得式(51)成立. 令Θ := P−1Z.则Z = PΘ. 将其代
入式(51),由式(57)–(58)并根据定理3和Schur补定理,
易知系统(Σ̂)是(Σ)的一个渐近函数观测器. 因此找到
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了一个符合条件的Θ. 从而得到了矩阵方程(42)的一
个解X = ΦΩ+ + P−1Z(I −ΩΩ+),进而得到期望
的函数观测器的系数矩阵M,Hi, Gi(i = 1, 2, 3)如
式(52)(55)–(56)所定义. 证毕.

2--D系统是3--D系统的特例,由定理4和定理5很容
易推导出非线性2--D系统函数观测器的存在条件及设
计方法,在此予以省略.

5 算算算例例例(Examples)
下面给出两个例子来说明给定非线性系统的函数

观测器的设计.

例例例 1 考虑带有如下系数的非线性3--D系统:

A1 =

[
0.6 − 0.3
0.3 0

]
, A2 =

[
0.3 − 0.6
0 − 0.3

]
,

A3 =

[
0 0.3

0.3 0

]
, B1 =

[
1
2

]
, B2 =

[
0
1

]
,

B3 =

[
1
1

]
, C = [1 0.2],

L =

[
1.3
0.8

]
, D = [0.5 − 0.2].

令

f(ζk,l+1,m+1, ζk+1,l,m+1, ζk+1,l+1,m) =

6 sin(ζk,l+1,m+1 + ζk+1,l,m+1 + ζk+1,l+1,m),

则λ1 = λ2 = λ3 = 6. 容易看出,假设1和条件(26)满
足,根据定理(5),可以得到如下的函数观测器:

(Σ̂) : zk+1,l+1,m+1 =

0.1579zk,l+1,m+1 + 0.0632zk+1,l,m+1 −
0.2053zk+1,l+1,m − 0.014yk,l+1,m+1 +

0.0358yk+1,l,m+1 − 0.0499yk+1,l+1,m −
0.3882uk,l+1,m+1 − 0.2697uk+1,l,m+1 −
0.1184uk+1,l+1,m − 0.0191×
f(ζ̂k,l+1,m+1, ζ̂k+1,l,m+1, ζ̂k+1,l+1,m),

ζ̂k,l,m = zk,l,m + 0.3487yk,l,m.

下面是一个2--D非线性系统的算例,该算例是在
文献[9]算例的基础上加了一定的非线性因素,通过仿
真便于直观了解所提供方法的合理性.

例例例 2 考虑带有如下系数的2--D线性系统

A1 =




0.4 0 0
0.2 0 0
0 0 1.2


 , A2 =




0 0 0
0 1.4 0
0 0 0


 ,

B1 =




0.2
0
0


 , B2 =




0
0.4
1


 ,

C = [1 1 0], D = [0 1 0].

根据文献[9]可知,该线性系统不存在任何渐近状态观
测器. 令

L = [1.3 0.6 3.1]T,

f(ζk,l+1, ζk+1,l) = 6 sin(ζk,l+1 + ζk+1,l),

则λ1 = λ2 = 6. 容易验证: 系统满足假设 1和条件
(26),函数观测器可以如下设计:

(Σ̂) : zk+1,l+1 =

−0.0101zk,l+1 + 0.9569zk+1,l +

0.0069yk,l+1 + 0.3029yk+1,l −
0.0633uk,l+1 + 0.2734uk+1,l −
0.0014f(ζ̂k,l+1, ζ̂k+1,l)

ζ̂k,l = zk,l + 0.3165yk,l.

令已知输入为uk,l = sin(k − l),初始条件如下:

xk,0 =

{
[cos k 0.1 0]T, 0 < k 6 60,

0, 其他,

zk,0 =

{
sin(−k), 0 < k 6 60,

0, 其他,

x0,l =





[
0 cos l 0.1

]T

, 0 < l 6 60,

0, 其他,

z0,l =

{
sin l, 0 < l 6 60,

0, 其他,

估计误差ek,l(k, l = 0, 1, . . . , 100)如图1所示,从图1
中容易看出估计误差确实渐近收敛到零.

图 1 估计误差ek,l

Fig. 1 Estimation error ek,l

6 结结结论论论(Conclusions)
本文主要研究了一类3--D非线性系统的渐近函数

观测器的设计方法. 主要贡献在于:

1) 给出了一类3--D非线性系统全局渐近稳定性的
充分条件;

2) 利用秩条件和LMI方法,提供了一种渐近函数
观测器的设计方法.
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