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摘要:有限时间同步能够确保两个系统在有限的时间内实现同步,具有重要的研究意义.但常见的控制器往往只
能确保两个系统渐近同步,而能够实现有限时间同步的控制器目前尚不多见,且存在控制器复杂,不连续易产生抖
振现象等缺陷.为此,本文设计了一种简单连续的有限时间同步控制器,实现了主–从无刷直流电动机系统(the
brushless DC motor system, BLDCM)的有限时间同步.首先建立了基于该控制器的主–从有限时间同步框架. 然后,
从理论上证明了两个相同的BLDCM系统有限时间同步的充分性同步判据. 最后,通过数值实例验证了所得判据的
有效性.
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Finite-time synchronization for the brushless DC motor systems
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Abstract: It is a significant work to get two systems operating in synchronization within a finite time. Most conventional
controllers only ensure the asymptotical synchronization. At present, some controllers can achieve finite-time synchroniza-
tion but are with either complex configuration or switched configuration causing chattering. We develop a controller with
simple and continuous configuration for achieving the finite-time synchronization of the brushless DC motor (BLDCM)
systems. Firstly, the master-slave finite-time synchronization scheme for this controller is established; and then, some suffi-
cient criteria for the finite-time synchronization of two BLDCM systems are theoretically proved by means of the finite-time
stabilization theory. Finally, the effectiveness of the obtained criteria is validated by numerical examples.
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1 引引引言言言(Introduction)
无刷直流电动机系统(brushless DC motor system,

BLDCM)是一个三维自治系统[1–2],它被广泛地应用
于机器人[3]、航空航天[4]等领域.它的主要功能是能
够消除电刷和转接器之间的物体接触[1–2].

近年来, BLDCM系统的许多动力特性,例如混沌,
已经得到了广泛的研究[5–8]. 此外,和许多系统一
样[9–10], BLDCM系统的渐近同步理论也得到了广泛
而深入的研究[1, 11].

值得注意的是,上面提到的渐近同步只能保证
BLDCM系统在时间趋于无穷大时实现同步.而在实
际工程应用中,笔者总是希望混沌系统能够在有限的
时间内实现同步.但常见的控制器往往只能确保两个
系统渐近同步,这是因为某控制器下两个系统达到有

限时间同步的必要条件是其误差系统在原点是非

Lipschitz连续的[12],这些控制器不能满足这一条件.
对此,近年来一些有限时间控制器已经被用于实现
主–从混沌系统的有限时间同步,例如:终端滑膜控
制[13–15]、基于Lyapunov函数的控制[16]、主动控制[17]

等等[18]. 然而这些控制器的结构比较复杂,从而使得
成本过高;有的不连续,容易产生抖振现象[14]. 为此,
本文设计了一种简单且连续的控制器来研究BLDCM
系统的有限时间同步问题.

本文的结构如下: 第2部分介绍了证明判据过程中
要用到的引理. 第3部分给出了BLDCM系统的表达
式,建立了在所设计的控制器下的BLDCM系统的有
限时间同步框架. 第4部分基于该同步框架,证明了同
步框架中两个BLDCM系统有限时间同步的充分性代
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数判据. 第5部分通过数值仿真证明了所得判据的有
效性. 最后,在第6部分得出了一些结论.

2 引引引理理理(Preliminaries)
考虑如下系统:

ẋ = f(t, x), t ∈ R+, x ∈ D, (1)

其中f : R+ ×D → Rn是连续函数,且f(t, 0) = 0
对任意t > t0都成立,即原点是系统(1)的一个平衡点.

引引引理理理 1[12] 如果存在一个连续可微的正定函数

V : D → R,实数β > 0和实数α ∈ (0, 1)以及一个原
点的开邻域U ⊆ D,使得

V̇ (x) + βV (x)α 6 0, ∀x ∈ U |{0}, (2)

那么系统(1)在原点是有限时间稳定的,并且停息时间
函数满足

T (x0) 6 1
β(1− α)

V (x0)1−α, ∀x0 ∈ U , (3)

其中x0是变量x的初始值.

另外,如果D = Rn, V是径向无界的,那么系统
(1)是全局有限时间稳定的.

引引引理理理 2[19] 对任意正实数αi, i = 1, 2, · · · , n和

0 < p < 2,下面的不等式成立:

(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n)p 6 (ap

1 + ap
2 + · · ·+ ap

n)2.

3 有有有限限限时时时间间间同同同步步步框框框架架架(Finite-time synchroni-
zation scheme)
BLDCM系统[2]可以描述为

ẏ = Ay + f(y), (4)

其中:

y = (y1, y2, y3)T,

A=



−1 0 ρ

0 −δ 0
σ 0 −σ


 ,

f(y) =



−y2y3 + vq

y1y3 + vd

ηy1y2 − TL


 ,

参数ρ, vq, vd, δ, η, TL和σ为系统参数且都是正数.

给定两个相同的主BLDCM系统和从BLDCM系
统:

master : ẋ = Ax + f(x), (5)

slave: ż = Az + f(z). (6)

主系统的状态变量x ∈ R3可以分解为

x = (xd,xr)T ∈ R3,

其中: xd = (xd1, · · · , xdnd)
T ∈ Rnd称为驱动向量,

xr = (xr1, · · · , xrnr)T ∈ Rnr称为响应向量,且nd +

nr = 3.

系统矩阵

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
∈ R3×3,

其中: A11 ∈ Rnd×nd , A12 ∈ Rnd×nr , A21 ∈ Rnr×nd ,
A22 ∈ Rnr×nr .

非线性项可以相应的分解为

f(x) = (fd(x),fr(x))T,

其中:

fd(x) = (fd1(x), · · · , fdnd(x))T ∈ Rnd ,

fr(x) = (fr1(x), · · · , frnr(x))T ∈ Rnr .

下面本文设计一个简单且连续的控制器:

u = (uT
d ,uT

r )T, (7){
ud : zd = xd,

ur = Ksat(xr,zr),
∀t > 0

来实现有限时间同步.其中: ud : xd = zd, ∀t > 0为
控制器的替代变量控制部分, ur = Ksat(xr,zr) ∈
Rnr为控制器的反馈控制部分,式中

K = diag{kr1, kr2, · · · , krnr} ∈ Rnr×nr

为待定的耦合常数矩阵,并且kr1, kr2, · · · , krnr > 0;
sat(xr,zr) ∈ Rnr是连续的非光滑函数,表达式为

sat(xr,zr) =



satε(|xr1 − zr1|αsgn(xr1 − zr1))
...

satε(|xrnr − zrnr |αsgn(xrnr − zrnr))


 , (8)

其中: α ∈ (0, 1), satε为饱和函数且ε > 0为正实数,

satε(x) =

{
x, |x| < ε,

εsgn x, |x| > ε.

然而,根据上面式(7)的控制器,有限时间同步框
架可以构造为

M :

{
ẋd = A11xd + A12xr + fd (x) ,

ẋr = A21xd + A22xr + fr(x),
(9)

S :

{
żd = A11zd + A12zr + fd(z),

żr = A21zd + A22zr + fr(z) + ur,
(10)

ud : zd = xd, ∀t > 0, (11)

其中

f(z) = (fd(z)T, fr(z)T)T ∈ R3.

本文的目标是选择替代向量xd和耦合矩阵K,使
得响应子系统xr和zr对于导致主系统出现混沌的任

何初始状态x0 = x(0) ∈ R3和从系统的任意初始状
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态z0 = z(0) ∈ R3,存在常数T > 0,满足

lim
t→T (x0,.z0).

||xr(t)− zr(t)|| = 0, (12)

且当t > T (x0, z0)时, ‖xr(t)− zr(t)‖ = 0,其中‖ · ‖
表示欧几里德范数. 这时,本文称同步框架(9)达到有
限时间同步, T为同步时间.

定义一个误差向量er(t) = xr(t)− zr(t),容易得

fr(x)− fr(z) = D(x)er, (13)

其中D(x) ∈ Rnr×nr . 这样,可以得到一个同步框架
(9)的响应误差动态系统:

ėr = A22er + fr(x)− fr(z)− ur =

[A22 + D(x)]er −Ksat(xr,zr). (14)

根据非自治系统的Lyapunov稳定性理论,如果误
差系统(12)在原点er = 0一致有限时间稳定,那么同
步框架(9)达到一致有限时间同步.误差系统(12)的停
息时间即为同步时间.

4 有有有限限限时时时间间间同同同步步步判判判据据据(Finite-time synchroni-
zation criteria)
为了获得有限时间同步判据,需要根据混沌吸引

子的有界属性[20],做如下假设:

假假假设设设 1 对于主BLDCM系统(5)定义域内的任
何初始状态x(0),存在实常数ρ̄i和ρ

i
(i = 1, 2, 3),使

得主BLDCM系统的轨迹满足

ρ
i
6 xi(t, x(0)) 6 ρ̄i, i = 1, 2, 3 ∀t > 0.

定定定理理理 1 如果存在一个正定对角矩阵P =
diag{p1, · · · , pnr} ∈ Rnr×nr和式(7)定义的控制器u,
使得

[A22 + D(x)]TP + P [A22 + D(x)] 6 0, (15)

则BLDCM系统的主–从同步框架(9)分别在区域

E1 = {(er1, · · · , ernr)
T : |eri|α < ε, i = 1, · · · , nr}

(16)

和

E2 = {(er1, · · · , ernr)
T : |eri| > 1, |eri|α > ε,

i = 1, · · · , nr} (17)

内达到有限时间同步,且相应的同步时间分别满足

T1 6 T ∗1 =
1

c(1− α)
(eT

r0Per0)
1−α

2 , (18)

T2 6 T ∗2 =
1

d(2− α)
(eT

r0Per0)1−
α
2 , (19)

其中:

c = min{kr1p
1−α

2
1 , · · · , krnrp

1−α
2

nr
},

d = min{εkr1p
1−α

2
1 , · · · , εkrnrp

1−α
2

nr
},

er0 = xr0 − zr0, α ∈ (0, 1).

证证证 选择如下连续、正定、渐减且径向无界的

Lyapunov函数V (er) = eT
r Per,则V (er)沿着误差系

统(12)的轨迹对时间t的导数为

V̇ (er) = ėT
r Per + eT

r P ėr =

eT
r [(A22 + D(x))TP + P (A22 + D(x))]er −

(Ksat(xr,zr))TPer − eT
r PKsat(xr,zr) =

eT
r [(A22 + D(x))TP + P (A22 + D(x))]er −

2eT
r PKsat(xr,zr). (20)

当|eri|α < ε, i = 1, 2, · · · , nr时,对于任意的α ∈
(0, 1),有

2eT
r PKsat(xr,zr) =

2
nr∑

i=1

kripierisatε(|eri|αsgn eri) =

2
nr∑

i=1

kripi|eri|1+α =

2
nr∑

i=1

krip
1−α

2
i p

1+α
2

i |eri|1+α >

2c
nr∑

i=1

p
1+α

2
i |eri|1+α > 2c(

nr∑
i=1

pie
2
ri)

1+α
2 =

2c(V (er))
1+α

2 . (21)

根据引理1,由式(13)(18)–(19)可知: 如果存在一
个常数c,使得

V̇ (er) + 2c(V (er))
1+α

2 6 0, ∀er ∈ Rnr , (22)

则同步框架(9)在式(14)定义的区域E1内达到有限时

间同步,同步时间T满足不等式(16).

当|eri|α > ε,且|eri| > 1(i = 1, 2, · · · , nr)时,对
于任意α ∈ (0, 1),有

2eT
r PKsat(xr,zr) =

2
nr∑

i=1

kripierisatε(|eri|αsgn(eri)) =

2
nr∑

i=1

kripiε|eri| > 2
nr∑

i=1

kripiε|eri|α =

2
nr∑

i=1

εkrip
1−α

2
i (

√
pi|eri|)

α
> 2d(

nr∑
i=1

pie
2
ri)

α
2 =

2d(V (er))
α
2 . (23)

根据引理1,由式(13)(18)和(21)可知: 如果存在一
个常数d,使得

V̇ (er) + 2d(V (er))
α
2 6 0, ∀er ∈ Rnr , (24)

则同步框架(9)在式(15)定义的区域E2内达到有限时

间同步,同步时间T满足不等式(17). 证毕.

为了简化同步框架,降低同步成本,笔者通常考虑
单驱动向量,即nd = 1时的同步框架.

推推推论论论 1 如果系统的参数满足

δσ > ηρ2
1, (25)
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则BLDCM系统在控制器

ud : xd = x1,

ur =

(
kr1satε(|x2 − z2|αsgn(x2 − z2))
kr2satε(|x3 − z3|αsgn(x3 − z3))

)
(26)

下的主–从同步框架(9)分别在区域

E1 = {(er1, er2)T : |eri|α < ε, i = 1, 2} (27)

和区域

E2 = {(er1, er2)T : |eri| > 1, |eri|α > ε, i = 1, 2}
(28)

内达到有限时间同步,且相应的同步时间分别满足

T11 6 T ∗11 =
1

c(1− α)
((x20 − z20)2 +

(x30 − z30)2

η
)

1−α
2 (29)

和

T12 6 T ∗12 =
1

d(2− α)
((x20 − z20)2 +

(x30 − z30)2

η
)1−

α
2 , (30)

其中: α ∈ (0, 1), ρ1 = max{|ρ̄1|, |ρ1
|}, ρ̄1, ρ

1
为主混

沌BLDCM系统的状态分量x1的上界和下界,

c = min{kr1, kr2(
1
η
)

1−α
2 },

d = min{εkr1, εkr2(
1
η
)1−

α
2 }.

证证证 当驱动变量xd = x1时,主BLDCM系统的状
态变量可以分解为x = (xd,xr)T,响应变量为xr =
(x2, x3)T. 因此,误差系统(12)的系统矩阵可以表示为

A22 =

(
−δ 0
0 −σ

)
,

D(x) =

(
0 x1

ηx1 0

)
,

A22 + D(x) =

(
−δ x1

ηx1 −σ

)
.

选择正定矩阵P = diag{1, 1/η},容易得到

[A22 + D(x)]TP + P [A22 + D(x)] =


−2δ 2x1

2x1

−2σ

η


 . (31)

以上矩阵是负半定的,当且仅当
4δσ

η
− 4x2

1 > 0,

即

δσ > ηx2
1. (32)

根据假设1易得到ρ̄1 6 x1 6ρ
1
,又ρ1 =max{|ρ̄1|,

|ρ
1
|},因而可得ηx2

1 6 ηρ2
1. 显然,如果不等式(23)成

立,则不等式(30)成立. 又式(27)和(28)成立,则式
(16)–(17)成立. 因此,根据定理1可知,推论1成立.

证毕.

当驱动变量xd = x2时,主BLDCM系统的状态变
量可以分解为x = (xd,xr)T,响应变量为xr = (x1,

x3)T,则误差系统(12)的系统矩阵可以表示为

A22 =

(
−1 ρ

σ −σ

)
,

D(x) =

(
0 −x2

ηx2 0

)
,

A22 + D(x) =

(
−1 ρ− x2

σ + ηx2 −σ

)
.

选择正定矩阵P = diag{1, 1/η},则由定理1容
易得到如下结果:

推推推论论论 2 如果系统参数满足

4ση > (ρη + σ)2, (33)

则BLDCM系统在控制器

ud : xd = x2,

ur =

(
kr1satε(|x1 − z1|αsgn(x1 − z1))
kr2satε(|x3 − z3|αsgn(x3 − z3))

)
(34)

下的主–从同步框架(9)分别在区域

E1 = {(er1, er2)T : |eri|α < ε, i = 1, 2} (35)

和区域

E2 ={(er1, er2)T : |eri|>1, |eri|α >ε, i=1, 2}
(36)

内达到有限时间同步,且相应的同步时间分别满足

T21 6 T ∗21 =
1

c(1− α)
((x10 − z10)2+

(x30 − z30)2

η
)

1−α
2 (37)

和

T22 6 T ∗22 =
1

d(2− α)
((x10 − z10)2+

(x30 − z30)2

η
)1−

α
2 , (38)

其中: α ∈ (0, 1),

c = min{kr1, kr2(
1
η
)

1−α
2 },

d = min{εkr1, εkr2(
1
η
)1−

α
2 }.

当驱动变量xd = x3时,主BLDCM系统的状态变
量可以分解为x = (xd,xr)T,响应变量为xr = (x1,
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x2)T,则误差系统(12)的系统矩阵可以表示为

A22 =

(
−1 0
0 −δ

)
, D(x) =

(
0 −x3

x3 0

)
,

A22 + D(x) =

(
−1 −x3

x3 −δ

)
.

选择正定矩阵P = diag{1, 1},根据定理1,有

推推推论论论 3 对于任何系统参数, BLDCM系统在控
制器

ud : xd = x3,

ur =

(
kr1satε(|x1 − z1|αsgn(x1 − z1))
kr2satε(|x2 − z2|αsgn(x2 − z2))

)
(39)

下的主–从同步框架(9)分别在区域

E1 = {(er1, er2)T : |eri|α < ε, i = 1, 2} (40)

和区域

E2 = {(er1, er2)T : |eri| > 1, |eri|α > ε, i = 1, 2}
(41)

内达到有限时间同步,且相应的同步时间分别满足

T31 6 T ∗31 =
1

c(1− α)
((x10 − z10)2 + (x20 − z20)2)

1−α
2 (42)

和

T32 6 T ∗32 =
1

d(2− α)
((x10 − z10)2 + (x20 − z20)2)1−

α
2 , (43)

其中: α ∈ (0, 1),

c = min{kr1, kr2}, d = min{εkr1, εkr2}.
5 例例例子子子与与与仿仿仿真真真(Numerical simulation)
下面,将通过表1给出的两个例子来验证所得同步

判据的有效性,系统参数与初始值、控制器、控制参
数、同步时间、所满足的同步判据和同步时间的估计

表达式如表1所示.

主系统和从系统的轨迹分别如图1(a)–1(b)所示,
同步过程分别如图1(c)–1(d)所示. 通过图1和图2的仿
真结果可知所得到的判据是有效的.

表 1 仿真实例
Table 1 Examples for simulation

例子 系统参数与初始值 控制器 控制参数 同步时间 估计表达式

xd = x1,

K = diag{1, 10}
α = 1/ 3, c = 1,

ε = 1
14.5001 式(27)

1

ρ = 60, vq = 0.168, vd = 20.66,

δ = 2, η = 0.001, TL = 0.53,

σ = 10.

x(0) = (10, 60, 10)T,

z(0) = (10.93, 59.1, 9.05)T

xd = x3,

K = diag{0.2, 0.2}
α = 1/ 3, c = 0.2,

ε = 1
8.9069 式(40)

xd = x2,

K = diag{0.1, 0.3}
α = 1/ 3, d = 0.1,

ε = 1
9.4765 式(36)

2

ρ = 0.1, vq = 0.168, vd = 20.66,

δ = 2, η = 1, TL = 0.53, σ = 2.

x(0) = (8, −7, 3)T,

z(0) = (9.5, −5.3, 4.3)T
xd = x3,

K = diag{0.1, 0.2}
α = 1/ 3, d = 0.1,

ε = 1
10.3547 式(41)

(a) 主系统的轨迹
(b) 未受控的从系统轨迹
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(c) 在xd = x1, K = diag{1, 10}时的同步过程

(d) 在xd = x3, K = diag{0.2, 0.2}时的同步过程
图 1 例1主–从BLDCM系统的全局有限时间混沌同步

Fig. 1 Global finite-time chaos synchronization for the master

and slave BLDCM systems in Example 1

(a) 主系统的轨迹

(b) 未受控的从系统轨迹

(c) 在xd = x2, K = diag{0.1, 0.3}时的同步过程

(d) 在xd = x3, K = diag{0.1, 0.2}时的同步过程
图 2 例2主–从BLDCM系统的全局有限时间同步

Fig. 2 Global finite-time synchronization for the master and

slave BLDCM systems in Example 2

6 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文构造了一种简单控制器下的主–从BLDCM

系统的有限时间同步框架,证明了一些全局同步判
据,求出了同步时间的估计表达式,并通过数值仿
真验证了同步判据的有效性. 本文所设计的控制器
克服了现有控制器的一些缺陷,具有结构简单、同
步成本低、连续、不会产生抖振现象等优点.
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