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摘要:研究一类同时具有随机观测滞后和丢失的网络控制系统鲁棒H∞滤波问题.网络建模采用新近同时描述随
机一步时滞和数据包丢失的模型,基于Lyapunov理论和线性矩阵不等式技术设计系统的满阶滤波器,减小了状态增
广带来的计算负担,同时引入松弛变量使Lyapunov矩阵和系统矩阵分离,降低结果的保守性,得到了使滤波误差系
统在均方意义下鲁棒指数稳定并具有给定H∞性能的一个LMI形式的充分条件.仿真结果验证了该方法有效性.
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Robust H-infinity filtering for network-based systems with
delayed and missing measurements
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Abstract: The robust H-infinity filtering problem is studied for a class of networked control systems (NCSs) with
random delayed and missing measurements. The recent model of NCSs is adopted to describe the random one-step trans-
mission delay and possible packet dropouts, simultaneously. A full-order filter is designed based on Lyapunov theory and
the linear matrix inequality (LMI) technique which can reduce the computational burden involved in the state augmenta-
tion method. Meanwhile, the slack matrix is introduced to separate the system matrix and the Lyapunov matrix, and a
less conservative result is obtained. An LMI-based sufficient condition is established such that the filtering error system
is robustly exponentially stable in the sense of mean square and achieves the prescribed H-infinity disturbance attenuation
level. Simulation results are given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从卡尔曼提出随机系统的最优滤波理论[1]之后,

滤波(状态估计)问题在目标跟踪、信号处理及控制等
领域得到了广泛的应用[2–5]. 但是Kalman滤波假设系
统噪声为高斯分布的白噪声且其统计特性精确已知,
这在实际中常常不能满足. 而H∞滤波不需要精确已
知噪声的先验信息,当噪声为任意能量有限的信号时,
H∞滤波能保证给定的噪声抑制水平,有效的克服了
Kalman滤波的限制,引起了国内外学者的研究兴
趣[6–8].
近年来,网络控制系统(networked control systems,

NCSs)成为控制领域研究的热点之一[9]. 所谓NCSs,
是指通过网络将被控对象和系统各部件连接而构成

的闭环反馈控制系统.由于网络拥塞及通讯带宽有限

等原因,系统的测量数据在以打包方式通过网络进行
传输时,不可避免的会发生时滞甚至丢失.加之系统
的未建模动态以及外界环境存在的干扰等不确定现

象,使NCSs的鲁棒滤波问题受到人们的普遍关注. 对
鲁棒滤波的研究早期主要是Riccati代数方程处理方
法,现在基于线性矩阵不等式(LMI)技术的H∞理论成
为鲁棒性能分析和综合的主流技术之一[10–13]. 目前,
对NCSs鲁棒H∞滤波的研究中,大多分别讨论随机数
据包丢失[10–11]或传输时滞[12–13]问题,而对于网络环
境中,上述两种现象可能同时发生的情况,并不能统
一处理.

文献[14]提出了一个同时描述一步随机时滞和多
丢包的数学模型,并基于此模型设计了最优线性滤波
器. 然而,要求系统噪声是带有已知统计信息的高斯
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噪声,而且不能处理非随机噪声干扰. 文献[15]采用
文献[14]中的模型,设计了H∞滤波器,避免文献[14]
中对噪声干扰的限制,但是滤波误差系统是基于状态
增广方法得到的,所设计的滤波器具有较高的维数,
并且没有考虑系统的未建模不确定动态. 本文仍采用
文献[14]中的模型来描述观测数据包在网络传输过程
中的随机一步时滞和多丢包现象,针对离散时间不确
定线性系统,设计系统的H∞满阶滤波器,使得滤波误
差系统鲁棒指数稳定并具有给定的H∞性能.与文献
[15]相比,在设计滤波器时考虑了系统未建模动态,使
系统具有较强的鲁棒性,并且所设计的滤波器是满阶
的,避免了文献[15]中增广状态的高维滤波器设计,可
明显减小计算负担.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下离散时间线性不确定系统:




xk+1 = (A + ∆Ak)xk + Bwk,

ỹk = C1xk + C2wk,

zk = D1xk + D2wk,

(1)

其中: xk ∈ Rn是系统状态向量, ỹk ∈ Rr是观测输出,
wk ∈ Rp是属于平方可积l2[0,∞)空间的外部干扰,
zk ∈ Rm是待估状态, A,B, C1, C2, D1, D2是已知常

数矩阵. 参数不确定性具有形式∆Ak = GFkH ,其中
Fk是未知的时变矩阵,且满足FT

k Fk 6 I , G和H是适

当维数的常矩阵.
假设传感器是时钟驱动,观测数据ỹk ∈ Rr打包后

经过网络传输到远端的滤波器. 由于网络拥塞及通讯
带宽有限等原因,数据包在传输过程中不可避免的会
发生时滞甚至丢失,这种现象是随机的,文献中通常
采用Bernoulli分布的随机序列来描述.
测量数据丢失[11]

yk = ξkỹk + (1− ξk)yk−1,

一步传输时延[12]

yk = ξkỹk + (1− ξk)ỹk−1.

其中: yk ∈ Rr为滤波器接收到的观测, ξk是取值为0
和1的Bernoulli分布的随机序列,满足P{ξk = 1} =
ξ̄, P{ξk = 0} = 1− ξ̄, ξ̄ ∈ [0, 1], P{·}表示事件“·”
发生的概率.
文献[14]通过引入2个Bernoulli分布的随机变量,

将数据包丢失和随机发生的一步传输时滞现象用一

个模型来描述:

yk = ξkỹk + (1− ξk)(1− ξk−1)δkỹk−1 +

(1− ξk)[1− (1− ξk−1)δk]yk−1, (2)

其中: δk与ξk是互不相关的满足Bernoulli分布的随机
变量,且P{δk = 1}= δ̄, P{δk = 0}=1− δ̄, δ̄∈ [0, 1].
由模型(2)易知,数据按时接收的概率为P{ξk = 1} =
ξ̄;一步时延概率为P{ξk = 0, ξk−1 = 0, δk = 1} =

(1− ξ̄)2δ̄;丢包概率为P{ξk = 0, ξk−1 = 1}+ P{ξk

= 0, ξk−1 = 0, δk = 0} = (1− ξ̄)ξ̄+(1− ξ̄)2(1− δ̄).
本文设计如下形式的满阶滤波器:{

x̂k+1 = Afx̂k + Bfyk,

ẑk = Cfx̂k,
(3)

其中: x̂k ∈ Rn是状态估计, ẑk ∈ Rm是滤波器输出,
Af , Bf , Cf是待设计的滤波器参数. 定义滤波误差为
ek = zk − ẑk. 为进一步得到滤波误差系统,本文引
入新的变量,令

θk = ξk, ϑk = (1− ξk)δk+1, (4)

则有如下统计特性(E表示随机变量的数学期望):
E[θk] = E[ξk] = ξ̄ = θ̄,

E[ϑk] = E[(1− ξk)δk+1] = (1− ξ̄)δ̄ = ϑ̄,

E[(θk − θ̄)2] = θ̄(1− θ̄) = ρ2
1,

E[(ϑk − ϑ̄)2] = ϑ̄(1− ϑ̄) = ρ2
2,

E[(θk − θ̄)(ϑk − ϑ̄)] = −θ̄ϑ̄ = −ρ2
3.

将式(4)代入式(2),可得
yk = θkỹk + (1− θk)Yk−1, (5)

其中定义

Yk = ϑkỹk + (1− ϑk)yk. (6)

注意到 θkϑk = ξk(1− ξk)δk+1 = 0,则由式 (1)和式
(3),可得如下的滤波误差系统:{

ηk+1 = Ãkηk + B̃kwk,

ek = C̄ηk + D̄wk,
(7)

其中:
ηk = [xT

k x̂T
k Y T

k−1 yT
k−1 ]T,

Ãk = Ā + (θk − θ̄)S1 + (ϑk − ϑ̄)S2,

B̃k = B̄ + (θk − θ̄)R1 + (ϑk − ϑ̄)R2,

C̄ = [D1 −Cf 0 0], D̄ = D2,

Ā =




A + ∆Ak 0 0 0
θ̄BfC1 Af (1− θ̄)Bf 0

(θ̄ + ϑ̄)C1 0 (1− θ̄ − ϑ̄)I 0
θ̄C1 0 (1− θ̄)I 0


 ,

B̄ =




B

θ̄BfC2

(θ̄ + ϑ̄)C2

θ̄C2


 , S1 =




0 0 0 0
BfC1 0 −Bf 0
C1 0 −I 0
C1 0 −I 0


 ,

R1 =




0
BfC2

C2

C2


 , S2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
C2 0−I 0
0 0 0 0


 , R2 =




0
0
C2

0


 .

注注注 1 文献[15]中基于状态增广方法所设计的滤波器

维数为n + 2r,所得滤波误差系统状态变量的维数为2(n +

2r),而本文提出的满阶滤波器维数为n,所得滤波误差系统的
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状态变量维数为2n + 2r,低于文献[15]中的方法. 当r较大

时,可明显减小计算负担.

本文要研究的问题可以描述为:对不确定离散时
间系统(1),在观测数据存在一步传输时滞甚至丢失的
网络环境下,设计形如式(3)的满阶滤波器,使得滤波
误差系统(7)是均方意义下鲁棒指数稳定的,且具有给
定的H∞性能γ(γ > 0). 也就是说,下面2个条件满足:

i) 在外部扰动wk =0时,对于所有η0∈R2(n+r),
存在常数ϕ > 0和τ ∈ (0, 1),使得下式成立:

E‖ηk‖2 6 ϕτkE‖η0‖2. (8)

ii) 在零初始条件下,对于所有的非零wk ∈ l2[0,

∞)和给定的H∞性能指标γ > 0,滤波误差ek满足
∞∑

k=0

E‖ek‖2 < γ2
∞∑

k=0

‖wk‖2. (9)

3 滤滤滤 波波波 性性性 能能能 分分分 析析析 (Filtering performance
analysis)
引引引理理理 1[16] V (ηk)为Lyapunov函数. 如果存在κ

> 0, µ > 0, υ > 0和0 < ϕ < 1,使得

µ‖ηk‖2 6 Vk(ηk) 6 υ‖ηk‖2,

E{Vk+1(ηk+1)|ηk} − Vk(ηk) 6 κ− ϕVk(ηk),

那么有

E{‖ηk‖2} 6 υ

µ
(1− ϕ)kE{‖η0‖2}+

κ

µϕ
.

引引引理理理 2[17](S-procedure) 令Σ =ΣT, G和H是适

当维数的实数矩阵, F满足FTF 6 I ,那么

Σ + GFH + (GFH)T < 0.

当且仅当存在一个标量ε > 0,使得

Σ + ε−1GGT + εHTH < 0

成立,或者等价的


Σ G εHT

GT −εI 0
εH 0 −εI


 < 0.

定定定理理理 1 假设滤波器参数Af , Bf , Cf已知. 对于
给定标量γ > 0,滤波误差系统(7)是均方意义下鲁棒
指数稳定的,且当wk 6= 0时具有给定的H∞性能γ,如
果存在矩阵P = PT > 0,标量ε > 0,使得


−P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

PM̄ PB̄ −P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
λ1PS1 λ1PR1 0 −P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
λ2PS2 λ2PR2 0 0 −P ∗ ∗ ∗ ∗
ρ3PS3 ρ3PR3 0 0 0 −P ∗ ∗ ∗

C̄ D̄ 0 0 0 0 −I ∗ ∗
0 0 ḠT 0 0 0 0 −εI ∗

εH̄ 0 0 0 0 0 0 0 −εI




< 0

(10)

成立,其中:

M̄ =




A 0 0 0
θ̄BfC1 Af (1− θ̄)Bf 0

(θ̄ + ϑ̄)C1 0 (1− θ̄ − ϑ̄)I 0
θ̄C1 0 (1− θ̄)I 0


 ,

S3 = S1 − S2, R3 = R1 −R2,

λ1 =
√

ρ2
1 − ρ2

3, λ2 =
√

ρ2
2 − ρ2

3,

Ḡ = [GT 0 0 0]T, H̄ = [H 0 0 0].

证证证 选取Lyapunov函数为

Vk(ηk) = ηT
k Pηk. (11)

当wk = 0时,有

E{∆Vk} = E{Vk+1(ηk+1)|ηk} − Vk(ηk) =

E{ηT
k (ÃT

k PÃk − P )ηk} =

ηT
k E{(ĀTPĀ − P ) + (θk − θ̄)2ST

1 PS1 +

(ϑk − ϑ̄)2ST
2 PS2 + (θk − θ̄)(ϑk − ϑ̄)ST

1 PS2 +

(θk − θ̄)(ϑk − ϑ̄)ST
2 PS1}ηk =

ηT
k (ĀTPĀ − P + ρ2

1S
T
1 PS1 +

ρ2
2S

T
2 PS2 − ρ2

3S
T
1 PS2 − ρ2

3S
T
2 PS1)ηk. (12)

对S1, S2有如下关系成立:

−ST
1 PS2 − ST

2 PS1 =

(S1 − S2)TP (S1 − S2)− ST
1 PS1 − ST

2 PS2. (13)

将式(13)代入式(12)可得

E{∆Vk} = ηT
k {−P + ĀTPĀ + λ2

1S
T
1 PS1 +

λ2
2S

T
2 PS2 + ρ2

3S
T
3 PS3}ηk = ηT

k Ωηk,

(14)

其中Ω = −P + ĀTPĀ + λ2
1S

T
1 PS1 + λ2

2S
T
2 PS2 +

ρ2
3S

T
3 PS3. 由Schur补引理,并注意到∆Ak = GFkH ,

可得Ω < 0等价于

Ψ =




−P ∗ ∗ ∗ ∗
PM̄ −P ∗ ∗ ∗

λ1PS1 0 −P ∗ ∗
λ2PS2 0 0 −P ∗
ρ3PS3 0 0 0 −P



+




0
Ḡ

0
0
0




Fk




H̄T

0
0
0
0




T

+

[H̄ 0 0 0 0]TFT
k [0 ḠT 0 0 0] < 0.

(15)

由引理2,式(15)成立意味着式(10)成立. 进一步,
类似文献[18]中的证明,有

E{∆Vk} 6 ηT
k Ωηk 6

−λmin(−Ω)ηT
k ηk 6 −αηT

k ηk,

其中0 < α 6 λmin(−Ω). 必然存在0 < α 6 υ, υ =
λmax(P ),有
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E{Vk+1(ηk+1)|ηk} − Vk(ηk) 6
−α

υ
Vk(ηk) = −ϕVk(ηk).

又 由 于 µ‖ηk‖2 6 Vk(ηk) 6 υ‖ηk‖2,其 中: µ =
λmin(P ),这里λmin(·)和λmax(·)分别表示最小和最大
特征值,那么由引理1可知E{‖ηk‖2} 6 υ

µ
(1− ϕ)k ·

E{‖η0‖2}. 于是可得系统(7)是均方意义下鲁棒指数
稳定的.

当wk 6= 0时,有

E{Vk+1(ηk+1)|ηk} − Vk(ηk) +

E{eT
k ek} − γ2E{wT

k wk} = ζT
k Ω̄ζk,

其中:

ζk =

[
ηk

wk

]
, Ω̄ =

[
Ω̄11 ∗
Ω̄21 Ω̄22

]
,

Ω̄11 = −P + ĀTPĀ + λ2
1S

T
1 PS1 +

λ2
2S

T
2 PS2 + ρ2

3S
T
3 PS3 + C̄TC̄,

Ω̄21 = B̄TPĀ + λ2
1R

T
1 PS1 + λ2

2R
T
2 PS2 +

ρ2
3R

T
3 PS3 + D̄TC̄,

Ω̄22 = −γ2I + B̄TPB̄ + λ2
1R

T
1 PR1 +

λ2
2R

T
2 PR2 + ρ2

3R
T
3 PR3 + D̄TD̄.

由Schur补及引理2可知,式(10)意味着Ω̄ < 0. 于是

E{Vk+1(ηk+1)|ηk} − Vk(ηk) + E{eT
k ek} −

γ2E{wT
k wk} = ζT

k Ω̄ζk < 0. (16)

对式(16),将k从0到∞累加可以得到
∞∑

k=0

E{eT
k ek} <

γ2
∞∑

k=0

E{wT
k wk}+ E{V0} − E{V∞}.

由于系统是均方指数稳定的,且在零初始条件下,有
V0(η0) = 0,则

∞∑
k=0

E{‖ek‖2} < γ2
∞∑

k=0

E{‖wk‖2},

即性能指标(9)满足,系统具有给定H∞性能γ.

证毕.

4 H∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计(H∞ filter design)
定理1在滤波系数矩阵Af , Bf , Cf已知的前提下,

给出了滤波误差系统(7)均方意义下鲁棒指数稳定且
具有给定H∞性能的一个充分条件.下面讨论在滤波
器参数Af , Bf , Cf未知时,将不等式(10)转化为LMI的
问题.

定定定理理理 2 给定标量γ > 0. 滤波误差系统(7)是均
方意义下指数稳定的且具有给定的H∞性能γ,如果存
在矩阵0 < P1 = PT

1 ∈ R2n, 0 < P2 = PT
2 ∈ R2r和

矩阵Q, Af , Bf , Cf以及标量ε > 0,使得




−P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Φ̄ Γ̄ Ξ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

λ1Φ1 λ1Γ1 0 Ξ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
λ2Φ2 λ2Γ2 0 0 Ξ ∗ ∗ ∗ ∗
ρ3Φ3 ρ3Γ3 0 0 0 Ξ ∗ ∗ ∗
C̄ D̄ 0 0 0 0 −I ∗ ∗
0 0 ḠT 0 0 0 0 −εI ∗

εH̄ 0 0 0 0 0 0 0 −εI




< 0

(17)

成立,其中:

P =diag {P1, P2} ,

Ξ =diag
{
P1−Q−QT,−P2

}
,

Φ̄ =

[
QÂ1 QÂ2

P2Â3 P2Â4

]
, Φ1 =

[
QŜ1 QŜ2

P2Ŝ3 P2Ŝ4

]
,

Φ2 =

[
0 0

P2Ŝ5 P2Ŝ6

]
,

Γ̄ =

[
QB̂1

P2B̂2

]
, Γ1 =

[
QR̂1

P2R̂2

]
, Γ2 =

[
0

P2R̂3

]
,

Φ3 = Φ1 − Φ2, Γ3 = Γ1 − Γ2,

Â1 =

[
A 0

θ̄BfC1 Af

]
, Â2 =

[
0 0

(1− θ̄)Bf 0

]
,

Â3 =

[
(θ̄ + ϑ̄)C1 0

θ̄C1 0

]
,

Â4 =

[
(1− θ̄ − ϑ̄)I 0

(1− θ̄)I 0

]
,

B̂1 =

[
B

θ̄BfC2

]
, B̂2 =

[
(θ̄ + ϑ̄)C2

θ̄C2

]
,

Ŝ1 =

[
0 0

BfC1 0

]
, Ŝ2 =

[
0 0
−Bf 0

]
,

Ŝ3 =

[
C1 0
C1 0

]
, Ŝ4 =

[
−I 0
−I 0

]
,

Ŝ5 =

[
C2 0
0 0

]
, Ŝ6 =

[
−I 0
0 0

]
,

R̂1 =

[
0

BfC2

]
, R̂2 =

[
C2

C2

]
, R̂3 =

[
C2

0

]
,

C̄ = [Ĉ 0 ], Ĉ = [D1 −Cf ].

证证证 令P1 = Q = QT,由式(10)得到式(17). 另一
方面,如果式(17)成立,则Q + QT − P1 > 0. 由P1正

定可知Q非奇异.于是由(Q−P1)P−1
1 (Q−P1)T > 0,

有P1 −Q−QT > −QP−1
1 QT. 则可得到式(18):
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

−P ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Φ̄ Γ̄ Ξ̄ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

λ1Φ1 λ1Γ1 0 Ξ̄ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
λ2Φ2 λ2Γ2 0 0 Ξ̄ ∗ ∗ ∗ ∗
ρ3Φ3 ρ3Γ3 0 0 0 Ξ̄ ∗ ∗ ∗
C̄ D̄ 0 0 0 0 −I ∗ ∗
0 0 ḠT 0 0 0 0 −εI ∗

εH̄ 0 0 0 0 0 0 0 −εI




< 0, (18)

其中Ξ̄ = diag{−QP−1
1 QT,−P2}. 令

T = diag{P1Q
−1, I},

对不等式(18)做全等变换diag{I, I, TT, TT, TT, TT,

I, I, I},可得式(10). 证毕.

注注注 2 定理2引入了松弛变量Q,由于Q不要求是正定

的,因此同文献[15]中所采用的矩阵分解的方法相比,增加了

矩阵设计时的灵活性,从而减小设计的保守性. 但是所得到

的不等式(17)对于滤波器系数矩阵Af , Bf , Cf不是线性的,需

要进一步将不等式(17)转化成LMI,以方便用MATLAB的

LMI工具箱求解.

定定定理理理 3 考虑基于网络的离散时间不确定线性

系统(1),对于可能存在的一步随机时延和多丢包的情
形,存在一个形如式(3)的H∞滤波器,使得滤波误差系
统(7)是均方意义下鲁棒指数稳定的并且满足给定的
H∞干扰抑制水平γ,如果存在矩阵

P̃ = P̃T =

[
P̃11 ∗
P̃21 P̃22

]
> 0, Q̃ =

[
Q̃1 Q̃2

Q̃3 Q̃2

]
,

P2 = PT
2 > 0,

^

Af ,
^

Bf ,
^

C f ,以及标量ε > 0,使得LMI


Υ̃ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ψ1 Θ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

λ1Ψ2 0 Θ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
λ2Ψ3 0 0 Θ ∗ ∗ ∗ ∗
ρ3Ψ4 0 0 0 Θ ∗ ∗ ∗
Ψ5 0 0 0 0 −I ∗ ∗
0 ḠT 0 0 0 0 −εI ∗

εH̃ 0 0 0 0 0 0 −εI




< 0 (19)

成立. 其中:

Υ̃ = diag{−P̃ , − P2, − γ2I}, H̃ = [H̄ 0 0],

Θ=diag{P̃−Q̃−Q̃T,−P2}, Ψ1 =

[
Y11 Y12 Y13

Y21 Y22 Y23

]
,

Ψ2 =

[
Y31 Y32 Y33

Y41 Y42 Y43

]
, Ψ3 =

[
0 0 0

Y61 Y62 Y63

]
,

Ψ4 =

[
Y71 Y72 Y73

Y81 Y82 Y83

]
, Ψ5 = [D1−

^

C f 0 D2 ],

Y11 =

[
Q̃1A+θ̄

^

BfC1

^

Af

Q̃3A+θ̄
^

BfC1

^

Af

]
, Y12 =

[
(1−θ̄)

^

Bf 0

(1−θ̄)
^

Bf 0

]
,

Y13 =

[
Q̃1B+ θ̄

^

BfC2

Q̃3B+ θ̄
^

BfC2

]
, Y31 =Y71 =

[
^

BfC1 0
^

BfC1 0

]
,

Y32 =Y72 =

[
−^

Bf 0

−^

Bf 0

]
, Y33 =Y73 =

[
^

BfC2
^

BfC2

]
,

Y21 = P2Â3, Y22 = P2Â4, Y23 = P2B̂2,

Y41 = P2Ŝ3, Y42 = P2Ŝ4, Y43 = P2R̂2,

Y61 = P2Ŝ5, Y62 = P2Ŝ6, Y63 = P2R̂3,

Y81 = P2(Ŝ3 − Ŝ5), Y82 = P2(Ŝ4 − Ŝ6),

Y83 = P2(R̂2 − R̂3),

则滤波器的参数如下:

Af = Q̃−1
2

^

Af , Bf = Q̃−1
2

^

Bf , Cf =
^

C f . (20)

证证证 假设存在正定矩阵P1, P2和矩阵Q使得式

(17)成立,则滤波误差系统(7)是均方意义下鲁棒指数
稳定的,并具有给定的H∞干扰抑制水平γ. 在不等式
(17)中P1 −Q−QT是负定的. 因为P1是正定的,所
以矩阵Q是非奇异的. 不失一般性,引入分解Q =[

Q1 Q2

Q3 Q4

]
,并且假设Q2是非奇异的. 注意到Q4是可

逆的,则Q2Q
−1
4 是非奇异的. 定义

J1 =

[
I 0
0 Q−T

4 QT
2

]
, Q̃ =

[
Q̃1 Q̃2

Q̃3 Q̃2

]
= JT

1 QJ1,

P̃ =

[
P̃11 ∗
P̃21 P̃22

]
= JT

1 P1J1 > 0.

令J̃ =diag{J1, I},对不等式(17)做全等变换diag{J̃ ,

I, J̃ , J̃ , J̃ , J̃ , I, I, I},并引入如下新变量:
^

Af =Q2AfQ
−T
4 QT

2 ,
^

Bf =Q2Bf ,
^

C f =CfQ
−T
4 QT

2 ,

可以得到不等式(19). 注意到滤波器参数满足
[

Af Bf

Cf 0

]
=

[
Q−1

2 0
0 I

][
^

Af

^

Bf
^

C f 0

][
Q−T

2 QT
4 0

0 I

]
,

则从yk到ẑk的离散时间传递函数可以表示为

Tẑy =Cf(zI−Af)−1Bf =
^

C f(zI−Q̃−1
2

^

Af)−1Q̃−1
2

^

Bf .

由此可得滤波参数为Af = Q̃−1
2

^

Af , Bf = Q̃−1
2

^

Bf ,

Cf =
^

C f . 证毕.

推推推论论论 1 最小的H∞干扰抑制水平γ可以通过求

解下面的凸优化问题而得到:
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min
P̃>0,P2>0,Q̃,

^
Af ,

^
Bf ,

^
C f ,ε>0

γ2, s.t. 式(19).

5 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
为了验证本文提出的鲁棒H∞滤波器设计方法的

有效性,考虑文献[6]中的一个离散时间系统:

A =




0.2 0 0.1
0.1 −0.3 0.1
0.1 0 −0.2


 , B =



−0.2 0 0.1
−0.1 0.1 0.1

0 0.2 0.1


 ,

C1 =




1 0.8 0.7
−0.6 0.9 0.6
0.2 0.1 0.1


 , C2 =




0.9 −0.6 0.1
0.5 0.8 0.1
0.2 0.3 0.1


 ,

D1 = [−0.1 0 0.1], D2 = 0, G = [0.1 0.2 0.1]T,

Fk = sin(0.6k), H = [0.1 0.1 0.1].

在仿真中,不失一般性,假设ξ̄ = 0.7, δ̄ = 0.5,即观测
数据在传输过程中能够被按时接收的概率为0.7,一步
随机时滞的概率为0.045,丢包的概率为0.255. 通过求
解式(19),可得最小的干扰抑制水平γmin = 0.0302.
滤波器参数矩阵为

Af =




0.1728 −0.1697 0.1152
0.0855 −0.4408 0.1158
0.0447 −0.1348 −0.1892


 ,

Bf =




0.0439 −0.0179 0.1532
0.0524 −0.0170 0.0020
0.0339 0.0029 −0.2493


 ,

Cf = [0.1022 0.0014 −0.0993].

当wk为零均值,方差为Qw = 1的白噪声时,状态
初值选取为xk = [0.1 0.2 −0.1]T, x̂k = [0 0 0]T.
被估计状态zk和它的滤波结果如图1所示. 经计算可
得

∞∑
k=0

E{‖ek‖2}
∞∑

k=0

E{‖wk‖2}
= 0.00081020<γ2 =0.00091204.

图 1 zk真实值与H∞滤波值

Fig. 1 True value of zk and its H∞ estimation

当外部干扰wk = e−0.1k sin(0.1πk),其他条件不
变,仿真结果如图2所示. 经计算可得
∞∑

k=0

E{‖ek‖2}
∞∑

k=0

E{‖wk‖2}
= 0.00015620 < γ2 = 0.00091376.

图 2 zk真实值与H∞滤波值

Fig. 2 True value of zk and its H∞ estimation

从图1和图2中可以看出,无论噪声为统计特性已
知的白噪声还是任意能量有限的信号时,本文所设计
的H∞滤波算法都是有效的.

进一步,针对名义系统(即∆Ak = 0),采用本文算
法和文献[14]中的最优滤波估计对比. wk仍选取为

零均值,方差为Qw = 1的白噪声,通过200次Monte-
Carlo仿真测试所得的均方误差比较结果如图3所示.

图 3 本文方法与文献[14]均方误差MSE比较
Fig. 3 Comparison of mean square error (MSE) between

reference [14] and this paper

从图3可以看出,本文所设计的H∞滤波方法虽然
可以克服Kalman滤波方法对噪声统计特性的要求,但
是与文献[14]所设计的最优滤波相比,精度稍低.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类离散时间网络化不确定系统的鲁

棒H∞滤波器设计问题.其中所考虑的对象包括系统
的未建模动态,随机发生的观测一步滞后和数据包丢
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失,以及满足l2[0,∞)的外部干扰等各种不确定现象.
利用LMI方法,设计了H∞满阶滤波器,使滤波误差系
统是均方意义下鲁棒指数稳定的,并且具有给定的
H∞性能.仿真算例表明了本文所提出的设计方法的
有效性. 同文献[14]相比,克服了噪声统计特性需要
精确已知的要求;同文献[15]相比,在滤波器设计时,
引入了松弛变量,降低了保守性,而且避免了状态增
广,维数较低,同时由于考虑了系统的未建模动态,使
得所设计的滤波器具有较强的鲁棒性.
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