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摘要:研究了构造控制系统近似生存域的方法和线性系统的近似生存性条件.基于集合的逼近法锥,给出了凸紧
集的过剩近似生存域表达式．在凸紧集边界上采样足够多个点的情况下,此近似生存域可以逼近真实的生存域.并
研究了连续线性控制系统和离散线性控制系统在此近似生存域上的生存性,将求生存控制器的问题转化为线性不
等式组问题.最后,以悬挂点可以移动的钟摆模型和两类细菌数量变化模型为例说明了算法的有效性.
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Computation of approximate viable sets for linear systems
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Abstract: We investigate the approximate viability conditions for linear control systems and the method of constructing
approximate viable sets for control systems. Based on the proximal normal cone, a surplus viable set for a convex compact
set is given, which can approximate the real viable set if the number of sample points on the boundary of the convex
compact set is large enough. For continuous-time linear systems and discrete-time linear systems, the method to verify the
viability of approximate viable set is given. Furthermore, the problem of viable controller design is formulated as a linear
inequalities problem. Finally, we illustrate the effectiveness of the main results of this paper with a pendulum model with a
movable suspension point and the other model of two types of bacteria.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,控制系统的生存性问题引起了人们广泛

的关注[1–4]. 所谓控制系统在某个区域上是可生存的
指的是对于该区域内的任何初始值,系统的运动都不
离开此区域[5]. 生存理论的给出为控制系统的研究注
入了新的研究方法,主要是因为生存理论特别适用于
研究系统整体的趋势而不是着眼于系统的某个解的

运动趋势[3, 5],当前广泛应用于各个学科.目前关于生
存性的研究主要有两个方向,其一是针对某一特殊区
域判断系统的生存性,从而更好地控制系统的轨迹在
生存域里面,相关结果在生物、管理、金融上都有广泛
的应用[5–9]. 但一般需要对研究区域的边界上的每一
点都进行一次生存性的判断,整体的计算量较大.其
二是当研究区域本身比较复杂,生存性的判断不好进
行时,通过构造一个相对简单的区域来逼近原来的区
域,然后通过控制器使得系统在简单区域可生存[1, 10].

逼近原区域的方法一般有过剩逼近和不足逼近,所谓
过剩逼近是将原区域包含在逼近的区域内,所谓不足
逼近是将逼近区域包含在原区域内.不管是哪种方法,
都是对系统的近似生存性研究.另外,此方法还应用
在如何构造系统的最大吸引域和鲁棒不变集的研究

上[11–12].

本文将研究近似生存性中的过剩逼近生存域问题.
主要是通过非光滑分析中的逼近法锥给出任意精确

的过剩逼近生存域,然后通过控制器设计使得线性系
统在逼近生存域上可生存,并给出了控制器的具体算
法. 最后,给出了移动钟摆系统和细菌数量控制的例
子来验证方法的有效性. 文中控制器的设计只要考虑
如何控制有限个点使其在逼近生存域上可生存,而其
他点的生存控制可以由这有限个点的控制凸组合得

到. 这样,只要经过有限次计算就可以判断系统的生
存性.
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2 生生生 存存存 性性性 及及及 逼逼逼 近近近 法法法 锥锥锥(The viability and
proximal normal cone)

2.1 系系系统统统的的的生生生存存存性性性(The viability of systems)
本节首先将给出与本文相关的概念和性质. 下面

将采用微分包含的形式来研究线性控制系统,其优点
是微分包含还可以用来描述不确定系统和逼近非线

性系统.考虑如下形式的微分包含:

ẋ ∈ F (x), x ∈ Rn. (1)

这里F (x)是满足一定条件的映射. 一般的连续线性系
统ẋ = Ax + Bu, x ∈ Rn, u ∈ U ⊆ Rn可以用微分

包含式(1)来表示,只要记式(1)中的F (x) = {Ax +
Bu|u ∈ U}.

同样,可以用差分包含

x(k + 1) ∈ {Ax(k) + Bu(k)|u(k) ∈ K} (2)

来表示一般的离散线性系统x(k + 1) = Ax(k) +
Bu(k).

正因为有如上的转化才可以研究一般线性系统的

生存性,下面给出可生存的定义.对于连续控制系统,
有

定定定义义义 1 设W ⊆ Rn,如果对任意初始条件x0 ∈
W ,存在解x(t),使得x(t) ∈ W , ∀t > 0,则称微分包
含式(1)在集合W上可生存.

类似的,把上面定义中的x(t)换成x(k),可以给出
差分包含式(2)可生存的概念. 下面给出点到集合距离
的概念.

定定定义义义 2 设S ⊆ Rn,距离函数dS(x) : Rn → R
表示如下:

dS(x) = inf{‖x− s‖|s ∈ S}.
下面给出生存性判别中用到的切锥的概念. 基于

切锥的概念,可以给出判断系统可生存的条件[13–14].

定定定义义义 3 设K ⊆ Rn非空,集合K在点x ∈ K的

切锥定义为

TK(x) = {v| lim inf
λ→0+

dS(x + λv)
λ

= 0}.
引引引理理理 1 微分包含(1)在闭集W上是可生存的充

要条件是对任意的x ∈ W ,有

F (x) ∩ TW(x) 6= ∅.

引引引理理理 2 考虑集值映射F (x) : R→2R,差分包
含x(k+1)∈F (x(k))在闭集K上可生存的充要条件

是对任意x ∈ K,有

F (x) ∩K 6= ∅.

下面介绍多面体的概念. 多面体一般有两种表示
方法,一种是交的形式,通常表示为

P = {x ∈ Rn|Ax 6 b}, (3)

其中: A为m× n阶矩阵, b为m维向量.

另一种是和的形式,通常表示为

P ′ = co{v1, · · · , vm}, (4)

其中: co{v1, · · · , vm}表示向量v1, · · · , vm的凸包,也

就是co{v1, · · · , vm} = {x|x =
m∑

i=1

λivi, vi ∈ Rn, λi

> 0,
m∑

i=1

λi = 1},又vi(i = 1, · · · ,m)称为多面体的

极点. 值得注意的是多面体(3)与(4)之间是可以相互
转换的,具体见文献[15].

2.2 集集集合合合的的的逼逼逼近近近法法法锥锥锥(Proximal normal cone to a
set)
下面给出逼近法锥的定义和一些性质.

定定定义义义 4 设集合S ⊆ Rn,如果对任意x1, x2,

0 6 λ 6 1,有λx1 + (1− λ)x2 ∈ S,则称S为凸集合.

定定定义义义 5 设集合S ⊆ Rn,且s ∈ S. S在点s的逼

近法锥定义为

NP
S (s) = {ζ|∃t > 0, dS(s + tζ) = t‖ζ‖}.

在一般情况下,不一定每一点s都存在逼近法锥,
但有如下的结果.

引引引理理理 3 设S ⊆ Rn为闭凸集,又s ∈ bdry(S),
bdry(S)表示S的边界,那么NP

S (s) 6= {0}.

一些用于生存域的常见集合C,其每一点的逼近
法锥是较容易计算的.

推推推论论论 1 设椭球体

C1 = {x|xTQx 6 1},
其中Q是正定对称矩阵,那么C1在点c ∈ bdry(C1)的
逼近法锥为

NP
C1

(c) = {2tQc, t > 0}.
证证证 注意到{x|xTQx = 1}的梯度为2Qx,由逼

近法锥的定义可以直接证明.

推推推论论论 2 设单位n维球体C2 = {x = (x1, · · · ,

xn)T|x2
1 + · · ·+ x2

n 6 1},那么C2在点c ∈ bdry(C2)
的逼近法锥为

NP
C2

(c) = {tc, t > 0}.
推推推论论论 3 设长方形C3 = [a1, b1]× [a2, b2],则C3

在点c ∈ bdry(C3)的逼近法锥为
当c = (a1, b2)时, NP

C3
(c) = {λt(0, 1)T + (1 −

λ)t(−1, 0)T};

当c = (a1, a2)时, NP
C3

(c) = {λt(0,−1)T + (1−
λ)t(−1, 0)T};

当c = (b1, b2)时, NP
C3

(c) = {λt(0, 1)T + (1 −
λ)t(1, 0)T};

当c = (b1, a2)时, NP
C3

(c) = {λt(0,−1)T + (1 −
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λ)t(1, 0)T};

当x= b1, a2 <y<b2时, NP
C3

(c)={t(1, 0)T};

当x = a1, a2 < y < b2时, NP
C3

(c) = {t(−1,

0)T};

当y = b2, a1 < x < b1时, NP
C3

(c) = {t(0, 1)T};

当y=a2, a1 <x<b1时, NP
C3

(c) = {t(0,−1)T};
其中: c = (x, y)T, t > 0, 0 6 λ 6 1.

性质2和性质3的证明直接由定义可得,其他一些
常见的凸紧集的逼近法锥也都可以简单的求出.正因
为如此,可以用下节中介绍的方法来求具体的近似生
存域.

3 系系系统统统的的的近近近似似似生生生存存存性性性(Approximate viability
for systems)

3.1 连连连续续续线线线性性性系系系统统统的的的近近近似似似生生生存存存性性性(Approximate
viability for continuous linear systems)
考虑凸紧集K,由引理3其上面每一点都存在逼近

法锥,则集合K可以表示为如下的集合:
K =

⋂
x0∈bdry(K)

{x ∈ Rn|ζT
0 (x− x0) 6 0,

ζ0 ∈ NP
K(x0)}.

上式说明任意一个凸紧集K都可以由集合上每一点

的逼近法锥所确定的图形来逼近.由前面的讨论不难
得到如下的性质:

引引引理理理 4 设K为一凸紧集, x1, · · · , xr ∈ Rn为

bdry(K)上的任意r个点. 定义超半平面Hi = {x ∈
Rn|ζT

i (x− xi) 6 0, ζi ∈ NP
K(xi)}, i = 1, · · · , r. 由

上面的r个集合可以定义如下的多面体:

K ′ =
r⋂

i=1

Hi, (5)

那么K ⊆ K ′.

由引理4,可以将K ′看作K的近似生存域,如图1.
并且可以知道当采样点足够多的时候,近似生存域K ′

逼近生存域K.

图 1 近似生存域

Fig. 1 Approximate viable set

下面对于连续线性系统ẋ = Ax + Bu,设计控制
器u使得系统在集合K ′上可生存. 首先由前面的讨论
可以将式(5)转化为和的形式

K ′ = co{v1, · · · , vl}. (6)

下面给出关于连续线性系统生存性的一个结果.

定定定理理理 1 对于微分包含式(1),其中F (x) = {Ax

+ Bu|u ∈ U}, U是凸集. 如果在点v1, · · · , vl满足

F (vi) ∩ TK′(vi) 6= ∅, i = 1, · · · , l. 那么微分包含式
(1)在集合(6)上是可生存的.

证证证 首先,由于式(6)中的集合K ′是多面体,所以

点y ∈ TK′(x)当且仅当存在t > 0和βj > 0,
l∑

j=1

βj =

1使得
x + ty =

l∑
j=1

βjvj,

即y =
1
t
(

l∑
j=1

βjvj − x).

因为F (vi) ∩ TK′(vi) 6= ∅,所以存在ui使得

Avi + Bui =
1
ti

(
l∑

j=1

βijvj − vi), i = 1, · · · , l,

其中: βij > 0,
l∑

j=1

βij = 1,为了便于计算,可以取t =

min{t1, · · · , tl},于是上式变为

Avi + Bui =
1
t
(

l∑
j=1

βijvj − vi). (7)

另注意到任意的x ∈ K ′可以表示为x =
l∑

i=1

λivi,于

是在上面l个等式中依此乘上λi(i = 1, · · · , l)再相加,
得

A
l∑

i=1

λivi+B
l∑

i=1

λiui =
1
t
(

l∑
i=1

λi

l∑
j=1

βijvj−
l∑

i=1

λivi),

即Ax+Bū=
1
t
(

l∑
i=1

λi

l∑
j=1

βijvj−x),其中ū=
l∑

i=1

λiui

∈ U ,又
l∑

i=1

λi

l∑
j=1

βijvj ∈ K ′,所以F (x) ∩ TK′(x) 6=
∅,也就是说微分包含(1)在集合(6)上是可生存的.

由引理1得知定理1的逆命题显然是成立的.

证毕.

由定理1的证明过程,对于每一个vi,式(7)可以表
示为

Avi + Bui =
1
t
(

l∑
j=1

βijvj − vi),

l∑
j=1

βij = 1, βij > 0. (8)

上式是关于βij, ui的线性不等式组,也就是将求控制
ui转化为一个求解线性不等式组问题.为了描述方便
将式(8)的解就记为ui. 又对于x ∈ K ′, x一定能表示



1476 控 制 理 论 与 应 用 第 30卷

为x =
l∑

i=1

λivi,
l∑

i=1

λi = 1, 0 6 λi 6 1. 此时,对应于

x的控制为ū =
l∑

i=1

λiui.

综上,得到连续线性系统(1)在生存域(6)上的生存
控制器设计步骤.

算算算法法法 1
Step 1 在集合K的边界上取r各抽样点x1, · · · ,

xr ∈ Rn;

Step 2 分别求得ζi ∈ NP
K(xi), i = 1, · · · , r;

Step 3 求解式(6);

Step 4 解线性不等式组(8),求得Ui;

Step 5 求得ū =
l∑

i=1

λiui.

这样得到一个控制器使得系统近似生存. 关于线
性不等式的计算问题可以参考文献[16].

3.2 离离离散散散线线线性性性系系系统统统的的的近近近似似似生生生存存存性性性(Approximate
viability for discrete linear systems)
同样可以考虑差分包含形式的离散线性系统(2)在

近似生存域(6)上的生存性. 首先给出如下的结果.

定定定理理理 2 对于离散线性系统(2)和集合(6),其中U

是凸集. 如果点v1, · · · , vl满足{Avi + Bu(k)|u(k) ∈
U} ∩K ′ 6= ∅, i = 1, · · · , l. 那么离散线性系统(2)在
集合(6)上是可生存的.

证证证 因为{Avi + Bu(k)|u(k) ∈ U} ∩K ′ 6= ∅, i

= 1, · · · , l,所以存在ui ∈ U ,使得

Avi + Bui ∈ K ′.
也就是

Avi + Bui = xi, xi ∈ K ′, i = 1, · · · , l. (9)

对任意的x ∈ K ′,有x =
l∑

i=1

λivi,
l∑

i=1

λi = 1, 0 6 λi

6 1. 进一步有,对式(9)中的每个式子乘上相应的λi,
然后相加得

A
l∑

i=1

λivi + B
l∑

i=1

λiui =
l∑

i=1

λixi,

即Ax + B
l∑

i=1

λiui ∈ K ′. 由于U是凸集,所以 ū =
l∑

i=1

λiui ∈ U ,也就是说

{Ax + Bu(k)|u(k) ∈ K} ∩K ′ 6= ∅,

所以离散线性系统(2)在集合(6)上是可生存的.

由引理2得知定理2的逆命题显然是成立的.

证毕.

由定理2的证明过程,对于每一个vi,式(9)可以表
示为

Avi + Bui = xi =
l∑

j=1

λijvi,

l∑
j=1

λij = 1, 0 6 λij 6 1. (10)

上式是关于λij, ui的线性不等式组,同样地将控制向
量ui转化为一个求解线性不等式组问题.为了描述方
便将式(10)的解就记为ui.

同样,得到离散线性系统(2)在生存域(6)上的生存
性控制器设计步骤.

算算算法法法 2 给出离散线性系统(2)和凸紧集K.

Step 1 在集合K的边界上取r个抽样点x1, · · · ,

xr ∈ Rn;
Step 2 分别求得ζi ∈ NP

K(xi), i = 1, · · · , r;

Step 3 求解式(6);

Step 4 解线性不等式组(10),求得ui;

Step 5 求得ū =
l∑

i=1

λiui.

这样就得到一个控制器使得离散线性系统生存.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical examples)
本节给出两个实际的例子来仿真说明上述方法的

有效性,首先给出文献[17]中的连续线性系统的例子.

例例例 1 考虑悬挂点可以移动的钟摆模型. 这里假
设悬挂点的移动速度是u,并用v来表示风力的干扰.
x1表示钟摆偏离垂直线的角度, x2表示在地面固定参

考系中的悬负载速度.这样系统的动力方程就可以描
述为

ẋ =

(
0 β

−α 0

)
x +

(
−βu

v

)
,

其中: x = (x1, x2)T, α和β是依赖于悬负载的质量值

和钟摆的长度值的正系数.

这里假设α = β = 1,于是考虑系统在椭圆面

{(x1, x2)T|x
2
1

4
+ x2

2 6 1}上的生存性. 首先在椭圆

{(x1, x2)T|x
2
1

4
+x2

2 = 1}上取点(2, 0)T, (0, 1)T, (−2,

0)T, (0,−1)T作为采样点,于是得到的近似生存域为
长方形K ′ = {(x1, x2)T| − 2 6 x1 6 2, −1 6 x2 6
1},如图2所示.

在顶点(2, 1)T处解相应的线性不等式组得u1 =
(u, v)T = (2,−4)T,在顶点(−2, 1)T处解相应的线性
不等式组得u2 = (u, v)T = (−1,−3)T,在顶点(−2,

−1)T处解相应的线性不等式组得u3 = (u, v)T =
(−3,−1)T,在顶点(2,−1)T处解相应的线性不等式
组得u4 = (u, v)T = (1, 3)T. 于是由算法 1,可以得
到当x = λ1(2, 1)T + λ2(−2, 1)T + λ3(−2,−1)T +

λ4(2,−1)T, 0 6 λi 6 1,
4∑

i=1

λi = 1时,控 制 为 ū =

λ1(2,−4)T+λ2(−1,−3)T+λ3(−3,−1)T+λ4(1, 3)T.
由上面的算法可知,控制器是根据系统状态来决定的,
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并且只要计算4个顶点的控制,其他点的控制实际上
是这4个顶点的控制的凸组合.如此只要通过4个顶点
的控制就可以控制钟摆的运动状态.

图 2 椭圆面的近似生存域

Fig. 2 Approximate viable set of a ellipsoid

例例例 2 考虑如下的两类细菌数量变化模型:

x(k + 1) =

(
1 2
0 1

)
x(k) +

(
1 0
0 1

)
u(k),

其中: x(k) = (x1(k), x2(k))表示k时刻第1种细菌和
第2种细菌的数量, u(k)表示人工措施对细菌数量的
一种控制.

下面考虑上述系统在圆面{(x1, x2)T|x2
1 + x2

2 6
1}上的生存性. 首先在圆{(x1, x2)T|x2

1 + x2
2 = 1}上

取点(1, 0)T, (0, 1)T, (−1, 0)T, (0,−1)T作为采样点,
于是得到的近似生存域为正方形K ′ = {(x1, x2)T|
− 1 6 x 6 1, −1 6 v 6 1},如图3所示.

图 3 圆的近似生存域

Fig. 3 Approximate viable set of a circle

在顶点(1, 1)T处,解相应的线性不等式组得u1 =
(−3,−1)T,在顶点(−1, 1)T处,解相应的线性不等式
组得u2 = (−1,−1)T,在顶点(−1,−1)T处,解相应

的线性不等式组得u3 =(−1, 1)T,在顶点(1,−1)T处,
解相应的线性不等式组得u4 = (1, 1)T. 于是由算法2,
可以得到当

(x, v)T = λ1(1, 1)T + λ2(−1, 1)T +

λ3(−1,−1)T + λ4(1,−1)T

时,控制为

ū = λ1(−3,−1)T + λ2(−1,−1)T +

λ3(−1, 1)T + λ4(1, 1)T.

由上面得到的控制器可以知道只要控制正方形的4个
顶点,就可以将两类细菌的数量控制在正方形所表示
的区域以内,即两种群的数量都在区间[−1, 1]内.

5 结结结语语语(Conclusions)
本文研究了连续线性系统和离散线性系统近似生

存性的问题.给出了任意一个凸紧集的近似生存域表
示,此表示主要是利用了集合边界上每一点的逼近法
锥.另外,即使集合不满足凸紧的条件,比如集合只满
足闭的条件的时候,逼近法锥存在的点在边界集上是
稠密的,所以此方法仍然成立. 然后,给出了控制器的
设计,使得系统在近似生存域上是可生存的. 最后,给
出了实际例子来说明结果的有效性.
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