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摘要:针对过程噪声设定边界与真实噪声边界失配的有界干扰离散线性不确定系统,提出一种具有自适应噪声
边界的Tube可达集鲁棒模型预测控制方法. 首先,该算法引入基于MIT规则的自适应集员滤波在线估计系统状态和
噪声边界. 其次,基于估计值,通过迭代自适应集员滤波的时间更新部分计算出预测时域内闭环不确定系统状态的
可达集. 最后,用可达集代替不变集并根据Tube鲁棒模型预测控制策略,给出了实际不确定系统的控制律,确保系
统状态鲁棒渐近稳定,并收敛于终端干扰不变集. 仿真结果验证了该控制方法的有效性.
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Tube-reachable set-based robust model predictive control with
adaptive disturbances boundaries
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(Department of Automatic Control Engineering, the Second Artillery Engineering University, Xi’an Shaanxi 710025, China)

Abstract: For a discrete-time linear uncertain system with bounded disturbances but mismatch between the real process
noise boundary and its setting boundary, we present a tube-reachable set-based robust model predictive control (RMPC)
with adaptive disturbances boundaries. Firstly, an MIT-based adaptive set-membership filter (MIT-ASMF) is introduced
to estimate the states and the boundaries of the process noise in real time. Secondly, based on the estimated results, the
reachable sets of the local uncertain closed-loop system are calculated by propagating the prediction step of the ASMF along
the prediction horizon. Finally, by replacing the invariant set with previously determined reachable sets in the tube-based
RMPC formulation, we determine the control law for the real uncertain system to guarantee the real uncertain system of
robustly asymptotic stability and the convergence to the terminal disturbance invariant set. The simulation results validate
the efficacy of the proposed method.
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invariant set

1 引引引言言言(Introduction)
干扰不确定系统的鲁棒性一直以来都是模型预测

控制(model predictive control, MPC)的研究热点问题.
研究人员借鉴鲁棒控制的研究成果,对具有加性干扰
对象的鲁棒模型预测控制开展了深入研究,包括干扰
有界线性时不变系统,以及干扰有界线性时变系统.
其中, Mayne等人提出的基于Tube不变集的预测控制
算法[1]是一种独特的方法. 该方法设计一个参数化的
状态Tube不变集序列,采用相应控制策略使得不确定
系统的状态始终处于Tube不变集序列内,保证系统在
整个过程中具有良好的鲁棒性,并渐近收敛到终端干
扰不变集. 随后, Langson等人研究了参数时变系统
的Tube不变集控制器设计方法[2]. 为了提高在线计算

能力和优化性能, Rakovic和Mayne等人提出了改进算
法[3],之后Rakovic等人将该算法推广到具有匹配非线
性的离散非线性系统[4]. 文献[5]进一步将鲁棒Tube控
制策略扩展到跟踪控制中.

以上文献中,基于Tube不变集的预测控制算法都
需要系统噪声的先验信息,即过程噪声和测量噪声的
不确定界限.其中,测量噪声来自于传感器的精度,只
要传感器正常工作条件下不确定界并不会发生改变,
因此可以通过对传感器数据的先期分析确定其测量

噪声的不确定界;然而,对于系统过程噪声,由于其来
自于系统状态空间动力学模型结构和参数的失配,且
就目前系统辨识方法而言,无法对其离线精确建模,
多数情况下其不确定界先验信息无法得知,需要根据
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经验手工选取. 但由于先验知识有限,当人为选取的
过程噪声不确定界无法包含实际的过程噪声真实值

时,会直接导致基于Tube不变集的预测控制算法发散;
相反,当人为选取噪声不确定界远超实际过程噪声真
实值时,可能会导致基于Tube不变集的预测控制算法
无解.

为此,本文在状态反馈Tube不变集鲁棒模型预测
控制 (robust model predictive control, RMPC)的基础
上提出了具有自适应噪声边界的Tube可达集RMPC
算法. 当系统过程噪声不确定界先验信息未知时,则
引入自适应集员滤波(adaptive set-membership filter,
ASMF)在线估计系统过程噪声边界;并通过迭代自适
应集员滤波的时间更新部分估计出预测时域内闭环

不确定系统状态以椭球集合描述的可达集;进而根
据Tube鲁棒模型预测控制策略,基于可达集设计对应
标称模型的预测控制优化计算中的状态与输入约束

条件,通过计算最优控制序列和状态轨迹,给出了实
际不确定系统的Tube可达集控制策略,确保系统状态
鲁棒渐近稳定,并收敛于终端干扰不变集.

2 问问问题题题描描描述述述(Problems statement)
首先给出一类干扰有界的约束线性时不变系统:

状态方程

xk+1 = Axk + Buk + wk, (1)

量测方程

yk+1 = Cxk+1 + vk+1, (2)

其中: 状态变量x ∈ Rn,控制输入u ∈ Rm,输出y ∈
Rp以及范数有界干扰w ∈ Rn, v ∈ Rp.

控制输入和状态约束满足条件:

uk ∈ U
∆= {uk ∈ Rm|Auuk 6 1̄}, (3)

xk ∈ X
∆= {xk ∈ Rn|Axxk 6 1̄}, (4)

式中: U ⊂ Rm是紧集, X ⊂ Rn是闭集,而且每个集
合均包含原点, 1̄表示元素为1的列向量,且维数与式
中矩阵相对应.

有界干扰wk, vk满足

wk ∈ Wk
∆= {wk ∈ Rn|‖wk‖∞ 6 ςw

k , ςw
k > 0}, (5)

vk ∈ Vk
∆= {vk ∈ Rp|‖vk‖∞ 6 ςv, ςv > 0}, (6)

其中Wk和Vk是包含原点的紧集.

假设干扰有界线性系统(1)–(2)对应的无干扰标称
模型定义为

x̄k+1 = Ax̄k + Būk, (7)

ȳk+1 = Cx̄k+1, (8)

其中: 标称状态变量x̄ ∈ Rn,标称控制输入ū ∈ Rm,
标称输出ȳ ∈ Rp.

模型预测控制器设计目标是针对干扰有界的离散

线性系统(1),在满足约束(3)–(4)的条件下,在每个采
样时刻进行在线优化,设计控制输入将系统状态驱动
到原点,并最小化性能指标:

J(x,u) =
N−1∑
i=0

{‖xk+i|k‖2
Q′ + ‖uk+i|k‖2

R′}, (9)

其中Q′和R′为正定加权矩阵.

3 基基基于于于Tube不不不变变变集集集的的的RMPC(Tube invariant
set based RMPC)
当系统过程噪声不确定界已知,且满足

wk ∈ W
∆= {wk ∈ Rn|‖wk‖∞ 6 ςw, ςw > 0}. (10)

对于系统(1),干扰有界不确定系统的Tube不变集
RMPC基本思路是利用状态反馈控制律构成闭环系统

xk+1 = AKxk + wk(AK = A + BK).

然后采用一定控制策略,使得实际不确定系统的轨迹
始终处于不含干扰的标称系统x̄k+1 = AK x̄k最优轨

迹为中心的干扰不变集状态序列

XT = {X1, X2, · · · , XN}
中(Xi = x̄i ⊕ Z, x̄i表示标称系统状态, Z表示干扰不

变集,也称为Tube不变集,即“管道”的宽度,“⊕”
表示Minkowski集和).为了使控制器具有良好的鲁棒
性,总是希望Z尽可能地小. 因此干扰不变集通常选
择最小鲁棒正不变集[6].

在给出Tube不变集RMPC具体的算法之前,首先
给出鲁棒正不变集与最小鲁棒不变集的定义[6]及两个

与干扰不变集有关的定理[1].

定定定义义义 1 集合Ω ⊂ Rn称为不确定系统xk+1 =
AKxk + wk的鲁棒正不变集,当且仅当对于所有x0 ∈
Ω和∀w ∈ W ,都有∀xk ∈ Ω.

定定定义义义 2 鲁棒正不变集Ω ⊂ Rn是系统xk+1 =
AKxk + wk的最小鲁棒不变集,当且仅当Ω ⊂ Rn是

所有闭鲁棒不变集的交集.

定定定理理理 1 假设Z是系统xk+1 = AKxk + wk的干

扰不变集. 实际不确定系统为干扰有界线性系统(1),
对应标称系统为式(7). 如果 k时刻实际系统状态

xk ∈ x̄k ⊕ Z,则采用控制输入uk = ūk + K(xk−x̄k)
可以保证对于任意wk ∈ W都有xk+1 ∈ x̄k+1 ⊕ Z.

定定定理理理 2 若Z是系统xk+1 = AKxk + wk的干扰

不变集. 实际干扰有界不确定系统为式(1),对应标称
系统为式(7),则实际系统的状态可行集XF和标称系

统的状态可行集X̄F之间,存在等式关系XF = X̄F

⊕ Z.

系统xk+1 = AKxk + wk的Tube不变集Z可采用

如下方法计算:

算算算法法法 1 干扰有界线性系统的Tube不变集.
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Step 1 给定近似误差允许值ε Â 0,令

k = 0, Zo = {0}, Ξ = {x ∈ Rn|‖x‖∞ 6 1}.
Step 2 计算

Zs =
s−1⊕
i=0

Ai
KW. (11)

Step 3 令s = s + 1,当且仅当∃s ∈ N+时使得

Zs+1 − Zs 6 εΞ ,计算结束;否则返回Step 2.

算算算法法法 2 干扰有界线性系统的Tube不变集RMPC.

基于标称系统设计模型预测控制器,定义性能指
标函数为

J(x̄, ū) =
N−1∑
i=0

{‖x̄k+i|k‖2
Q′ + ‖ūk+i|k‖2

R′}+

‖x̄k+N |k‖2
P ′ , (12)

其中: N表示预测步长, ‖x̄k+N‖2
P ′表示终端代价函数.

对于标称系统(7)的状态x̄k和控制输入ūk采用更加严

格的约束:

x̄k+i|k∈X̄ = X ∼ Z, i=0, 1, · · ·, N − 1, (13)

ūk+i|k∈ Ū = U ∼ KZ, i=0, 1, · · ·, N − 1, (14)

x̄k+N |k ∈ X̄f , (15)

其中: 集合X̄f表示终端约束集(这里选择状态反馈
Kf对应标称线性系统的最小鲁棒控制不变集);“∼”
表示Pontryagin集差.

定义在线优化过程P (x̄, ū):

J∗ = min
ū
{J |ū ∈ Ū , x̄ ∈ X̄}, (16)

ū∗ = arg min
ū
{J |ū ∈ Ū , x̄ ∈ X̄}. (17)

求解P (x̄, ū)即可得到最优控制输入序列

ū∗k = {ū∗0|k, ū∗1|k, · · · , ū∗N−1|k}
和状态序列

x̄∗k = {x̄∗0|k, x̄∗1|k, · · · , x̄∗N−1|k}.
对于满足x0 ∈ x̄0 ⊕ Z的系统初始状态,依据定

理1,在每个采样时刻在线优化P (x̄, ū),进而得到系
统(1)的Tube--RMPC控制律κN (·):

κN(k) = ū∗0|k + K(xk − x̄∗0|k), (18)

其中ū∗0|k表示优化序列ū∗k中的第一个元素.

当xk ∈ Xf ,取x̄k = 0, ūk = 0,设计系统控制输
入uk = Kfxk作用于实际系统.由文献[6]可知,鲁棒
正不变集Xf为最小干扰不变集,且具有性质(A +
BKf)Xf ⊕W ⊆ Xf ,因此保证了实际系统状态收敛
到原点为中心的最小鲁棒正不变集. 根据定理2,如果
本文事先确定了标称系统的初始状态可行集S̄,则可
以通过计算S̄与干扰不变集Z的Minkowski集和S来

确定实际系统的初始状态可行集(即S = S̄ ⊕ Z). 其
中初始可行集S̄与终端不变集Xf的算法见文献[7].

由以上最小鲁棒正不变集的算法与Tube不变集
RMPC算法可以看不出,当系统过程噪声设定边界与
真实噪声边界失配时将导致系统Tube不变集计算错
误,进而导致基于Tube不变集的RMPC算法发散.因
此,需要通过在线自适应机制获得过程噪声边界Wk.

4 基基基于于于MIT--ASMF的的的在在在线线线噪噪噪声声声边边边界界界估估估计计计(On
line disturbances boundaries estimation bas-
ed on MIT--ASMF)
本文借鉴文献[8]提出的基于MIT优化规则的

AESMF方法(MIT--AESMF),针对本文的线性系统略
去线性化环节,通过MIT优化规则,在线计算使一步
预测偏差包络椭球最小化的过程噪声包络椭球,在保
证滤波器健康指标满足有效条件下,获得过程噪声包
络椭球的在线更新率.

算算算法法法 3 MIT--ASMF.

设系统的初始状态估计椭球集为x0 ∈ E(x̂0, P0);
过程和观测噪声椭球集分别为wk ∈ Wk = E(0, Qk),
vk ∈ Vk = E(0, R)(E(a, P )表示椭球集合, a为椭球

集合的中心, P为描述椭球形状和方向的正定对称包

络矩阵);如得到k时刻式(1)–(2)所示系统状态xk ∈
E(x̂k, Pk),则k+1时刻ASMF滤波算法的迭代过程为

Step 1 使用线性SMF滤波的预测步骤来计算预
测状态及其椭球边界

x̂k+1|k = Ax̂k + Buk, (19)

βk =

√
tr(Qk)√

tr(CPkCT) +
√

tr(Qk)
, (20)

Pk+1|k = A
Pk

1− βk

AT +
Qk

βk

. (21)

Step 2 使用线性SMF滤波的更新步骤来更新预
测状态及其椭球边界

ρk+1 =
√

rm√
pm +

√
rm

, (22)

Wk+1 = C · Pk+1|k
(1− ρk+1)

· CT +
R

ρk+1

, (23)

Lk+1 =
Pk+1|k

1− ρk+1

CTW−1
k+1, (24)

x̂k+1 = x̂k+1|k + Lk+1(yk+1 − Cx̂k+1|k), (25)

P̄k+1 =
Pk+1|k

(1− ρk+1)
− Pk+1|k

(1− ρk+1)
·

CW−1
k+1C

T · Pk+1|k
(1− ρk+1)

, (26)

δk+1 = 1− (yk+1 − Cx̂k+1|k)T ·
W−1

k+1(yk+1 − Cx̂k+1|k), (27)

Pk+1 = δk+1 · P̄k+1, (28)

其中pm和rm分别为矩阵C ·Pk+1|k ·CT和R的最大奇

异值.
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Step 3 基于MIT规则的k + 1时刻过程噪声椭球
自适应更新.

If |(1− δk+1) · tr(Pk+1)| ≺ µ,

q̂i
k+1 = q̂i

k−∆Tηktr[(1− δk+1)
∂δk+1

∂qi
k

· P̄k+1 +

(1− δk+1)δk+1

∂P̄k+1

∂qi
k

]. (29a)

Else

q̂i
k+1 = q̂i

k, (29b)

Qk+1 = diag{q̂1
k+1, q̂

2
k+1, · · · , q̂n

k+1}. (30)

通过上述过程,便可估计出k + 1时刻系统状态及
其所在集合

xk+1 ∈ E(x̂k+1, Pk+1), (31)

并更新过程噪声包络椭球.

注注注 1 在不引起歧义前提下为方便书写与阅读,以上

递推过程中k + 1中1均表示采样时间间隔∆T .

5 基基基于于于Tube可可可达达达集集集的的的RMPC(Tube reachable
set based RMPC)
当k + 1时刻过程噪声边界更新后,若采用Tube干

扰不变集控制策略,需要在每个预测时域内在线计算
相应的Tube干扰不变集,同时在线求解优化过程
P (x̄, ū),其计算负担较大,不利于算法的在线实施.
为降低在线计算量,本文利用可达集代替不变集,提
出Tube可达集控制策略,通过迭代自适应集员滤波的
时间更新部分估计预测时域内闭环不确定系统状态

以椭球集合描述的可达集. 首先给出可达集定义[9].

定定定义义义 3 约束离散系统(1)满足输入约束(3)和状
态约束(4). 对于任意给定状态x(k) ∈ Ω,在容许控
制u(k) ∈ U与有界扰动w(k) ∈ W作用下,在下一时
刻系统状态的集合<(Ω)称为集合Ω的可达集,即

<(Ω) ∆=

{x(k + 1) ∈ X|∃u(k) ∈ U, ∃x(k) ∈ Ω,

∃w(k)∈W : x(k+1)=f(x(k), u(k))+w(k)}. (32)

与Tube干扰不变集控制策略相同, Tube可达集控
制策略同样是设计反馈控制律,保证实际系统的状态
轨迹处于以标称系统状态轨迹为中心的Tube可达集
序列中. 由于只能得到系统的状态估计值,故参考状
态反馈控制律形式,设计控制律为

ū∗0|k + K(x̂k − x̄∗0|k). (33)

令ee = x− x̂为状态估计误差,可知ee
k满足

ee
k ∈ E(0, Pk) = E(0, P e

k ). (34)

令ec = x̂− x̄为状态估计值与标称系统状态误差,当

采用控制律(33)时,可知ec满足

ec
k+1 = AKec

k + Lk+1(Cee
k + v). (35)

令wc = Lk+1(Cee
k + v),将式(35)写为

ec
k+1 = AKec

k + wc
k, (36)

其中wc
k ∈ W c

k = Lk+1CPk ⊕ Lk+1R.

定义e = x− x̄为实际系统状态与标称系统状态

误差,由ee与ec的定义可知实际不确定系统的状态与

标称系统状态之间满足关系:

x = x̄ + e = x̄ + (ec + ee). (37)

当已知 ec
k ∈ E(0, P c

k )时,可知 ek ∈ E(0, Σk) =
E(0, P e

k )⊕ E(0, P c
k ).

当采用控制律(33)时,可知e满足

ek+1 = Aek + BK(xk − x̄k − ee
k) + wk =

Aek + BKek + wk −BKee
k =

(A + BK)ek + w′
k =

AKek + w′
k, (38)

其中w′
k = wk −BKee

k ∈ W ′
k = E(0, Q̂k)为虚拟噪

声项.可按照最小迹准则来选取包含由状态估计误差
和过程噪声相加得到的虚拟噪声项w′

k的外定界椭球

集合[10].



W ′
k =E(0, Q̂k)⊇E(0, Qk)⊕E(0,−BKPk),

Q̂k =
−BKPk

1− β1

+
Qk

β1

, β1 ∈ (0, 1).

(39)

根据可达集定义,可知通过迭代自适应集员滤波
的时间更新部分可估计出预测时域内系统状态误差

方程(38)以椭球集合描述的可达集.

算算算法法法 4 基于ASMF的可达集序列估计.

Step 1 初始化

ek|k ∈ E(0, Σk), Q̂k. (40)

Step 2 计算状态可达集. 令l = k,

el+1|k = AKel|k, (41)

Σl+1|k =AK

Σl|k
1−β2

AT
K +

Q̂k

β2

, β2 ∈ (0, 1). (42)

Step 3 递推计算状态可达集序列.

令l = k + 1,当l = k + N − 2时计算结束;否则
返回Step 2.

通过递推计算,在预测时域N内,可得实际系统状
态与标称系统状态误差及其椭球包络矩阵:

<e
k:k+N−1 =

{E(ek|k, Σk|k), · · ·, E(ek+N−1|k, Σk+N−1|k)}. (43)

注注注 2 本节递推过程中k + 1中1表示∆T /N . 在下一采
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样时刻,首先根据式(36)求出ec
k+1的包络矩阵,并将ASMF量

测更新后的系统状态估计误差包络椭球和过程噪声包络椭球

更新值共同作为可达集计算的初始值,重复以上迭代过程.

如此反复,即可求得各预测时域内的状态误差可达集.

由实际系统状态与标称系统状态关系x = x̄ + e

及其误差可达集. 可知预测时域内实际不确定系统的
轨迹始终处于不含干扰的标称系统最优轨迹为中心

的状态Tube可达集序列(44)中.

<x
k:k+N−1 =

{E(x̄k|k, Σk|k), · · · , E(x̄k+N−1|k, Σk+N−1|k)}.
(44)

算算算法法法 5 干扰有界线性系统的Tube可达集RMPC

基于标称系统设计模型预测控制器,在满足约束
(46)–(48)的条件下,在每个采样时刻进行在线优化,
最小化性能指标(45),求出最优控制输入序列

ū∗k = {ū∗0|k, ū∗1|k, · · ·, ū∗N−1|k}
和最优状态序列

x̄∗k = {x̄∗0|k, x̄∗1|k, · · · , x̄∗N−1|k},
那么采用控制输入

uk = ū∗0|k + K(x̂k − x̄∗0|k),

可将干扰有界的离散线性系统(1)状态驱动到终端不
变集Xf中,同时满足原状态约束(3)与输入约束条
件(4).

J(x̄, ū) =
N−1∑
i=0

{‖x̄k+i|k‖2
Q′ + ‖ūk+i|k‖2

R′}+

‖x̄k+N |k‖2
P ′ , (45)

s.t. x̄k+i|k ∈ X̄ = X ∼ <x
i , i = 0, 1, · · · , N − 1,

(46)

ūk+i|k ∈ Ū = U ∼ K<x
i , i = 0, 1, · · · , N − 1,

(47)

x̄k+N ∈ Xf ∼ <x
N . (48)

由于算法中涉及集合的Pontryagin集差运算,为此
给出如下假设:

假假假设设设 1 这里假设状态约束X和输入约束U ,与
干扰对应的可达集<x

i ,满足X ∼ <x
i 6= ∅, U ∼ K<x

i

6= ∅ (∅表示空集).

6 具具具有有有自自自适适适应应应噪噪噪声声声边边边界界界的的的Tube可可可达达达集集集双双双模模模
RMPC(Tube reachable set based dual-mode
RMPC with adaptive disturbances bound-
aries)
当采用状态反馈Tube干扰不变集控制策略时,其

终端不变集Xf可取为最小鲁棒正不变集X̄f ⊕ Z. 当

xk ∈ Xf时,取x̄k = 0, ūk = 0,设计系统控制输入uk

= Kfxk作用于实际系统.可保证实际系统状态始终
处于以原点为中心的最小鲁棒正不变集Xf中. 而其初
始状态可行集则取为S = S̄ ⊕ Z. 当过程噪声边界未
知时无法求得闭环系统的最小鲁棒正不变集Z,因此
无法准确求出系统初始状态可行集与终端不变集. 为
了有效估计初始状态可行集与终端不变集,同时降低
在线计算量,本文综合控制不变集、可达集、在线优
化、在线参数估计、双模模型预测控制、增益调度等

思想,给出一种具有自适应噪声边界的Tube可达集双
模鲁棒预测控制算法.

算算算法法法 6 干扰有界线性系统的自适应噪声边界

Tube可达集双模RMPC.算法分为离线设计和在线优
化两部分组成:

1) 离线部分:

Step 1 根据经验手工选取系统过程噪声最大与

最小可能包络椭球集

wk ∈ Wmax = E(0, Qmax),

wk ∈ Wmin = E(0, Qmin);

并在Wmin和Wmax之间选择m− 2个可能包络椭球集.

Step 2 对于系统(1)–(2)采用在Step 1中选取的
m个过程噪声,依据文献[11]的椭圆集构造方法,分别
离线计算满足约束(3)–(4)的最大和最小椭圆不变集
Ξmax

i 与Ξmin
i (i = 1, · · ·,m)及对应的状态反馈控制

增益Kmax
i 和Kmin

i (i = 1, · · ·,m).

Step 3 分别计算状态反馈增益Kmax
i 和Kmin

i 对

应的多面体不变集Πmax
i 和Πmin

i .

Step 4 取初始状态允许集

S =
m⋃

i=1

Πmax
i ,

取扩展终端约束集Xf =
m⋃

i=1

Πmin
i (控制不变集的并集

仍为控制不变集[6]).

2) 在线部分:

Step 1 给定系统初始状态x0 ∈ E(x̂0, P
e
0 ) ⊂ S,

x̂o ∈ E(x̄0, P
c
0 ) ⊂ S与初始噪声边界估计值

w0 ∈ W0 = E(0, Q0), v ∈ V = E(0, R);

Step 2 利用算法3计算出k + 1时刻系统状态及
其所在集合并更新过程噪声包络椭球;

Step 3 利用算法4计算预测时域内实际不确定
系统状态轨迹的Tube可达集序列;

Step 4 根据当前时刻状态判断: 如果xk /∈ Xf ,
查找包含该状态的最大下标多面体不变集Πmax

i ,并
选择算法5中控制输入的状态反馈增益K = Kmax

i ,
并将其作用于系统;如果系统状态满足xk ∈ Xf ,则采
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用控制输入

uk = Kmin
j xk, j = max{i : xk ∈ Πmin

i }. (49)

Step 5 测量下一时刻系统状态,返回Step 2.

7 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation example)
为了检验控制算法6的有效性,以下面离散双积分

线性模型为例设计控制器. 不确定动态模型描述为

xk+1 =

[
1 1
0 1

]
xk +

[
0.5
1

]
uk + wk, (50)

yk+1 = [1 1]xk+1 + vk+1. (51)

系统状态约束和输入约束满足:

Ax = [0.1I − 0.1I]T,

Au = [1 − 1]T.

持续作用的过程噪声与观测噪声为

wk =sin(10k)[0.4 0.3]T,

vk =cos(20k)[0.4 0.2]T,

其椭球包络矩阵分别取为

Q0 = diag{0.2, 0.2},
R = diag{0.5, 0.3}.

性能指标函数中的加权矩阵为

Q′ = I2, R′ = 0.01, P ′ = 50I2.

仿真中取m = 5即选取5个系统过程噪声可能包络椭
球,并根据算法6离线部分计算系统初始状态允许集
和扩展终端约束集(如图1所示,不同颜色对应不同噪
声包络椭球计算结果).

取边界状态x0 = [9.36 0.48]T为初始状态. 由算
法6在线部分设计控制器作用于干扰有界的实际系统,
得到状态轨迹变化曲线如图1–2所示(黑色实线表示
实际系统轨迹,黄色虚线表示标称系统轨迹),图2曲
线是图1曲线的局部放大图. 状态变量时间响应曲线
如图3所示. 控制输入时间变化曲线如图4所示.

图 1 标准系统与实际系统的状态轨迹曲线

Fig. 1 The trajectories of nominal and real systems

图 2 标准系统与实际系统的状态轨迹曲线

Fig. 2 The trajectories of nominal and real systems

图 3 系统状态时间响应曲线

Fig. 3 The time response of system state

图 4 控制输入时间曲线图

Fig. 4 Time trajectories of control input

图1–2中红色椭球为各采样时刻根据ASMF量测
更新后的系统状态估计误差包络椭球和过程噪声包

络椭球更新值求得的可达集计算初始值,同时也是该
时刻系统真实状态与标称系统状态的误差包络椭球,
可以看出包络椭球的大小随过程噪声变化而变化. 以
其为初值通过递推得到的可达集序列如图5–6所示.

图1–6表明,即使存在过程噪声设定边界与真实噪
声边界失配,由于具有在线噪声边界自适应机制,
ASMF可以在线调整过程噪声包络椭球,进而根据在
线获取的真实过程噪声边界,通过迭代ASMF时间更
新部分递推系统可达集并采用Tube可达集RMPC控
制策略,使实际系统状态轨迹可以始终处于以标称系
统状态为中心的可达集内,并且最终收敛于终端鲁棒
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干扰不变集Xf . 同时满足控制输入约束条件,如图4
所示. 另外标称系统稳定后,标准控制输入为0,而实
际系统中仍存在控制输入以保证实际系统状态处于

终端干扰不变集内部.

图 5 Tube可达集k = 1 : 5

Fig. 5 The reachable tube of trajectories in k = 1 : 5

图 6 Tube可达集k = 6 : 11

Fig. 6 The reachable tube of trajectories in k = 6 : 11

为进一步对比说明控制器的控制效果和控制鲁棒

性,在本文仿真条件下,对采用状态反馈Tube不变集
RMPC时的控制效果进行了仿真,得到状态轨迹变化
曲线如图7所示;状态变量时间响应曲线如图8所示;
控制输入时间变化曲线如图9所示. 从图7–9可以看
出,与使用具有自适应噪声边界的Tube可达集RMPC
相比,当存在过程噪声设定边界与真实噪声边界失配

情况下,仅采用状态反馈Tube不变集RMPC方法无法
将系统状态驱动到终端不变集中,而且当失配增大到
一定程度时,还可能导致状态轨线发散.

图 7 基于Tube不变集RMPC的状态轨迹曲线

Fig. 7 Trajectories for Tube-invariant set based RMPC

图 8 基于Tube不变集RMPC的系统状态时间响应
Fig. 8 The time response of system state for Tube-invariant

set based RMPC

图 9 基于Tube不变集RMPC的控制输入曲线

Fig. 9 Control inputs for Tube-invariant set based RMPC

8 结结结论论论(Conclusions)
针对存在过程噪声设定边界与真实噪声边界失配

时的有界干扰离散线性不确定系统,采用ASMF在线
估计系统噪声边界及实际不确定系统轨迹以标称系

统最优轨迹为中心的状态Tube可达集序列,给出了具
有自适应噪声边界的Tube可达集鲁棒模型预测控制
算法. 此方法提供了一种在被控对象过程噪声边界不
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能精确得到的场合使用Tube-RMPC的控制策略,增大
了Tube-RMPC控制策略的应用范围,为此类不确定对
象的控制提供了新的思路.
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