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摘要:利用随机过程相关理论对加性噪声环境下精英策略克隆选择算法(ECSA)的全局收敛性进行了研究.首先
采用有序对的状态表示方法构造精英克隆选择算法在噪声环境中的Markov链;然后将算法种群中最佳亲和度函数
的进化过程转化为下鞅,利用鞅理论证明了种群最佳亲和度函数的全局收敛性;最后通过分析加性噪声环境下精
英克隆选择算法的状态转移概率的特性,证明了精英克隆选择算法在加性噪声环境下最终能以概率1收敛到全局
最优解.
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Convergence analysis of elitist clonal selection algorithm in
noisy environment
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Abstract: The global convergence of elitist clonal selection algorithm (ECSA) in additive noisy environment is studied
by using stochastic process. The Markov chain that models ECSA in noisy environment is constructed by a new state
representation method named ordered pair. The evolutionary sequence best fitness functions is described as a submartingale,
and the global convergence of the best fitness functions is derived based on martingale theory. The transition probability
characteristics of the clonal selection algorithm in additive noisy environment are analyzed; by this property we conclude
that ECSA is eventually globally convergent with probability 1 in additive noisy environment.
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1 引引引言言言(Introduction)
克隆选择算法作为一种受生物免疫学中克隆选择

机制启发而建立的用于解决各种复杂问题的一类人

工免疫算法,已经在组合优化、机器人控制、网络入侵
检测和故障诊断等许多领域中已得到了广泛应用,目
前已成为继人工神经网络、模糊系统和进化计算后又

一新的智能计算方向[1–2]. 近年来克隆选择算法的研
究主要还是集中在算法的工程应用和改进方面,在算
法发展和成熟的另一关键方面—–算法数学基础理论
方面,研究成果还较为少见.因此,克隆选择算法相关
的基础理论研究远落后于算法的应用发展,这种一般
数学理论的缺失正限制着克隆选择算法的进一步推

广、发展和应用[3]. 收敛性是克隆选择算法理论研究
中的一个基本核心问题,决定着算法的可行性,是评
价算法的一个重要指标.一种新的算法能否有效地解
决一类问题,首先必须从算法收敛性上进行分析,如

果算法不能收敛或不能在可以接受的计算时间内收

敛,这个算法是没有实用价值的[4–5].

虽然近年来有关克隆选择算法的渐近行为分析

受到越来越多研究者的注意, Villalobos-Arias,
Vincenzo Cutello, Mohammed Abo-Zahhad等人采用
不同的方法对特定条件下各种不同实现的克隆选择

算法的收敛性做了一定研究,并取得了部分的收敛性
理论成果,为克隆选择算法的理论研究做出了很大的
贡献[6–9],但这些成果都是在非噪声环境下取得的,没
有考虑到噪声的存在. 而且,这些不同实现的克隆选
择算法都有一个共同的特点,算法中都采用了精英保
持策略,可以将它们归于精英克隆选择算法这一大类.
在实际问题求解过程中,由于环境的复杂性而造成许
多不确定的因素,如设备本身问题、训练样本的误
差、人为因素等都可导致问题处于噪声的求解环境下,
由于噪声的存在,个体亲和度函数值中包括了随机噪
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声部分,并不是个体亲和度值真实的反映,即最佳亲
和度函数值对应的个体并不一定是最优解,从而影响
算法问题求解的有效性和精确性. 所以,研究噪声环
境下的克隆选择算法的全局收敛性有着重要的理论

意义和实际应用价值.

本文利用随机过程相关理论针对加性噪声环境

下一类精英保持策略克隆选择算法(elitist clonal
selection algorithm, ECSA)的全局收敛性进行了研
究(本文仅讨论加性噪声). 不同于传统的非噪声环境
下研究方法,首先采用一种新的状态表示方法构造精
英克隆选择算法在噪声环境中的Markov链;然后再利
用下鞅的收敛理论证明算法种群中最佳亲和度函数

的全局收敛性;最后通过分析噪声环境下精英克隆选
择算法的状态转移矩阵的特性,证明了该类算法在噪
声环境下最终能以概率1收敛到全局最优解.

2 精精精英英英保保保持持持策策策略略略克克克隆隆隆选选选择择择算算算法法法(Elitist
strategy clonal selection algorithm)
自从Bernet于1959年提出克隆选择学说后,免疫

学产生了飞跃性的发展,克隆选择理论已经成为免疫
学界普遍接受的基本理论,近几十年的科学发现和实
际应用充分证实了该理论的正确性. 其中De Castro于
2001年提出的CLONALG算法是近年来最具代表性
的一种克隆选择算法[10],该算法已在优化控制、数据
处理、入侵检测和故障诊断等许多领域中已得到了广

泛应用. 尽管该算法存在着对特定的问题优化效果不
理想的现象,但它的出现标志着从免疫系统自身机理
出发开发人工免疫算法解决优化问题的开始. 算法的
基本思想是将待求目标函数视为抗原,用抗体表示函
数优化解的可能模式,那么抗体和抗原的亲和度就对
应着可行解的函数值.只有那些识别抗原的抗体才分
裂扩增,相对那些不能识别抗原的抗体而被选择,被
选择的抗体受制于亲和度成熟过程. 克隆选择算法本
身所具备的这些特性,决定了算法对于各种优化问题
的求解有着巨大的潜力,可以预见克隆选择算法将会
在优化领域中得到更为广泛的应用. 之后研究人员从
不同的角度借鉴克隆选择机理,相继提出了不同的克
隆选择算法,而大部分算法都是基于精英保持策略改
进而来的[11–14]. 为了说明问题方便,本文给出这一类
精英保持策略克隆选择算法的基本步骤.

Step 1 t = 0,随机生成一个初始抗体集合
~X(0) = {X1(0), X2(0), · · · , XN(0)},抗体采用长度
为L的二进制编码,抗体个数为N ;

Step 2 计算抗体集 ~X(t)中所有抗体的亲和度
f(Xi(t));

Step 3 在 ~X(t)中选择亲和度最高的抗体X∗(t),
直接进入下一代;

Step 4 对 ~X(t)剩余的N − 1个抗体进行克隆操

作TC、变异TM操作产生新的抗体集 ~X(t + 1);

Step 5 免疫更新操作TR. 随即产生d个新抗体,
替代 ~X(t + 1)中d个亲和度最低的个体;

Step 6 t = t + 1 ,重复执行Step 2–6,直到满足
结束条件为止.

精英克隆选择算法的基本流程如图1所示.

图 1 ECSA流程框图

Fig. 1 The flow chart of ECSA

3 加加加性性性噪噪噪声声声环环环境境境下下下ECSA的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析
(Convergence analysis of ECSA under addi-
tive noise environments)

3.1 Markov链链链构构构成成成(Framework of Markov chain)

运用Markov链理论来分析ECSA这一类算法在噪
声环境下的全局收敛性,首先要构造算法的在噪声环
境中的Markov链,非噪声环境下传统的Markov链的
状态空间S仅由所有的抗体组成,不足以刻画噪声环
境中算法的搜索过程. 因为当算法处于噪声环境下时,
其抗体亲和度函数值中包含随机噪声,可用下式来表
示:

F (Xi) = f(Xi) + δi(Pi), 1 6 i 6 N, (1)

其中: F (Xi)为噪声干扰后抗体Xi的亲和度值,
δi(Pi)为以概率Pi加在抗体Xi上的随机噪声值,为研
究方便,假设δi(Pi)满足独立同分布且为有限值.算法
搜索过程中由于亲和度高而被保留下来的个体,不一
定是真正全局最优解. 通过对算法流程的分析,算法
的进化过程不但取决于抗体本身,还取决于式(1)中定
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义的随机噪声值.我们采用一种既包括抗体,又包括
随机噪声值有序对的方法,来构造噪声环境下ECSA
的Markov链,并记为{Zk} . 该有序对定义如下所示:

(Xi, δi(pi)), 1 6 i 6 N. (2)

采用这种有序对的方法,抗体群中N个有序对组

成了Markov链{Zk}的一个状态. 用Γ表示Markov链
{Zk}的状态空间,本文将在该噪声环境的状态空
间Γ里讨论ECSA算法的全局收敛性.

3.2 最最最佳佳佳亲亲亲和和和度度度函函函数数数收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence
analysis of best affinity functions)

尽管有不少作者研究了有关克隆选择算法的收敛

性,但大多都是在一些特殊情况下利用Markov链的状
态转移的遍历性等一些性质进行收敛性研究,这些算
法的收敛性结果基本上均属于依概率收敛,它们属于
弱大数律范畴,本文运用下鞅理论对噪声环境
下ECSA算法种群最佳亲和度函数的Markov链进行
几乎处处强收敛性分析.

首先给出ECSA算法在噪声环境下最佳亲和度函
数几乎处处强收敛和下鞅的定义.

定定定义义义 1[15] 设噪声环境下亲和度全局最优抗体解

集

M∗ = {X∗;∀Xi ∈ S, F (X∗) > F (Xi)};
F ∗( ~X(t))为抗体集 ~X(t)中最佳亲和度函数值,记
X∗

i (t)为F ∗( ~X(t))对应的抗体,如

P{ lim
t→∞

[X∗
i (t) ⊂ M∗]} = 1,

则称噪声环境下ECSA算法亲和度函数序列
{F ∗( ~X(t)), t > 0}几乎处处强收敛.

定定定义义义 2[16] 设{X(t), t > 0}为在概率空间ξ(t)
上的随机序列, (Ω, ξ, P )为ξ中的递增σ域流,若满足
下列条件:

1) {X(t)}适应于ξ(t);

2) E[|X(t)|] < +∞, ∀t;
3) E[X(t + 1)|ξ(t)] > X(t), ∀t,

则称序列{X(t)}关于ξ(t)为下鞅.

依据上述定义,几乎处处强收敛性明显强于依概
率强收敛性. 由于ECSA算法采用了精英保持策略,可
以看到,算法针对目标抗原生成的一系列抗体种群
{ ~X(t), t > 0},它带有概率分布趋向于具有最佳亲和
度的抗体.如果新种群的最佳亲和度函数关于当前种
群的条件期望不低于当前种群的最佳亲和度函数,本
文就可把最佳亲和度函数F ∗( ~X(t))转变为一个下鞅
来考察其收敛性,因为下鞅的极限几乎处处存在且是
有界的.

很明显, ECSA算法保证了下一代种群的最佳亲和
度不会小于当前代种群最佳亲和度,即有

F ∗( ~X(t + 1)) > F ∗( ~X(t)).

本文有如下定理:

定定定理理理 1 设ECSA算法得到的种群序列{ ~X(t),
t > 0},

ξ(t) = ξ( ~X(0), ~X(1), · · · , ~X(t))

为 ~X(0), ~X(1), · · · , ~X(t)可测的最小σ代数,则
{F ∗( ~X(t))}关于ξ(t)为下鞅,即有

E[F ∗( ~X(t + 1))|ξ(t)] > F ∗( ~X(t)), t > 0.

定定定理理理 2 在定理1条件下,记T为ECSA算法的算
子,

r∗t = min
~X,~Y

Pt
T{ ~X, ~Y }

为ECSA算法从状态 ~X进化到状态~Y的最小概率,

当
∞∑

t=1

r∗t = ∞时,有

P{ lim
t→∞

[X∗
i (t) ⊂ M∗]} = 1.

证证证 令

Υt ={ ~X(t) ∩M∗ = ∅} =

{F ∗( ~X(t)) 6= F (X∗)},
假设~Ym满足{~Ym ∩M∗ 6= ∅} .

记ϑ = min{|F (Xi)− F (Yj)|, i 6= j},则有

F ∗(~Ym)− F ∗( ~X) > ϑ.

于是,由全数学期望性质有

E(F ∗( ~X(t + 1)))− E(F ∗( ~X(t))) =

E(E(F ∗( ~X(t + 1))| ~X(t)))− E(F ∗( ~X(t))) =
∑
~X

{P{ ~X(t) = ~X}×

(E(F ∗( ~X(t + 1))| ~X(t) = ~X)− F ∗( ~X))} =
∑
~X

{P{ ~X(t) = ~X}∑
~Y

Pt
T{ ~X, ~Y }×

(F ∗(~Y )− F ∗( ~X))} >
∑

~X∩M∗=∅
{P{ ~X(t) = ~X}Pt

T{ ~X, ~Ym}×

(F ∗(~Ym)− F ∗( ~X))} > ϑP(Υt)r∗t .

对上面不等式求和,有

F (X∗) >E(F ∗( ~X(t + 1)))− E(F ∗( ~X(1))) >

ϑ
t∑

k=1

P(Υk)r∗k.

令t →∞,有
∞∑

t=1

P(Υt)r∗t <∞. 由于
∞∑

t=1

r∗t =∞,于是

必有当t →∞时, P(Υt) → 0,即

lim
t→∞

(X∗
i (t)) = F (X∗).

即有P{ lim
t→∞

[X∗
i (t) ⊂ M∗]} = 1. 证毕.
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说明在噪声环境下ECSA算法当t →∞时,种群
中具有最佳亲和度函数的抗体可以收敛到亲和度全

局最优抗体解集M∗.

3.3 ECSA全全全局局局收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Global convergence
analysis of ECSA)

由于最佳亲和度函数值里包括了随机噪声值部分,
即使ECSA算法种群的具有最佳亲和度的抗体收敛到
了M∗,但是该抗体并不一定是全局最优解,本文需要
进一步对ECSA算法在噪声环境下Markov链状态空
间Γ中分析算法种群的状态转移概率矩阵特性,从而
对ECSA算法的收敛性进行分析.本文给出如下定理:

定定定理理理 3 Zk为噪声环境下ECSA算法的Markov
链,其状态空间为Γ ; Ψ和Ψ ′为状态空间Γ的两个状态,
Yi
∗(Ψ)和Yi

∗(Ψ ′)分别为状态Ψ和Ψ ′中亲和度函数值

最佳的抗体.即有Markov链{Zk}的一步状态转移概
率为

P{Zk+1 = Ψ ′/Zk = Ψ} =



(N − 1)
N∏

i=1

Pi × (N − 1)
2L∏
i=1

P{Yi, Ψ},

Y ∗
i (Ψ ′) > Yi ∗ (Ψ),

0, Y ∗
i (Ψ ′) < Yi ∗ (Ψ),

其中P{Yi, Y }为抗体Yi从状态Ψ中生成的概率,这取
决于算法具体算子的设计,是可以精确计算的.

不失一般性,将N个随机噪声值δi(Pi),按大小进
行排列,记δ1(P1) > δ2(P2) > · · · > δN(PN);定义
S∗ = {Xi;∀Xj ∈ S, f(Xi) > f(Xj)}为抗体全局最
优解集. 以下定理能保证噪声环境下的ECSA算法最
终能以概率1收敛到至少一个全局最优解.

定定定理理理 4 当k →∞时,噪声环境下ECSA算法的
Markov链{Zk}中仅包含一个正常返类,且该类中的
每一个状态至少包括一个有序对(Xi, δ1(P1)),其中
Xi ∈ S∗.

由前面的假设,状态空间Γ是有限的, ECSA算法
采取精英保持策略,同时由定理3给出的噪声环境下
Markov链{Zk}状态转移概率的特性,众所周知, k →
∞时, Markov链{Zk}最终以概率1趋于一个正常返
类,即该类中的状态都是常返状态,且状态的平均返
回时间µ < ∞. 因此,该类中的每一个状态至少包括
一个全局最优解和随机噪声的有序对,使其亲和度函
数F (Xi)最大.该定理说明了噪声环境下ECSA算法
最终能以概率1到达一个全局最优解集,并且至少有
一个全局最优解的亲和度函数是最大的,即该有序对
为(Xi, δ1(P1)), Xi ∈ S∗,否则算法在搜索终止前不
会将此解做为全局最优解的. 所以,噪声环境下ECSA

算法以概率1最终收敛到至少1个全局最优解.

4 结结结论论论(Conclusions)
噪声环境下克隆选择算法的收敛性研究是个难问

题.本文利用随机过程相关知识对加性噪声环境下一
大类精英保持策略克隆选择算法的全局收敛性进行

了研究.通过采用抗体和随机噪声有序对的方式构造
了噪声环境下算法的Markov链,再运用下鞅理论和该
Markov链的状态转移概率的特性证明了这一类算法
以概率1最终收敛到至少1个全局最优解. 该研究具有
一定理论的意义和应用价值.值得注意的是,本文研
究的结论是一定假设的前提下得到的,还不具备普遍
性,虽然这些假设在实际应用中是可行的. 未来的工
作将研究不同的噪声环境下,如乘性噪声环境下克隆
选择算法的收敛性,以及对算法的收敛速度进行研究,
以便更好地了解噪声环境下克隆选择算法的优化机

理.
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