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摘要:针对一类同时具有未知输入和输出可测噪声的Lipschitz非线性系统,讨论了状态估计、未知输入与可测噪声重
构的问题．首先,基于广义系统和线性矩阵不等式的方法设计滑模未知输入观测器,不仅对原系统状态进行渐近估计,
而且实现了对系统输出可测噪声的重构;其次,考虑一种鲁棒滑模微分器,实现了广义系统输出向量微分的精确估计,
并在此基础上,提出了一种未知信息重构方法,该方法具有避免直接使用系统输出微分信息的优点. 最后,对火车牵引
拖动系统模型仿真,结果表明该方法不但能够实现对系统状态的估计,而且可以有效重构未知信息.
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Linear-matrix-inequality observer design of nonlinear systems with
unknown input and measurement noise reconstruction

YANG Jun-qi1,2, ZHU Fang-lai1†
(1. College of Electronic and Information Engineering, Tongji University, Shanghai 201804, China;

2. College of Electrical Engineering and Automation, Henan Polytechnic University, Jiaozuo Henan 454000, China)

Abstract: We investigate the unknown-input observer design for a class of nonlinear systems with both unknown inputs
and measurement noise. First, based on the techniques of linear matrix inequality and generalized systems, the original
nonlinear system is transformed into an augmented generalized system, and a robust sliding-mode observer which can
estimate both the states and measurement noise vector of the original system is developed. Second, a robust sliding- mode
differentiator is considered to exactly estimate the derivative of the output vector of the augmented generalized system, and
a kind of unknown information reconstruction method which can be used to estimated unknown inputs of original system
is proposed. The proposed method avoids using the derivative information of system output. Finally, a train system model
is used to illustrate the effectiveness of the proposed methods which not only estimates the states of the original system, but
also reconstructs the unknown input and measurement noise.
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1 引引引言言言(Introduction)
在现代控制理论中,对具有未知输入的线性或非

线性系统观测器设计可追溯到20世纪70年代,各种各
样的未知输入观测器(unknown input observer, UIO)
设计方法已经被提出[1–13]. 针对一类具有未知输入的
线性系统,在不考虑未知输入重构的情况下,文献[10]
通过设计全维观测器达到了对系统状态向量的重构;
Bejarano和Pisanoa针对具有未知输入的切换线性系
统,设计切换观测器实现了切换系统的状态估计[12];
文献[13]针对一类非线性自治切换系统,设计高阶滑
模观测器实现了状态估计和未知信息重构. 此外,对

同时具有未知输入和可测噪声的线性或非线性系统

的UIO设计将更具有挑战性和工程实用性,近来已经
引起广泛关注[14–18]. 其中,文献[14]在观测器匹配条
件不满足的情况下通过设计降维观测器实现了状态

估计和未知信息重构; Lee等通过坐标变换,并设计滑
模描述系统观测器实现了对不确定非线性系统的状

态估计,并利用等价注入的方法实现对扰动信息的重
构[16]. 文献[17]通过设计鲁棒滑模观测器，并利用多
观测器思想实现了故障检测和隔离. 文献[18]通过状
态和输出变换设计观测器达到对状态和未知信息的

估计目的，但未知输入的估计直接用到了系统输出
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的微分信息.

本文采用不同于上述文献的可测噪声处理方法和

观测器设计方法,发展了文献[14]的结果到非线性系
统,并给出一种不同于文献[16]的未知信息重构方法.
所提出的未知输入重构方法不但可以实现对具有未

知输入和可测噪声的非线性系统状态估计,而且实现
了对未知输入和可测噪声信息的重构.

2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑具有可测噪声和未知输入的非线性系统:{

ẋ = Ax + Bu + f(x, t) + Dη,

y = Cx + Fd,
(1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rm和y ∈ Rp分别为系统的状态、

控制输入和可测输出向量; η ∈ Rk和d ∈ Rh分别为系

统的未知输入和可测噪声向量; f(x, t) : Rn × R+ →
Rn为非线性函数. 矩阵A, B, C, D和F是常量矩阵,
且rankD=k, rankC =p, rankF =h和p>k+h.

假假假设设设 1 系统(1)的所有不变零点在左半开复平
面内,即对所有满足Re(s) > 0的复数s,式(2)成立.

rank

[
sIn −A 0 D

C F 0

]
= n + k + h. (2)

假假假设设设 2 状态向量x、可测噪声d和未知输入η及

其微分是范数有界的. 特别地,存在正数γ使得‖η‖
< γ.

假假假设设设 3 非线性项f(x, t)满足Lipschitz条件,即

‖f(x, t)−f(x̂, t)‖6Lf‖x−x̂‖, ∀x, x̂ ∈ Rn, (3)

式中Lf > 0为Lipschitz常数.

引入增广向量x̄ = [xT dT ]T,那么系统(1)可以改
写如下广义系统:{

E ˙̄x = Āx̄ + Bu + f(Ex̄, t) + Dη,

y = C̄x̄,
(4)

其中矩阵Ā=[A 0n×h], C̄ =[C F ]和E =[In 0n×h].
令矩阵

W =

[
E

C̄

]
=

[
In 0n×h

C F

]
.

由于rankF = h,矩阵F为列满秩矩阵,所以rankW

= n + h,即W为列满秩矩阵. 因此存在矩阵T ∈
R(n+h)×n, M ∈ R(n+h)×p,使得矩阵方程

[T M ]W = In+h (5)

具有通解[T M ] = W+ − Z(In+p −WW+),其中
W+是矩阵W 的广义逆矩阵,可由如下方程给出:

W+ = ∆WT = ∆[ET C̄T ],

其中: 矩阵∆ = (ETE + C̄TC̄)−1, Z是具有相应维

的任意矩阵. 由于矩阵W为列满秩矩阵,故式(5)的一

个解为[T M ] = (WTW )−1WT,所以

[T M ] = (WTW )−1

[
In CT

0h×n FT

]
,

即方程(5)的一个特解为

T =
(
WTW

)−1

[
In

0h×n

]
, M =

(
WTW

)−1

[
CT

FT

]
.

引引引理理理 1 系统{TĀ, C̄, TD}是最小相位的,即其
所有的不变零点都在左半开复平面内,或对于所有满
足Re(s) > 0的复数s,

rank

[
sIn+h − TĀ TD

C̄ 0

]
= n + h + k (6)

成立当且仅当对于所有满足Re(s) > 0的复数s,式(2)
成立.

证证证 令

Φ1 =

[
(WTW )−1 0

0 Ip

]
, Φ2 =




In 0 −sCT

0 Ih −sFT

0 0 Ip


 ,

Π =

[
sIn + sCTC −A sCTF

sFTC sFTF

]
,

那么对于所有满足Re(s) > 0的复数s,由于

rank

(
sIn+h − TĀ TD

C̄ 0

)
=

rank


Φ1


sWTW −

[
Ā

0h×n

] [
D

0h×n

]

C̄ 0





 =

rank


s (WTW )−

[
Ā

0h×n

] [
D

0h×n

]

C̄ 0


 ,

sWTW = s

[
In 0n×h

C F

]T [
In 0n×h

C F

]
=

s

[
In + CTC CTF

FTC FTF

]
,

所以

rank

[
sIn+h − TĀ TD

C̄ 0

]
=

rank




[
sIn+sCTC−A sCTF

sFTC sFTF

] [
D

0h×n

]

[C F ] 0


 =

rank


Φ2


 Π

[
D

0h×n

]

[C F ] 0





 =
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rank




[
sIn −A 0

0 0

] [
D

0h×n

]

[C F ] 0


 =

rank

[
sIn −A 0 D

C F 0

]
.

可以推断,对于所有满足Re(s) > 0的复数s,秩条件
(6)成立当且仅当式(2)对于所有满足Re(s) > 0的复
数s成立. 证毕.

假假假设设设 4 系统{TĀ, C̄, TD}满足下述秩条件:

rank(C̄TD) = rank(TD). (7)

在秩条件(6)–(7)同时成立的情况下,对于给定的
对称正定矩阵Q ∈ R(n+h)×(n+h),存在L ∈ R(n+h)×p,
U ∈ Rk×p和对称正定矩阵P ∈ R(n+h)×(n+h)使得下

述矩阵方程成立:{
(TĀ− LC̄)TP + P (TĀ− LC̄) = −Q,

(TD)TP = UC̄.
(8)

文献[1]利用MATLAB中的LMI工具箱通过求解
最小化问题给出了矩阵方程(8)的具体方法,即



min δ,

P > I,

P (TĀ) + ΓC̄ + (P (TĀ) + ΓC̄)T < 0,[
δI (TD)TP − UC̄

((TD)TP − UC̄)
T

δI

]
> 0,

(9)

其中L = −P−1Γ .

引引引理理理 2[19] 对任意的具有合适维数的向量X和

Y ,下述不等式对于任意正实数µ > 0成立:

XTY + Y TX 6 µXTX +
1
µ

Y TY.

引引引理理理 3[20] (Schur补引理.) 对给定的对称矩阵

S =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
,

其中: S11 ∈ Rr×r, ST
11 = S11, ST

22 = S22,那么以下3
个条件是等价的:

1) S < 0;

2) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0;

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 ST

12 < 0.

3 鲁鲁鲁棒棒棒滑滑滑模模模观观观测测测器器器设设设计计计(Design of robust sli-
ding mode observer)
对于广义系统(4),考虑如下鲁棒滑模观测器:{
ż = Nz+L1y+L2u+L3f(E ˆ̄x, t)+α(y, ˆ̄x, t),
ˆ̄x = z + My,

(10)

其中:

α(y, ˆ̄x, t) = β
(TD)U(y − C̄ ˆ̄x)
‖U(y − C̄ ˆ̄x)‖ ,

N = TĀ− LC̄, L1 = L + NM,

L2 = TB, L3 = T,

其中参数β是一个满足β > γ的充分大正常量.

注注注 1 为了消除滑模控制项产生奇异现象,通常
采用下式计算滑模控制项[21–23]:

α(y, ˆ̄x, t) =



β
(TD)U(y − C̄ ˆ̄x)
‖U(y − C̄ ˆ̄x)‖ , ‖U(y − C̄ ˆ̄x)‖ > ε,

0, ‖U(y − C̄ ˆ̄x)‖ < ε,

(11)

其中ε > 0是人为设定的一个充分小的正数,这使得
通过鲁棒滑模观测器而得到的状态估计误差具有充

分小的误差界.

定定定理理理 1 对于满足式(9)的矩阵L和正定对称矩

阵P ,如果矩阵不等式


(TĀ−LC̄)TP +P (TĀ−LC̄) PT ET

(PT )T −µI 0

E 0 − 1
µL2

f

I


<0

(12)

具有可行解,那么鲁棒滑模观测器(10)能够渐近估计
广义系统(4)的状态,其中µ > 0是正实数.

证证证 假设观测器误差为e = x̄− ˆ̄x,那么系统(4)和
系统(10)之间误差动态方程为

ė = ˙̄x− ż −MC̄ ˙̄x = (I −MC̄) ˙̄x− ż. (13)

由式(5)可得TE + MC̄ = In+p,所以式(17)等价于为

ė = ˙̄x− ˙̄̂x = ˙̄x− ż −MC̄ ˙̄x =

(I −MC̄) ˙̄x− ż =

TĀx̄ + TBu + Tf(Ex̄, t) + TDη −Nz −
L1y − L2u− L3f(E ˆ̄x, t)− α =

TĀx̄−N(ˆ̄x−MC̄x̄)− L1C̄x̄ + (TB − L2)u +

Tf(Ex̄, t) + TDη − L3f(E ˆ̄x, t)− α =

Ne + (TĀ−N + NMC̄ − L1C̄)x̄ + TDη +

(TB − L2)u + Tf(Ex̄, t)− L3f(E ˆ̄x, t)− α,

其中α = α(y, ˆ̄x, t). 根据式(12)–(15)可以得到

ė = Ne + T f̃ + TDη − α, (14)

其中f̃ = f(Ex̄, t)− f(E ˆ̄x, t).

考虑Lyapunov函数V = eTPe,那么V沿着误差

方程(18)的微分为

V̇ = eT((TĀ− LC̄)TP + P (TĀ− LC̄))e+
f̃TTTPe + eTPT f̃ + 2eTPTDη − 2eTPα.
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根据式(8)(11)可得

2eTPTDη 6 2|eT(UC̄)Tη| = 2|(UC̄e)Tη| 6
2‖η‖‖UC̄e‖ 6 2γ‖UC̄e‖, (15)

2eTPα = 2β
eTP (TD)U(y − C̄ ˆ̄x)

‖U(y − C̄ ˆ̄x)‖ = 2β‖UC̄e‖.
(16)

又根据式(3)可以推得

‖f̃‖ = ‖f(Ex̄, t)− f(E ˆ̄x, t)‖ 6 Lf‖E(x̄− ˆ̄x)‖,
那么,基于引理2和f̃Tf̃ 6 L2

f e
TETEe,可以得到

f̃TTTPe + eTPT f̃ 6
1
µ

eTPT (PT )Te + µf̃Tf̃ 6

1
µ

eTPT (PT )Te + µL2
f e

TETEe. (17)

将式(19)–(21)代入V̇的表达式可得

V̇ 6 eT[(TĀ− LC̄)TP + P (TĀ− LC̄) +
1
µ

PT (PT )T + µL2
f E

TE]e.

对式(16)利用Schur补引理(引理3),可以得到

(TĀ− LC̄)TP + P (TĀ− LC̄) +
1
µ

PT (PT )T + µL2
f E

TE < 0,

故V̇ < 0. 根据Lyapunov稳定性理论,可知观测器误
差系统(18)是渐近稳定的.

结合式(9)(16),并根据Schur补引理可直接得到如
下定理:

定定定理理理 2 假设对于正定对称矩阵P、矩阵U , Γ

和正实数µ > 0,使得下述线性矩阵不等式组的最小
化问题




min δ,

P > I,


Σ PT ET

(PT )T −µI 0

E 0 − 1
µL2

f

I


 < 0,

[
δI (TD)TP−UC̄

((TD)TP−UC̄)
T

δI

]
> 0

(18)

具有可行解,那么鲁棒滑模观测器系统(10)能够渐近
估计广义系统(4)的状态. 其中

Σ = P (TĀ) + ΓC̄ + (P (TĀ) + ΓC̄)T,

观测器增益矩阵L = −P−1Γ .

在基于鲁棒滑模观测器(10)得到广义系统(4)的状
态估计ˆ̄x之后,由于增广向量x̄ = (xT, dT)T,容易得

到原系统状态x和可测噪声d的估计分别为

x̂ = [In 0n×h ]ˆ̄x, (19)

d̂ = [0h×n Ih ]ˆ̄x. (20)

4 未未未知知知输输输入入入重重重构构构(Reconstruction of unknown
inputs)
在原系统中,未知信息包含了状态方程中的未知

输入向量η和输出通道的可测噪声d. 在基于上述方法
得到d的估计之后,下面将首先通过一阶鲁棒微分器
对广义系统输出的微分进行估计,然后基于输出微分
和状态的估计信息,给出了一种未知输入η的重构方

法.

对输出向量的微分进行如下表示:

y = C̄x̄ = (y1, y2, · · · , yp)T,

其中: yi = C̄ix̄ (i = 1, 2, · · · , p),向量C̄i为输出矩阵

C̄的第i个行向量. 那么根据假设2可知,输出分量的
微分ẏi范数有界,则基于文献[24],考虑如下鲁棒滑模
微分器: {

ξ̇i,1 = ξi,2 − wi,1,

ξ̇i,2 = −wi,2,
(21)

其中:{
wi,0 = ξi,1 − yi,

wi,j = κi,j|wi,j−1|(2−j)/(3−j)sgn wi,j−1,

κi,j > 0(j = 1, 2)为微分器增益.定义输出分量yi及

其微分ẏi与微分器(25)状态量之间的误差分别为

eyi
= yi − ξi,1, eẏi

= ẏi − ξi,2,

那么通过与文献[24]相似的方法合理选择微分器增
益κi,j ,在有限时间内可以到达滑模面eyi

= eẏi
= 0,

即在有限时间内ξi,2是输出分量微分ẏi的精确估计.所
以当i = 1, 2, · · · , p时,基于鲁棒滑模精确微分器(25)
可以得到系统输出微分的估计为

ξ = (ξ1,2, ξ2,2, · · · , ξp,2)T, (22)

其中ξ是ẏ = (ẏ1, ẏ2, · · · , ẏp)T的精确估计.

在基于鲁棒滑模微分器(25)得到输出微分的估计
之后,提出对系统未知输入进行重构的方法如下.

定定定理理理 3 在假设1–4的前提下,如下估计:

η̂ = (C̄TD)+[(Ip − C̄M)ξ − C̄T Āˆ̄x−
C̄TBu− C̄Tf(E ˆ̄x, t)] (23)

是未知输入的一个最小二乘最优解，其中(·)+表示矩
阵的左伪逆矩阵,即

(C̄TD)+ = [(C̄TD)T(C̄TD)]−1(C̄TD)T,

ξ为鲁棒滑模微分器(25)给出的系统输出微分估计.
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证证证 由式(5)可知TE + MC̄ = In+h,结合广义
系统(4)可以得到

(In+h −MC̄) ˙̄x = TĀx̄+TBu+Tf(Ex̄, t)+TDη.

上式可进一步改写为

˙̄x = TĀx̄ + TBu + Tf(Ex̄, t) + TDη + MC̄ ˙̄x.

对该式两边同时左乘C̄可以得到

C̄TDη =

(Ip − C̄M)ẏ − C̄T Āx̄− C̄TBu− C̄Tf(Ex̄, t),

于是

η = (C̄TD)+[(Ip − C̄M)ẏ − C̄T Āx̄−
C̄TBu− C̄Tf(Ex̄, t)] (24)

就是满足式(4)的未知输入的最小二乘最优解. 在
式(28)和式(29)之间的误差方程为

η̃ = (C̄TD)+[(Ip − C̄M)ξ̃ − C̄T Ā˜̄x− C̄T f̃ ],

其中:

η̃ = η − η̂, ξ̃ = ẏ − ξ, ˜̄x = x̄− ˆ̄x,

f̃ = f(Ex̄, t)− f(E ˆ̄x, t).

基于鲁棒滑模观测器(10)和鲁棒滑模微分器(25)可知

lim
t→∞

˜̄x = 0, lim
t→∞

f̃ = 0, lim
t→∞

ξ̃ = 0,

所以 lim
t→∞

η̃ = 0. 故η̂在有限时间内是收敛到未知输入

的最小二乘最优解. 证毕.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
本节将本文提出的状态估计和同时未知输入和可

测噪声重构方法应用到火车系统[20]. 该系统由发动机
引擎E和客车厢C组成,发动机引擎和客车厢之间通
过弹簧连接,其中弹簧的刚度系数κ和ρ分别表示弹簧

的线性和非线性特性,系统连接图请参看文献[18].
ME和MC分别为引擎质量和客车厢质量. 可以得到火
车系统非线性状态空间模型如下:

ẋ =




0 1 0 0
− κ

ME

−αg
κ

ME

0

0 0 0 1
κ

MC

0 − κ

MC

−αg




x +




0
1

ME

0
0


u +




0
ρ

ME

(x2 + x4)
2

0
ρ

MC

(x2 + x4)
2




+




1
− 1

ME

0
0


 η,

y =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


x +




0
1
0


 d,

其中: α为滚动摩擦, η为系统的未知输入向量和d为

输出通道的可测噪声向量. 状态向量定义为

x = (x1, x2, x3, x4)T,

其中x1和x2分别为火车引擎的位置和速度, x3和x4分

别为客车厢的位置和速度.在仿真中,系统参数设置
为ME =10 kg, MC =5kg, κ=4.87N/s, α=0.5 s/m,
ρ = 1N/s和g = 9.8m/s2,那么可以得到如式(1)的系
统,其参数如下:

A=




0 1 0 0
−0.487 −4.9 0.487 0

0 0 0 1
0.974 0 −0.974 −4.9


, B=




0
0.1
0
0


 ,

D =




1
−0.1

0
0


 , C =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 , F =




0
1
0


 .

系统的非线性项为

f(x, t) = [0 0.1(x2 + x4)
2 0 0.2(x2 + x4)

2 ]T,

其中Lipschitz常量Lf = 0.088[18].

根据式(4)可得到原系统(1)的广义系统,容易得到
系数矩阵Ā, C̄和E,从而可以得到矩阵方程(5)的一个
特解矩阵为

T =




0.5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0.5 0
0 0 0 1
0 −1 0 0




, M =




0.5 0 0
0 0 0
0 0 0.5
0 0 0
0 1 0




.

通过计算容易得到

C̄TD=[0.5 0 0]T, TD=[0.5 −0.1 0 0 0.1]T,

所以rank(C̄TD) = rank(TD) = 1,即秩条件(7)是
成立的. 假设正实数µ = 500,那么通过MATLAB中
的LMI工具箱对最小化问题(22)进行求解,得到

L = 104 ×




5.5082 −0.4646 0.0002
−1.4626 0.7149 −0.0002
0.0002 −0.0003 0.0198
0.0001 0.0000 0.0058
0.7892 0.4304 −0.0002




,

U = 103 ×




4.0690
1.6675
−0.0079




T

,

从而可以得到满足式(12)–(15)的矩阵N , L1, L2和L3.
在仿真过程中,假设系统的未知输入和可测噪声向量
分别为

η = 3.2 cos(4t), d = 2.5sin(5t) + 1.8cos(7t),
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系统(1)的状态初始值设置为

x(0) = (−2.2, 1.7,−0.4,−1.4)T,

观测器状态初始值设置为

z(0) = (2.5, 4.12, 3.3, 4.6,−1.9)T,

那么通过鲁棒滑模观测器系统(10)(23)可以得到原系
统(1)的状态估计曲线如图1所示. 与此同时,根据式
(24)可以得到可测噪声的估计曲线如图2所示.

(a) 状态x1和x2的估计曲线

(b) 状态x3和x4的估计曲线

图 1 状态估计曲线

Fig. 1 Estimate of x

图 2 可测噪声d的重构曲线

Fig. 2 Reconstruction of d

图 3 系统输出微分的估计误差曲线

Fig. 3 Estimate of output derivatives

为了进一步对系统未知输入的估计,需要鲁棒滑
模微分器(25)对系统输出的微分进行精确估计.如果
微分估计初值设置为

ξ1,2(0) = −1.5, ξ2,2(0) = −1.8, ξ3,2(0) = −1.6,

那么基于微分器(25)可以得到系统输出微分ẏ的估计

误差曲线如图3所示.

基于广义系统的状态估计和输出微分的精确估计,
通过式(27)可以得到系统未知输入的重构曲线如
图4所示,从图4可以看出本文所提出的未知输入重构
方法可以在很短时间内实现对未知信息的重构.

图 4 未知输入η的重构曲线

Fig. 4 Reconstruction of unknown input η

6 结结结论论论(Conclusions)
本文基于LMI和广义系统观测器理论,提出了对

一类具有未知输入和可测噪声的Lipschitz非线性系统
未知输入观测器设计方法. 将原系统转化为具有特殊
形式的广义系统,并设计广义系统观测器实现了对
原Lipschitz非线性系统的状态估计和可测噪声重构,
并通过线性矩阵不等式的方法给出了观测器存在的

条件;之后,通过设计鲁棒滑模微分器实现了对广义
系统输出微分的估计,在此基础上提出了一种新的未
知信息重构方法. 该方法不仅达到了对具有未知输入
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和可测噪声的Lipschitz非线性系统的状态估计,而且
实现了对未知输入和可测噪声重构的目的.
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