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摘要:在过去的10年里,伪谱方法(如Legendre伪谱法、Gauss伪谱法、Radau伪谱法)逐步成为求解不同领域中非线
性最优控制问题的一种高效、灵活的数值解法. 本文从最优控制问题解的存在性、收敛性以及解的可行性3个方面
对采用Radau伪谱法求解一般非线性最优控制问题解的收敛性进行研究.证明了原最优控制问题的离散解存在、存
在收敛到原最优控制问题解上的离散解和离散形式的收敛解是原最优控制问题的最优解. 在此基础上,证明了
Radau伪谱法的收敛性. 本文结论与现有文献相比,去掉了一些必要条件,更适合一般的非线性时不变系统.
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Abstract: In the last decade, pseudospectral (PS) methods, such as Legendre PS method, Gauss PS method and Radau
PS method, have emerged as effective and flexible approaches to solve nonlinear optimal control in a variety of areas
in applications. We investigate the Radau PS method in solving nonlinear optimal control problems, from the aspects
of solution existence, solution convergence and solution feasibility. The investigation results show that the discrete form
of the original optimal control problem has solutions, the solutions of the discrete form converge to the solutions of the
original problems, and the convergent solution of the discrete form is the optimal solution of the original problem. Thus,
the convergence of the Radau PS method is proved. Compared with existing results in the literature, the conclusions of this
paper remove some necessary conditions, making this method more applicable to general nonlinear time-invariant systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
最优控制理论的发展已经有很长的历史了,但能

够精确、高效的求解非线性最优控制问题并且比较实

用的算法仍然有限.起源于谱方法的伪谱法作为一种
高效率、高精度的数值计算方法在计算流体力学和偏

微分方程的求解中受到了广泛的应用. 近年来,伪谱
方法逐渐被应用于最优控制问题的求解中.

稳定性和收敛性对任何一种数值计算方法都是至

关重要的,虽然伪谱法在很多领域中都有应用[1–2],但
采用伪谱法求解最优控制问题数值解的稳定性和收

敛性一直是公开的研究热点和难点[3–4]. 目前,只有少
数文献针对特殊的系统研究了伪谱法求解最优控制

问题的收敛性问题,如文献[3]对基于Legendre伪谱法
的可反馈线性化系统的最优控制问题的收敛性进行

了研究,在一系列必要的假设条件下得到了收敛性结
论,文献[4]在文献[3]的基础上对假设条件进行了弱
化,得到了连续和不连续可反馈线性化系统的最优控
制问题的收敛性,文献[5]在基于平滑性等一些假设条
件下研究了Gauss伪谱法的收敛性,证明了针对无约
束连续控制问题, Gauss伪谱法是收敛的. 且相比较以
上两种伪谱法而言, Radau伪谱法对求解非线性最优
控制问题最优解的速度更快、精度更高. 文献[6]仅通
过仿真实验验证了Radau伪谱法比Legendre和Gauss
伪谱法在求解最优控制问题数值解时具有更快的收
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敛速度,但没有给出理论上的证明. 目前理论证明
Radau伪谱法的收敛性仍没有很好地解决[7],并且研
究的系统大多数属于一般性系统.

基于以上原因,本文针对一般性系统,研究基于
Radau伪谱法求解最优控制问题数值解的收敛性问题.
从理论上证明Radau伪谱法对于解决一般非线性系统
的最优控制问题是收敛的. 相比文献[3–5],首先,本
文针对的系统为一般连续非线性时不变系统,包含了
文献[3–4]中的可反馈线性化系统;其次,文献[5]研究
的是无约束条件下的最优控制问题;最后,本文去掉
了文献[3–4]中的可反馈线性化系统必须存在收敛的
子序列和文献[5]要求非线性系统的状态变量和协态
变量具有k + 1(k > 3)阶连续可导等假设条件(见问
题陈述),这些条件要求非线性系统存在满足一定的收
敛性和有界性要求,而本文的结论适合一般连续时不
变的非线性系统,虽然要求控制变量满足有界的条件,
但是对于最优控制问题来说,这个条件是比较容易满
足的.

2 问问问题题题陈陈陈述述述(Problem formulation)
考虑以下一般最优控制问题.寻找控制变量

u(t) ∈ Rm使如式(1)所示的Bolza型代价函数最小
化[8]:

J = E[x(t0), t0,x(tf), tf ] +
w tf

t0
g[x(t),u(t)]dt,

(1)

且满足动态约束ẋ = f(x(t),u(t)). 路径约束

C(x(t),u(t)) 6 0

和边界条件

Φ(x(t0), t0,x(tf), tf) = 0,

式中: x(t) ∈ Rn表示状态变量, f : Rn × Rm → Rn,
C : Rn×Rm→Rs, Φ : Rn×Rn→Rq, E表示Mayer
型代价函数, g表示Lagrange型代价函数, t表示时间.

以上非线性时不变Bolza问题定义在时间区间
t ∈ [t0, tf ]上,但是伪谱法需要在一个固定的时间区
间[−1, 1]上研究问题,可以通过以下关系将自变量映
射到一般区间τ ∈ [−1, 1]上:

t =
tf − t0

2
τ +

tf + t0
2

. (2)

应用式(2),可重新定义Bolza问题为如下形式,即
最小化代价函数

J = E[x(τ0), t0,x(τf), tf ]+
tf − t0

2

w τf

τ0

g[x(τ),u(τ)]dτ

满足

dx

dτ
=

tf − t0
2

f(x(τ),u(τ))C(x(τ),u(τ)) 6 0,

Φ(x(τ0), t0,x(τf), tf) = 0.

本文研究以上一般非线性时不变最优控制问

题Radau伪谱法的收敛性,不失一般性,将考虑最优控
制问题的区间定义为τ ∈ [−1, 1],并且控制变量满足
一定的约束条件,得到以下问题.

问问问题题题 1 在区间τ ∈ [−1, 1]上考虑以下Bolza型
的一般连续非线性时不变最优控制问题,寻找控制变
量,使如式(3)所示的代价函数最小化:

J(x,u) = E(x(−1),x(+1)) +w +1

−1
g(x(t),u(t))dt, (3)

满足

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), (4)

C(x(t),u(t)) 6 0, (5)

Φ(x(−1),x(+1)) = 0 (6)

和控制约束

‖u(t)‖ 6 A, u ∈ W α,p
m , α > 2, (7)

其中: g ∈ Cm, f ∈ Cm−1
n ,而W α,p

m 表示m维向量

Sobolev空间;当m = 1时对所有满足0 6 j 6 α,空
间包含函数ξ : [−1, 1] → R,它的 j阶弱导数ξ(j)在

Lp中有下列形式:

‖ξ‖W α,p =
α∑

j=0

‖ξ(j)‖Lp .

文献[4]研究Legendre伪谱法收敛性的状态方程必
须满足以下关系:

ẋ1 = x2, · · · , ẋr−1 = xr,

ẋr = f(x) + g(x)u.

针对连续和非连续最优控制问题, Legendre伪谱法收
敛的假设条件分别为:

条条条件件件 1 序列{N}∞N=1存在一个收敛的子序列

{Nj}
∞
j=1使得当Nj →∞时, {x̄Nj0}∞j=1收敛. 另外,

存在一连续函数q(t)使得ẋ
Nj
r (t)在区间[−1, +1]上一

致收敛到q(t).

条条条件件件 2 对于给定的一序列离散可行轨迹解

{x̄N , ūN}∞N=N1
, {N}∞N=1存在一个子序列{Nj}

∞
j=1使

得以下条件满足:

a) 本文中,对于所有的1 6 i 6 r,当Nj →∞时
{x̄Nj0

i }∞Nj=N1
收敛;

b) 当Nj > N1, t ∈ [−1, 1]时ẋ
Nj
r (t)一致有界;

c) 存在一个分段连续函数q(t)使得对所有的定
值ε > 0, ẋ

Nj
r (t)在区间Iε上一致收敛到q(t). 其中:

Iε = [−1, 1]\
s⋃

j=1

(τj − ε, τj + ε),

−1 < τ1 < · · · < τs < 1表示函数q(t)的不连续点.

文献[5]针对较简单的无控制约束的系统,在平滑
性和有界性等4个假设条件下研究了Gauss伪谱法的
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收敛性,由于篇幅原因,将不在这里列写了,可参考文
献[5].

3 Radau伪伪伪谱谱谱法法法(Radau pseudospectral)
本文Radau伪谱法(Radau pseudospectral method,

RPM)作为配点法,能够以较少的节点获得很高的求
解精度.根据Radau协态映射定理,采用RPM得到的
非线性规划(nonlinear programming, NLP)问题的
KKT(Karush-Kuhn-Tucker)条件与原最优控制问题的
一阶最优必要条件的离散形式具有一致性. 因此RPM
使得其NLP问题的解满足传统间接法的一阶最优必
要条件,避免了常规直接法的不足[7]. RPM应用N阶

拉格朗日多项式来近似最优控制问题的状态变量和

控制变量:



x(τ) ≈ INx(τ) =
N+1∑
k=1

x̄klk(τ),

u(τ) ≈ INu(τ) =
N∑

k=1

ūklk(τ).
(8)

由拉格朗日多项式的性质, τk为多项式的配点,所以
有x(τk) = INx(τk) = x̄k , u(τk) = INu(τk) = ūk,
即x̄k, ūk为原最优控制问题的离散值,也将成为下面
离散问题的决策变量. 性能指标函数中的积分项由高
斯积分公式来近似:

w 1

−1
g(t)dt ≈

N∑
i=1

g(τi)ωi, ωi =
w 1

−1
li(t)dt, (9)

其中:

lj(τ) =
N+1∏
l=1
l 6=j

τ − τl

τj − τl

, j = 1, · · · , N + 1

为拉格朗日多项式基, τj ∈ Γ LGR, Γ LGR = {τi =
(PN−1(τ) + PN(τ))|τi

= 0, i = 1, · · · , N} ∪ {−1}.
式(8)在τj ∈ Γ LGR处的微分表达式为

d
dt

INx(τj) =
N+1∑
k=1

x̄k l̇k(τj) =
N+1∑
k=1

Djkx̄
∆= (DNx)(τj),

其中D为N × (N + 1)阶Radau伪谱微分矩阵[9](详细
的离散化过程可参见文献[7]).

最终将连续时间最优控制问题1转化为下列非线
性规划问题.

问问问题题题 2 寻找最优控制量,使得以下性能指标最
小:

J̄(x̄, ū) = E(x̄0, x̄N) +
N∑

k=0

g(x̄k, ūk)ωk, (10)

且满足

‖f(INx, INu)−DNx‖N 6 c0N
1−m, (11)

C(x̄k, ūk) 6 0, (12)

Φ(x̄0, x̄N) = 0, (13)

‖u(t)‖ 6 A, ∀ k = 0, 1, · · · , N, (14)

其中c0是一个正常数.

注注注 1 不等式(11)是由动态方程(4)进行缩放得来的,

目的是为了保证离散问题有可行解,在定理1中得到证明.

4 理理理论论论基基基础础础(Theoretical foundation)
引引引理理理 1 如果h ∈ W α(Ω),那么存在常数c1, c2,

c3, c > 0使得以下不等式成立[10]:

a) ‖h− INh‖2 6 c1N
−α‖h‖(α),其 中INh为 插

值多项式;
b) ||ḣ−DNh||2 6 c2N

1−α‖h‖(α), ‖ḣ−DNh‖N

6 c3N
1−α‖h‖(α),其中DNh为插值多项式的微分;

c) |
w 1

−1
h(t)dt−

N∑
k=0

h(τk)ωk|6 cN−α‖h‖(α), 其

中: τk为LGR(Legendre Gauss Radau)节点, ωk为相应

的LGR积分权重.

引引引理理理 2 假如h=(h1, h2, · · ·, hn)T, h∈W α
n (Ω),

hi ∈ W α(Ω), i = 1, 2, · · · , n,则[10]

a) 引理1中a)的向量表现形式为
‖h− INh‖2 6
n∑

i=1

‖hi − INhi‖2 6
n∑

i=1

ciN
−α‖hi‖(α);

b) 引理1中b)可以延伸为

‖ḣ−DNh‖2 6
n∑

i=1

‖ḣi −DNhi‖2 6
n∑

i=1

ciN
1−α‖hi‖(α) 6 cN 1−α.

引引引理理理 3 对于给定的(x,u), x ∈ W α
n (Ω), u ∈

W α
m(Ω)和插值系数(x̄, ū),则由式(3)(10)定义的代价
函数之间具有如下的误差关系:

|J(x,u)− J̄(x̄, ū)| 6 cN−α.

证证证 由伪谱法的定义可知E(x(−1),x(+1)) =
E(x̄0, x̄N),故

|J(x,u)− J̄(x̄, ū)| =
|
w 1

−1
g(x,u)dt−

N∑
k=0

g(x̄k, ūk)ωk|.

因为g∈Cα, x ∈ W α
n (Ω),u∈W α

m(Ω),所以g(x(t),
u(t)) ∈ W α(Ω),由引理1中c)可知

|
w 1

−1
g(x,u)dt−

N∑
k=0

g(x̄k, ūk)ωk| 6
cN−α‖g(x,u)‖(α),

又 g(x(t),u(t)) ∈ W α(Ω),所以 ‖g(x,u)‖(α)有界.
引理得证. 证毕.

5 主主主要要要结结结论论论(Main results)
定定定理理理 1 假设问题1有一个解(x,u),那么问题2

就存在一个可行解(x̄, ū),并且解为相应的插值多项
式系数.
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证证证 设(x,u)为一个可行解, (INx, INu)为解在
LGR节点处的插值多项式. 现在需要证明的是这个多
项式的系数满足问题2中的约束条件.由于离散值只
计算插值点处的值,由引理2中b)可得

‖f(INx, INu)−DNx‖N 6
‖f(x,u)−DNx‖N 6
‖ẋ−DNx‖N 6 cN 1−α,

故插值系数(x̄, ū)满足问题2中的式(11).

对于路经约束,因为对所有的t ∈ Ω都有C(x(t),
u(t), t) 6 0成立,那么对于所有的属于t ∈ Ω中的

LGR节点τk ∈ Γ LGR亦有

C(x̄k, ūk) = C(x(τk),u(τk)) 6 0,

所以式(12)满足. 而对于终端约束,由定义

Φ(x(−1),x(+1)) = Φ(x̄0, x̄N) = 0.

综上可得(x̄, ū)为问题2的一个可行解. 定理得证.

证毕.

定定定理理理 2 假设问题2有一序列解{(x̄, ū)}N ,那么
其相应的插值多项式{(INx, INu)}N有一个收敛的

子序列 lim
Nj→∞

(INx, INu) = (I∞x, I∞u),且极限值

(I∞x, I∞u)为问题1的一个可行解.

证证证 设(x̄, ū)为问题2的一个解,且满足约束条件
(11)–(13). 由式(11)可得

(
N∑

k=0

n∑
i=1

√
fi(INx, INu)−DNxi)2(τk) ) 6 cdN

1−α.

由f连续可知

lim
N→∞

(fi(INx, INu)−DNxi)(τk) =

fi(( lim
N→∞

INx, lim
N→∞

INu)− lim
N→∞

DNxi)(τk) = 0.

(15)

因为在紧集Ω中, {INx}是一个多项式序列,故对
有限的N , INx ∈ W α

n (Ω),式(15)中的( lim
N→∞

INx)′

与状态方程中的f ∈ Cα−1
n 是相匹配的;又f在Ω中有

界,因此,对于所有的N , INx ∈W α
n (Ω),故{INx}有

界. 由Rellich定理[11]可知: 插值多项式{INx}存在一
个子序列{INj

x}在W α
n (Ω)中收敛,同理,控制序列也

可得到一个收敛的子序列,故函数序列{(INx, INu)}
至少存在一个极限点{(I∞x, I∞u)}.

因为{INx}N存在一个收敛的子序列,所以由
式(15)可得

d
dt

(I∞x)(τk) = f(I∞x, I∞u)(τk),

即{(I∞x, I∞u)}在节点处满足问题1中的状态方程
(4). 又当N变大时, LGR节点在Ω中变得越稠密,故当
N →∞时, (I∞x, I∞u)在Ω中的每个点都能满足问

题1中的动态方程.

同理,由C(x̄k, x̄k) = C(x(tk),u(tk)) 6 0可知,
当N →∞时, LGR节点变得稠密,所以解能够满足路
径约束. 而对于终端约束来说,由于终端处的值与离
散值是一致的,所以同样得到满足. 定理得证.

证毕.

定定定理理理 3 假设问题1有一个最优的解(x∗,u∗),
{(x̄◦, ū◦)}N为问题2的一序列最优解,那么序列最优
解相对应的插值多项式{(INx◦, INu◦)}N有一极限

点(I∞x◦, I∞u◦),并且极限值为原最优控制问题的一
个最优解.

证证证 因为(x∗,u∗)为问题1的一个最优解,由定理
1可知: 插值多项式序数(x̄∗, ū∗)是问题2的一个可行
解.

因为(x̄◦, ū◦)为问题2的最优解,故

J̄(x̄◦, ū◦) 6 J̄(x̄∗, x̄∗). (16)

由定理2可知: 问题2的离散最优解的插值多项式
的极限点 lim

N→∞
(INx◦, INu◦)=(I∞x◦, I∞u◦)为问题

1的一个可行解,又(x̄∗, x̄∗)为问题1的最优解,所以

J(x̄∗, ū∗) 6 lim
N→∞

J(INx◦, INu◦) =

J(I∞x◦, I∞u◦). (17)

由引理3可知,问题1的最优解(x∗,u∗)及其插值
多项式系数(x̄∗, ū∗)所对应的性能函数值间的误差是
有界的,即

|J(x∗,u∗)− J(x̄∗, ū∗)| 6 c0N
−α. (18)

同理可以得到

|J(INx◦, INu◦)− J̄(x̄◦, ū◦)| 6 c1N
−α. (19)

当N →∞时,由式(18)–(19)可得

lim
N→∞

J(x̄∗, ū∗) = J(x∗,u∗), (20)

lim
N→∞

[J(INx◦, INu◦)− J̄(x̄◦, ū◦)] = 0. (21)

结合式(20)(16)–(17)有

lim
N→∞

J̄(x̄◦, ū◦) 6
lim

N→∞
J(x̄∗, ū∗) = J(x∗,u∗), (22)

lim
N→∞

J̄(x̄◦, x̄◦) 6
J(x∗, ū∗) 6 lim

N→∞
J(INx◦, INu◦). (23)

由式(21)–(22)可知

0 6 lim
N→∞

[J(x∗,u∗)− J̄(x̄◦, ū◦)] 6
lim

N→∞
[J(INx◦, INu◦)− J̄(x̄◦, ū◦)] = 0, (24)

所以J(INx◦, INu◦)和J̄(x̄◦, ū◦)都收敛到问题1的最
优代价函数J(x∗,u∗)上. 由于(I∞x◦, I∞u◦)为问题2
的一个可行解且代价函数最优,所以(I∞x◦, I∞u◦)是
问题1的一个最优解. 定理得证. 证毕.
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6 结结结束束束语语语(Conclusions)
利用多项式近似理论研究了Radau伪谱法的收敛

性. 从理论上证明了对于一般性的非线性最优控制问
题, Radau伪谱法是一个收敛的求解最优解的离散化
方法. 对于处理一般性的最优控制问题,通过Radau伪
谱离散方法可以快速求解到原最优控制问题的最优

解.

本文研究了Radau伪谱法的收敛性,另外Radau伪
谱法是一个收敛速度非常快的数值计算方法,下一步
的工作是从理论上证明其收敛速度.
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