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摘要:针对包含绕心运动情况下的多机器人编队进行离散建模,并利用该模型解决保持队形期望前端始终朝着
编队前进方向的控制问题.以控制多机器人编队收敛到期望的队形并镇定到预设运动规律上为目标,定义了一类通
信拓扑图,基于该类图提出了一种分布式协同控制算法. 给出了该控制算法下编队系统渐进稳定的充分必要条件
及反馈控制参数的收敛域.证明了在该充分必要条件下可实现编队收敛到期望的队形和预设运动规律上的目标.仿
真实验表明,在该算法控制下多机器人编队较好地收敛到期望队形并按预设规律运动,且过程中始终保持队形期望
前端朝着编队前进方向,进而验证了该算法的有效性和正确性.
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Discrete-time modeling for multirobot formation and stability of
formation control algorithm

WU Jin1†, ZHANG Guo-liang1, ZENG Jing2, XU Jun1

(1. 301 Teaching and Research Section, The Second Artillery Engineering University, Xi’an Shaanxi 710025, China;
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Abstract: For the distributed multirobot formation with revolving round, a discrete-time kinematic model for the for-
mation center is developed, and is applied to keep the desired front-end to turn towards the moving direction. A kind of
communication topology graph is defined by which the robots converge to the desired geometry formation with desired
motion rules. Then, a distributed discrete coordination control algorithm is proposed based on that graph. A sufficient and
necessary condition of asymptotic stability of the formation system and the convergence region of feedback control param-
eter are given. It is proved that the formation can converge to the desired geometry formation with desired motion rules
under this sufficient and necessary condition. Simulation results validate the efficacy of the control algorithm in achieving
these goals.
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1 引引引言言言(Introduction)
编队控制是多机器人协调控制中的一个研究热点,

其目标在于通过自主调整各机器人的行为使所有个

体保持一定的几何构型. 事实上,编队控制是一种几
何构型严格的聚结控制,在诸如多机器人协调控
制[1–2]、地面车辆队形保持[3]、无人机编队[4–5]、自主

水下装置[6],以及航天器编队[7–8]中得到广泛研究.

多机器人编队系统的稳定性是编队完成各项目标

任务的基础. 针对理想条件下连续模型的编队控制稳
定性, Fax[9], Lafferriere[10]等利用代数图论的方法进

行了深入分析.郑军等[11]针对时间离散条件下基于输

出反馈的队形控制稳定性进行了分析.杨波等[12]分析

了在弱通信条件下以一定参考速度前进的分布式编

队控制的稳定性. 王佳[13]提出了输入–状态弦稳定性
的概念,结合输入–状态稳定性、弦稳定性的概念以及
奇异摄动理论的分析方法对多智能体系统的输入–状
态弦稳定性进行了讨论.姜丽梅等[14]基于一致性理

论,提出了一种时延依赖的分布式编队控制算法,根
据Lyapunov稳定性定理,得到了线性矩阵不等式
(LMI)形式的时延独立和时延依赖的稳定条件.然而
目前针对包含有绕心运动情况下的多机器人编队离

散建模及稳定性分析还比较少,故本文将就此展开讨
论.

本文对于多机器人编队控制的目标是: 控制一组
自主式移动机器人,以期望的队形,期望的速度及轨
迹进行运动,进而完成目标任务.本文主要包括以下
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两部分工作: 1)对包含绕心(编队中心)运动情况下的
多机器人编队离散建模,解决了编队在运动的过程中
始终保持队形期望前端朝着编队前进方向的问题;
2)对一类分布式队形控制的稳定性进行了分析,重点
讨论使编队稳定时输出反馈控制参数的阈值范围,且
最终成功地实现了编队快速镇定到期望队形及预定

运动规律上的目标.

2 多多多机机机器器器人人人系系系统统统离离离散散散模模模型型型(Discrete-time
model of multi-robots system)
考虑由N个万向轮式机器人Ri(i = 1, 2, · · · , N)

组成的多机器人编队. 在全局坐标系xoooyo下,每个
机器人Ri的状态为Xoi =(xoi, yoi, θoi)T, Voi =(vxoi,

vyoi, ωoi)T;将队形中心虚拟为一中心机器人Re,其状
态为Xe = (xe, ye, θe)T, Ve = (vxe, vye, ωe)T. 对每个
机器人通常取如下离散模型:{

Xoi(k + 1) = Xoi(k) + Voi(k)T,

Voi(k + 1) = Voi(k) + Uoi(k)T,
(1)

其中T > 0为采样时间. 然而,当编队在运行过程中伴
随有绕心运动时,即ωe是时间k的函数,每个机器人
Ri相对Re而言,其牵连运动将包含转动分量. 正是由
此部分的影响致使多机器人编队的离散模型有别于

式(1). 本文正是对该情况下的编队离散模型展开论述
的.

2.1 坐坐坐标标标转转转换换换(Coordinate transforming relation)
以(xe, ye)为原点oc,以中心机器人的正方向为xc

轴,根据右手规则建立队形中心坐标系xcocyc,则中
心坐标系相对全局坐标的旋转角为θe(图1所示).

图 1 全局坐标系与中心坐标系

Fig. 1 World coordinates and center coordinates

根据图1可较易得到由全局坐标到中心坐标系的
转换关系为



xc = (xo − xe) cos θe + (yo − ye) sin θe,

yc = −(xo − xe) sin θe + (yo − ye) cos θe,

θc = θo − θe,

⇒





vxc = (vxo − vxe) cos θe + (vyo − vye) sin θe−
(xo − xe)ωe sin θe + (yo − ye)ωe cos θe,

vyo = −(vxo − vxe) sin θe + (vyo − vye) cos θe−
(xo − xe)ωe cos θe − (yo − ye)ωe sin θe,

ωc = ωo − ωe.

矩阵形式表示为

qc =

[
A O

B A

]
(qo − qe), (2)

qo = [xo yo θo vxo vyo ωo]T,

qe = [xe ye θe vxe vye ωe]T,

qc = [xc yc θc vxc vyc ωc]T,

A =




cos θe sin θe 0
− sin θe cos θe 0

0 0 1


 ,

B =



−ωe sin θe ωe cos θe 0
−ωe cos θe −ωe sin θe 0

0 0 0


 .

在全局坐标系中,系统的模型为Γo(Xo, Vo, Uo),
其中状态变量

Xo = (XT
o1, X

T
o2, · · · , XT

oN)T,

Vo = (V T
o1, V

T
o2, · · · , V T

oN)T.

在中心坐标系中,系统的模型为Γc(Xc, Vc, Uc),其中
状态变量

Xc = (XT
c1, X

T
c2, · · · , XT

cN)T,

Vc = (V T
c1 , V

T
c2 , · · · , V T

cN)T.

则对每一个机器人有{
Xci = A(Xoi −Xe),
Vci = A(Voi − Ve) + B(Xoi −Xe).

(3)

对于数量为N的多机器人系统便有{
Xc = IN ⊗A(Xo −X∗

e ),
Vc = IN ⊗A(Vo − V ∗

e ) + IN ⊗B(Xo −X∗
e ),

(4)

其中: IN为维数N的单位向量; X∗
e =1N ⊗Xe, V ∗

e =
1N ⊗ Ve, 1N表示(1, 1, · · · , 1)T的N维列向量.

2.2 各各各系系系统统统离离离散散散模模模型型型(Discrete model in each sys-
tem)
在中心坐标系中系统Γo的离散模型为{

Xc(k + 1) = Xc(k) + Vc(k)T,

Vc(k + 1) = Vc(k) + Uc(k)T,
(5)

其中: T > 0为系统采样时间, Uc(k) = Uc(Xc(k),
Vc(k))为中心坐标系下的控制输入量. 在全局坐标系
下,编队中心虚拟机器人满足如下关系:{

X∗
e (k + 1) = X∗

e (k) + V ∗
e (k)T,

V ∗
e (k + 1) = V ∗

e (k) + U∗
e (k)T,

(6)

其中: U∗
e (k) = 1N ⊗ Ue(k), Ue(k)为编队中心虚拟

机器人的输入控制量,即为使多机器人编队中心按期
望规律运动的控制输入量,编队中心运动规律便由
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式(6)描述. 令



AN(k) = IN ⊗A(k),
Aa = [IN ⊗A(k + 1)]−1[IN ⊗A(k)],
Ab1 = [IN ⊗A(k + 1)]−1[IN ⊗B(k)],
Ab2 = [IN ⊗A(k + 1)]−1[IN ⊗B(k + 1)].

将式(4)代入式(5)可得到在全局坐标系下系统Γo的离

散状态空间方程为[
Xo(k + 1)
Vo(k + 1)

]
=

Ψ(k)

[
Xo(k)
Vo(k)

]
+H(k)

[
X∗

e (k)
V ∗

e (k)

]
+

[
ONd

Uo(k)T

]
, (7)





Ψ(k) =

[
Aa + Ab1T AaT

−Ab2Aa + Ab1 Aa −Ab2AaT

]
,

H(k) =

[
INd TINd

ONd INd

]
− Ψ(k),

Uo(k) = −Ab2Ab1T [Xo(k)−X∗
e (k)]+

A−1
N (k + 1)Uo(k) + U∗

e (k),

(8)

其中Uo(k) = Uo(Xo(k), Vo(k))为全局坐标系下的控
制队形输入量.

定定定义义义 1 若各机器人相对编队中心的期望位置

向量分别为Xp1, Xp2, · · · , XpN ,则称P =(XT
p1, X

T
p2,

· · · , XT
pN)T为队形向量,其中Xpi ∈ R3. n个机器人

构成某种队形并按期望规律运动当且仅当在中心坐

标系内有Xci −Xpi = 0, Vci = 0, i = 1, 2, · · · , N .

令X∗
c = Xc − P, V ∗

c = Vc,则由式(5)知以X∗
o ,

V ∗
c 为状态变量的系统Γ ∗

c的离散状态空间方程为{
X∗

c (k + 1) = X∗
c (k) + V ∗

c (k)T,

V ∗
c (k + 1) = V ∗

c (k) + U∗
c (k)T,

(9)

U∗
c (k) = Uc(Xc(k)− P, Vc(k)), (10)

其中U∗
c (k) = U∗

c (X∗
c (k), V ∗

c (k))为在系统Γ ∗
c中的控

制输入量.

3 编编编队队队控控控制制制律律律设设设计计计(Design of formation con-
trol)

3.1 通通通信信信拓拓拓扑扑扑图图图(Communication graph)

在多机器人系统中,每个个体通过无线通信网络
连接. 这种网络包括基于数据包的通讯网络及基于测
量的通讯网. 在本文中将这种网络抽象成信息流的拓
扑形式,即通信拓扑图. 图论是研究协调控制和机器
人队形稳定性分析的重要工具,尤其是图的拓扑特征
除了用于研究稳定性和可控性外,还可针对某种特定
的队形模式选择合适的控制器,甚至决定该控制器是
否存在[11].

机器人Ri代表通信拓扑图G = (V (G), E(G))中

的顶点vi,如果有由机器人Ri到机器人Rj的通信链路

存在,则有(vi, vj) ∈ E(G),即表明Rj是Ri的邻居.
为了让多机器人编队能收敛到期望队形,并要求编队
中心按期望的规律运动,设定机器人R1为领航机器

人,由其产生编队中心虚拟机器人,并按任务意图控
制中心机器人运动规律.在通信链路上机器人R1仅将

状态信息传输给邻居,实时将编队中心机器人控制
律ue向环境中发布,但并不获得邻居状态信息或者并
不将获得的邻居状态信息用于自身运动控制,即R1不

会成为其他机器人的邻居.在通信网络中,每个机器
人只能与自己的邻居进行通信,获得其状态信息,显
然本文采用的是有向通信拓扑图,且要求除R1外其余

机器人构成的通信拓扑图是连通的双向图. 下面定义
这一类图:

定定定义义义 2 图G = (V (G), E(G))是含生成树的有
向图,且(v1, vi) /∈E(G), i=2, 3, · · · , N ,除去G中v1

节点及其邻边后的子图为G∗ = (V ∗(G∗), E∗(G∗)),
其中E∗(G∗) = {(vi, vj) ∈ E(G)|vi, vj ∈ V ∗(G∗)},
V ∗(G∗) = {v2, v3, · · · , vN}. 若G∗为连通的双向图,
则称图G为Ω类图. 图2中所示的拓扑图就是属于Ω类

图.

图 2 几类简单的Ω类图

Fig. 2 A few Ω graphs

显然文中采用的通信拓扑图就是属于Ω类图,且
对于Ω类图有如下引理.

引引引理理理 1 若G∈Ω,则0是图G的Laplacian矩阵L

的单一特征值,其余N − 1各特征值均为正数.

证证证 由图G ∈ Ω的条件可设其邻接矩阵和入度矩

阵分别为

A =




0 0 0 · · · 0
a21 0 a23 · · · a2N

a31 a32 0 · · · a3N

...
...

...
. . .

...
aN1 aN2 aN3 · · · 0




,

D =




0 0 0 · · · 0
0 d2 0 · · · 0
0 0 d3 · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · dN




.
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由子图G∗ = (V ∗(G∗), E∗(G∗))为连通的双向图知
ars = asr(2 6 r 6 N, 26s6N, r 6= s). 则有G =
(V (G), E(G))的Laplacian矩阵为

L=D−A=




0 0 0 · · · 0
−a21 d2 −a23 · · · −a2N

−a31 −a32 d3 · · · −a3N

...
...

...
. . .

...
−aN1 −aN2 −aN3 · · · dN




.

令实对称矩阵L2为

L2 =




d2 −a23 · · · −a2N

−a32 d3 · · · −a3N

...
...

. . .
...

−aN2 −aN3 · · · dN




,

则有

|λI−L|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 · · · 0
a21 λ− d2 a23 · · · a2N

a31 a32 λ− d3 · · · a3N

...
...

...
. . .

...
aN1 aN2 aN3 · · · λ− dN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇒

|λI − L| = |λ||λI − L2|.
令矩阵L的特征值集合为λ(L),矩阵L2的特征值集合

为λ(L2),由上式知

λ(L) = λ(L2) + {0} .

根据矩阵论关于特征值估计的相关知识,有如下
引理:

引引引理理理 2 实对称矩阵的特征值都是实数.

由引理2知矩阵L2的特征值都是实数,及λ(L2)为
实数集. 进而可知λ(L)也为实数集,矩阵L的特征值

都是实数.

引引引理理理 3 设L ∈ RN×N是有向图G = (V (G),
E(G))的Laplacian矩阵, 1N = (1, 1, · · · , 1)T ∈ RN ,
则有如下结论:

1) L至少有一个0特征值, 1N = (1, 1, · · · , 1)T是
其对应的一个特征向量,即L1N = 0;

2) 如果G包含生成树,那么0是L的单一特征值,
其余N − 1各特征值均具有正实部.

结合引理3便可知0是图G的Laplacian矩阵L的单

一特征值,其余N − 1各特征值均为正数. 即引理1得
证.

3.2 各各各系系系统统统中中中的的的控控控制制制律律律 (Control law in each sys-
tems)

在通信网络中,每个机器人只与自己的邻居进行
通信,获得其状态信息.因此,在系统Γ ∗

o中,则设计如
下输出反馈控制律:

u∗ci =
∑

j∈Ni

ω1(X∗
cj −X∗

ci)+
∑

j∈Ni

ω2(V ∗
cj − V ∗

ci),

(11)

其中Ni为机器人Ri的邻居集合.故在系统Γ ∗
c中,对于

多机器人系统有

U∗
c (k) = −ω1(L⊗Id)X∗

c (k)− ω2(L⊗ Id)V ∗
c (k),

(12)

其中d为X∗
ci的维数,此时有d = 3; Id为维数为d的单

位向量. 由式(9)得,闭环系统Γ ∗
c状态方程为




X∗
c (k + 1) = X∗

c (k) + V ∗
c (k)T,

V ∗
c (k + 1) =

V ∗
c (k)− ω1(L⊗ Id)TX∗

c (k)−
ω2(L⊗ Id)TV ∗

c (k).

(13)

将X∗
c =Xc−P , V ∗

c =Vc代入U∗
o (k),可得闭环系统Γc

中控制律为

Uc(k) = −ω1(L⊗ Id)[Xc(k)− P ]−
ω2(L⊗ Id)Vc(k), (14)

故闭环系统Γc状态方程为



Xc(k + 1) = Xc(k) + Vc(k)T,

Vc(k + 1) =
Vc(k)− ω1(L⊗ Id)[Xc(k)− P ]T−
ω2(L⊗ Id)Vc(k)T.

(15)

将式(14)代入式(8)中可得

Uo(k) =

ω1[L⊗A−1(k + 1)]P +U∗
e (k)−[Ab2Ab1T +

ω1(L⊗Id)Aa+ω2(L⊗Id)Ab1](Xo−X∗
e )−

ω2(L⊗ Id)Aa(Vo − V ∗
e ).

令



a1 = Ab2Ab1T +ω1(L⊗ Id)Aa+ω2(L⊗Id)Ab1,

a2 = ω2(L⊗ Id)Aa,

a3 = ω1[L⊗A−1(k + 1)],

则有系统Γo的状态方程及控制律为

Uo(k) = −a1[Xo(k)−X∗
e (k)]− a2[Vo(k)−

V ∗
e (k)] + a3P + U∗

e (k). (16)

令

Uf(k) = −a1[Xo(k)−X∗
e (k)]−

a2[Vo(k)− V ∗
e (k)] + a3P,

则Uo(k) = Uf(k) + U∗
e (k). Uf(k)为队形保持输入控

制量,由系统输出反馈控制器获得; U∗
e (k)为编队中心

按期望规律运动的控制律,由任务层通过领航机器人
给出,实际是系统Γo的外部输入控制量. 只要任务层
给出预先规划好的U∗

e (k),便可以保证编队整体按预
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设规律运动且保持队形期望前端始终朝着编队前进

的方向.

由于系统Γ ∗
c是由系统Γc线性变换得到的,系统Γc

是由系统Γo经平移旋转变换得到的,故系统Γ ∗
c稳定

就等价系统Γc稳定,系统Γc稳定就表现为系统Γc的稳

定.

4 算算算法法法稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Formation control algori-
thm stability analysis)

4.1 相相相关关关理理理论论论(Correlative theory)

令L∗ = L⊗ Id,闭环系统Γ ∗
o的状态方程可写为

如下矩阵形式:[
X∗

c (k + 1)
V ∗

c (k + 1)

]
= Φ

[
X∗

c (k)
V ∗

c (k)

]
, (17)

Φ =

[
INd TINd

−ω1L
∗T INd − ω2L

∗T

]
,

其中INd是维数为Nd的单位向量. 闭环系统Γ ∗
o的稳

定性取决于矩阵Φ特征值的分布情况. 首先,引入两个
关于矩阵L∗的特征值分布的引理:

引引引理理理 4 设λ1, λ2, · · · , λN为矩阵L的特征值,则
矩阵L∗的特征值集合为{(λ1)d, (λ2)d, · · · , (λN)d},
其中(λi)d表示元素为λi,个数为d的子集合,即(λi)d

= {λi, λi · · · , λi}.

证证证 设λi为矩阵L的任意一个特征值, pi为其对

应的任意一个特征向量,则有Lpi = λipi. 因为对于
单位矩阵而言,其特征值均为1,故设qi为单位矩阵Id

的任意一个特征向量,则有Idqi = qi. 由直积的性质
可得

(Lpi)⊗ (Idqi)=(L⊗ Id)(pi ⊗ qi) = L∗(pi ⊗ qi),

故有L∗(pi ⊗ qi) = (Lpi)⊗ (Idqi) = λi(pi ⊗ qi)
因此可知λi是矩阵L∗的特征值.设矩阵L∗的特征

值集合为F ,令E = {(λ1)d, (λ2)d, · · · , (λN)d},则有
E ⊂ F . 又由于集合E, F的元素个数都是Nd,故易
知F = E. 至此,引理4得证.

由引理4和矩阵L特征值的性质,可以得出如下推
论:

推推推论论论 1 矩阵L∗的特征值具有以下性质:

1) L∗至少有一个0特征值, 1Nd =(1, 1, · · · , 1)T

∈ RNd是其对应的一个特征向量,即L∗1Nd = 0;

2) 对于有向图G,若G包含生成树,那么0是矩阵
L∗的d重特征值,其余(N − 1)d个特征值均具有正实
部;

3) 对于无向图G,若G是连通的,那么0是矩阵L∗

的d重特征值,其余(N − 1)d个特征值均为正数;

4) 矩阵L∗的所有特征值位于一个以Nmax + j0为

圆心, Nmax为半径的圆盘中(其中Nmax是图G中顶点

的最大邻居数);

5) 对于G ∈ Ω类图,则0是矩阵L∗的d重特征值,
其余(N − 1)d个特征值均为正数,且都为d重特征值.

推推推论论论 2 若矩阵D∗ = D ⊗ 1d的特征值集合为

{(λ1)d, (λ2)d, · · · , (λN)d},则矩阵D的特征值为

{λ1, λ2, · · · , λN}.

引引引理理理 5 数值1是矩阵Φ的特征值.

证证证 假设 1是矩阵Φ的特征值,且 p = (pT
1 , pT

2 )T

(p1, p2均为维数为Nd的列向量)为其相应的一个特征
向量,则必有

Φp = p ⇔ (Φ− I2Nd)p = 0 ⇔

{
[

INd TINd

−ω1L
∗T INd − ω2L

∗T

]
− I2Nd}p = 0 ⇔

[
ONd TINd

−ω1TL∗ −ω2TL∗

]
p = 0 ⇔

{
Tp2 = 0
ω1TL∗p1 + ω2TL∗p2 = 0

⇔

L∗p1 = 0(ω1 6= 0, T 6= 0).

由推论1性质1)知,若取p1 = kINd,便可得L∗p1 =0,
由此可知假设成立.

根据Lyapunov稳定性理论,为了镇定闭环系统Γ ∗
c ,

必须使矩阵Φ的特征值在复平面的单位圆内,则可得
出如下推论:

推推推论论论 3 闭环系统Γ ∗
c 稳定的必要条件是矩阵Φ

的谱半径为1.

4.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)

由推论3知,设计控制器设的关键问题在于如何确
定输出反馈控制参数及采样设计(ω1, ω2, T )使Φ的特

征值位于单位圆内.首先给出如下定理:

定定定理理理 1 设L的最大特征值为λmax,则闭环系统
Γ ∗

o渐近稳定的充分必要条件是参数(ω1, ω2, T )位于
区域<内.

< = (ω1, ω2)|{ω2 > 0, ω1 < ω2/T,

ω1 > 2ω2/T − 4/λmaxT
2,

0 < T < 2/
√

ω1λmax}.
证证证 必要性. 令通信拓扑图G ∈ Ω中每个节点的

出度分别为d1, d2, · · · , dN ,则矩阵Φ的迹为

Tr(Φ) = Nd + Tr[INd − ω2L
∗] =

2Nd− ω2Td
N∑

i=1

di.

由于矩阵Φ的所有特征值都在单位圆内,故矩阵Φ的
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特征值和
∑

λ(Φ) < 2Nd,则由Tr(Φ) =
∑

λ(Φ)得
ω2 > 0. 设γ为矩阵Φ的任意一个特征值,则有

⇒
∣∣∣∣∣
(γ − 1)INd −TINd

ω1TL∗ (γ − 1)INd + ω2TL∗

∣∣∣∣∣ = 0.

若 γ = 1时,由引理 5知,上式显然成立. 又 |L∗| =
Π(L∗) = 0,故此时(ω1, ω2)的值域为R2. 若γ 6=1
时,由行列式初等行变换得∣∣∣∣∣∣

(γ−1)INd −TINd

ONd (γ−1)INd+ω2TL∗+
ω1T

2L∗

(γ−1)

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒

|L∗ − −(γ − 1)2

ω2T (γ − 1) + ω1T 2
INd| = 0 ⇒

−(γ − 1)2

ω2T (γ − 1) + ω1T 2
∈ λ(L∗),

因此知
−(γ − 1)2

ω2T (γ − 1) + ω1T 2
是矩阵L∗的特征值.

由推论1中的性质5)可知0是矩阵L∗的d重特征值,
其余(N − 1)d个特征值均为正数,且都为d重特征值.
不失一般性,设

−(γ − 1)2/[ω2T (γ − 1) + ω1T
2] = λi,

显然当λi =0时,有γ =1. 令γ =ai+jbi, ai, bi∈(−1,

1),代入上式则有

(ai + jbi − 1)2

ω2T (ai + jbi − 1) + ω1T 2
= −λi.

由等式两边虚部为零得

2(ai − 1)[ω2T (ai − 1) + ω1T
2] =

[(ai − 1)2 − b2
i ]ω2T ⇒ ω1

ω2

=
(ai − 1)2 + b2

i

2(1− ai)T
.

由ai < 1, ω2 > 0, T >0可以得到ω1 >0,当λi > 0
时,有

[ω2T (γ − 1) + ω1T
2]λi + (γ − 1)2 = 0 ⇒

γ = 1 +
−ω2Tλi ±

√
(ω2Tλi)2 − 4ω1T 2λi

2
.

(18)

又因要求‖γ‖ < 1,分以下两种情况来讨论:
情情情况况况 1 若

ω2
2λ

2
i − 4ω1λi > 0 ⇒ ω1 6 ω2

2λi/4,

此时γ为实数,且有−1 < γ < 1,即有

‖γ‖ =

‖2−ω2Tλi±
√

(ω2Tλi)2−4ω1T 2λi‖/2 < 1 ⇒{
ω1 > 2ω2/T − 4/λiT

2,

ω2 < 4/λiT .

由此便有

(ω1, ω2, T ) ∈ <i1,

<i1 = (ω1, ω2, T )|{ω1 > 0, 0 < ω2 < 4/λiT ,

ω1 > 2ω2/T − 4/λiT
2,

ω1 6 ω2
2λi/4},

即要求参数(ω1, ω2, T )位于区域<i1内.

情情情况况况 2 若ω2
2λ

2
i − 4ω1λi <0⇒ω1 > ω2

2λi/4,此
时γ为复数,要求‖γ‖ < 1,即有

‖γ‖ =

‖2−ω2Tλi ±
√

(ω2Tλi)2−4ω1T 2λi‖/2 < 1 ⇒
(2− ω2Tλi)2 − (ω2Tλi)2 + 4ω1T

2λi < 4 ⇒
ω1 < ω2/T,

因此可以得到

(ω1, ω2, T ) ∈ <i2,

<i2 = (ω1, ω2, T )|{ω1 > 0, ω2 > 0,

ω1 <ω2/T, ω1 > ω2
2λi/4},

即要求参数(ω1, ω2, T )位于区域<i2内.

若要 <i1 不为空集,则由 ω2 < 4/λiT 与 ω1 6
ω2

2λi/4,可知必须有ω1λiT
2 < 4. 同理要<i2不为空集

也必须有ω1λiT
2 < 4. 由情况1和情况2的结果知,对

于每个非零特征值λi都有(ω1, ω2, T ) ∈ <i1 ∪ <i2. 且
有

<i1 ∪ <i2 =

(ω1, ω2, T )|{ω2 > 0, ω1 < ω2/T,

ω1 > 2ω2/T − 4/λiT
2,

0 < T < 2/
√

ω1λi}.
由定理2知,矩阵L∗中相异特征值与矩阵L相同,故综
合矩阵L的所有非零特征值可得

(ω1, ω2, T ) ∈
i=N−1⋂

i=1

(<i1 ∪ <i2) = <,

即(ω1, ω2, T ) ∈ <. 必要性得证.

充分性. 对于式(18),当λi =0时,有γ =1;当λi >

0时,由于(ω1, ω2, T ) ∈ <,易得‖γ‖ < 1,即有当(ω1,

ω2, T ) ∈ <时,闭环系统Γ ∗
c是渐近稳定的. 至此充分

性得证.

注注注 1 文中虽得到了闭环系统Γ ∗c渐近稳定的充分必要

条件,但需要计算Laplacian阵L的最大特征值λmax. 由于在

编队运行过程中,通信拓扑可能会根据需要进行切换,则对于

分布式控制系统而言, λmax并不能实时得到. 根据推论1中式

(4)可知, λmax 6 2Nmax,其中Nmax可根据编队中机器人的

实际通信能力得到. 故为了更好地应用于更一般的分布式情

况,可以用Nmax代替<中的λmax得到<∗,容易知<∗ ⊆ <.

注注注 2 文中的定理1虽然是在Ω类图的基础上证明的,

但可推广到任何含生成树的对称通信拓扑图中,证明与定

理1类似.
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4.3 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)

仅仅得到闭环系统Γ ∗
c渐近稳定的充要条件还不

能说明多机器人系统收敛到了期望队形并按期望规

律运动,即Xci −Xpi = 0, Vci = 0. 事实上,有如下
关于闭环系统Γ ∗

c的收敛性定理.

定定定理理理 2 闭环系统Γ ∗
c稳定是闭环系统Γ ∗

c一致收

敛的充分条件.

证证证 设矩阵Φ的特征值集合为{(γ1)d, (γ2)d, · · · ,

(γ2N)d},其中(γi)d表示元素为γi,个数为d的子集合,
即(γi)d = {γi, γi · · · , γi}. 由推论3及定理1知道,当

(ω1, ω2, T ) ∈
N−1⋂
i=1

(<i1 ∪ <i2)时矩阵Φ的特征值均有

‖γ‖ 6 1,其 中γ2N−1 = γ2N = 1, ‖γi‖ < 1, i = 1,

2, · · · , 2N − 2. 设

Φ2 =

[
IN TIN

−ω1TL IN − ω2TL

]
∈ R2N×2N ,

则有Φ = Φ2 ⊗ Id,由推论3知矩阵Φ2的特征值集合

为{γ1, γ2, · · · , γ2N}. 根据矩阵论知识可知,存在非
奇异H ,使矩阵Φ2可以写成如下Jordan型:

Φ2 = HΣH−1 = H

[
Λ O

O J

]
H−1, (19)

其中: Λ=diag{γ1, γ2, · · · γ2N−2}, J =[1 1; 0 1],
H =[h1 h2 · · · h2N−1 h2N ],且h2N−1是特征值1所
对应的特征向量,则有Φ2h2N−1 = h2N−1.

令

H(2N−1)1 = [h(2N−1)1 h(2N−1)2 · · · h(2N−1)N ]T,

H(2N−1)2 =

[h(2N−1)(N+1) h(2N−1)(N+2) · · · h(2N−1)2N ]T,

则有[
IN TIN

−ω1TL IN−ω2TL

][
H(2N−1)1

H(2N−1)2

]
=

[
H(2N−1)1

H(2N−1)2

]
.

可 以 得 到H(2N−1)2 =ON×1, − ω1TLH(2N−1)1 =
ON×1. 由 图 的Laplacian矩 阵L的 性 质 可 知,当
H(2N−1)1 = k11N ,其中k1 ∈ R. 因此便有LH(2N−1)1

= ON×1. 故 可 得H(2N−1)1 = k11N , H(2N−1)2 =
ON×1. 由式(19)可得

Φ2H = HΣ ⇒ Φ2h2N = h2N−1 + h2N .

令

H(2N)1 = [h(2N)1 h(2N)2 · · · h(2N)N ]T,

H(2N)2 =[h(2N)(N+1) h(2N)(N+2) · · · h(2N)2N ]T,

则有 [
IN TIN

−ω1TL IN − ω2TL

][
H(2N)1

H(2N)2

]
=

[
H(2N−1)1

H(2N−1)2

]
+

[
H(2N)1

H(2N)2

]
,

进而可以得到H(2N)1 = k21N , H(2N)2 = k31N ,其中:
k2 ∈ R, k3 = k1/T . 由矩阵论关于Jordan阵的性质得

Φk
2 = H

k∑
H−1 = H

[
Λk O

O Jk

]
H−1,

其中Jk = [1 k; 0 1].对于i = 1, 2, · · · , 2N−2,由于
‖γi‖ < 1,故有γk

i = 0(k → +∞). 因此有

Φk
2 =

[h1 h2 · · · h2N−1 h2N ]
k∑

H−1(k → +∞) ⇒

Φk
2 =

[
h11 h21 · · · k11N k31N

h12 h22 · · · ON×1 k21N

][
O O

O Jk

]
H−1⇒

Φk
2 = e⊗ 1ne =

[
e1 e2 · · · e2n

m1 m2 · · · m2n

]
.

由于Φ = Φ2 ⊗ Id,故有Φk = (Φ2 ⊗ Id)k = Φk
2 ⊗ Id,

进而当k → +∞时, Φk = (e⊗ 1N)⊗ Id.
结合式(14)可知,当k → +∞时有[

X∗
c (k)

V ∗
c (k)

]
= Φ

[
X∗

c (k − 1)
V ∗

c (k − 1)

]
=

Φk

[
X∗

c (0)
V ∗

c (0)

]
=

[
1N ⊗ e0

1N ⊗m0

]
,

其中:

e0 =
N∑

i=1

eiX
∗
ci(0) +

N∑
i=1

eN+iV
∗
ci(0),

m0 =
N∑

i=1

miX
∗
ci(0) +

N∑
i=1

mN+iV
∗
ci(0).

在系统Γ ∗
c中,由于

V ∗
c1(0) = 0, X∗

c1(0) = 0, u∗c1 = 0,

故有

V ∗
c1(k + 1) = V ∗

c1(0) = 0,

X∗
c1(k + 1) = X∗

c1(0) = 0.

因此由上式可得e0 = 0, m0 = 0. 进而当 k→+∞
时有: X∗

c (k) = 0, V ∗
c (k) = 0. 至此定理2得证.

因此,当 k → +∞时在系统Γc有Xc(k+1)=P ,
Vo(k + 1) = 0,即多机器人系统收敛到期望队形. 由
坐标转换关系(4)可得{
Xo = (IN ⊗A)−1Xc + X∗

e ,

Vo =−(IN ⊗A−1BA−1)Xc+(IN ⊗A)−1Vc+V ∗
e ,

故可得在系统Γo中,当k → +∞时有[
Xo(k)
Vo(k)

]
=
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[IN ⊗A(k)]−1P

−[IN ⊗A−1(k)B(k)A−1(k)]P

]
+

[
X∗

e (k)
V ∗

e (k)

]
,

即多机器人系统收敛到期望运动规律上.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation)
仿真中运用的是由6个机器人组成的多智能体系

统,编队的队形及通信拓扑图如图3所示,其Laplacian
矩阵L为

L =




0 0 0 0 0 0
−1 3 −1 0 0 −1

0 −1 3 −1 −1 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 −1 −1 3 −1

−1 −1 0 0 −1 3




,

则矩阵L的最大特征值为λmax = 5. 仿真中采样时
间T = 0.2 s. 参数收敛域如图4所示.

图 3 机器人队形及通信拓扑图
Fig. 3 The multi-robot formation and the communication

topological graph

图 4 ω1 − ω2收敛域

Fig. 4 The convergence domain of ω1 − ω2

算算算例例例 1 在收敛域<中取一组 (ω1, ω2, T )为: ω1

= 0.1, ω2 = 1.5,为简化起见本文暂不考虑机器人间
的避障问题,初始时,各机器人均处于静止且位置为
(3.4, 0.2, 0), (4, 2, 0), (–3, 1.5, 0), (–5.6, –0.3, 0), (–1.8,
–1.3, 0), (2.7, –1.4, 0). 虚拟中心机器人Re的初始位置

为Xe = (0, 0, 0),在运动过程中,速度由Ve =(0, 0, 0)
逐渐匀加速到Ve = (0.2, 0, 0.1). 图5是6个机器人的
运动轨迹. 由图显然可知, 6个机器人很快收敛到期望
队形,并伴随队形中心一起做旋转运动.

图 5 编队绕心运动时各机器人轨迹
Fig. 5 The trajectory of six robots with revolving round

the formation center

算算算例例例 2 参数选取及各机器人初始状态同上. 运
动过程中,控制队形中心虚拟机器人Re沿预设轨迹运

行. 各机器人运动轨迹如图6所示. 明显可以看到6个
机器人很快收敛到期望队形,且当编队做曲线运动时
其期望前端始终是朝着编队前进方向.

图 6 编队中心沿预定轨道时各机器人轨迹
Fig. 6 The trajectory of six robots with formation center

moving along desired trajectory

算算算例例例 3 在收敛域<外选取参数ω1 =5, ω2 =1进
行仿真实验,所得各机器人运动轨迹如图7所示;显然
可以观察到各机器人的运动轨迹是发散的.

图 7 当ω1 = 5, ω2 = 1时各机器人运动轨迹

Fig. 7 The trajectory of six robots with ω1 = 5, ω2 = 1

6 结结结论论论(Conclusion)
本文主要针对包含绕心运动的多机器人编队协调

控制问题进行了研究,首先针对编队中心坐标系中的
机器人一般运动模型,进行坐标转换得到机器人在全
局坐标系中的模型(7)及控制输入(8). 其次定义了一
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类通信拓扑图,基于该通信拓扑下利用控制律(16)对
机器人编队进行协调控制,证明了其稳定性,并得到
了使编队收敛到期望队形的参数收敛域.最后利用
6个机器人的编队进行了仿真,验证了本文控制策略
的有效性和正确性.
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