
第 31卷第 3期
2014年 3月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 31 No. 3
Mar. 2014

空空空间间间体体体热热热分分分形形形扩扩扩散散散的的的控控控制制制

DOI: 10.7641/CTA.2014.30606

乔 威1,2, 刘树堂1, 孙 洁2†

(1. 山东大学控制科学与工程学院,山东济南 250061; 2. 山东大学(威海)机电与信息工程学院,山东威海 264209)

摘要:对空间有源热扩散物体,本文给出了热扩散分形生长的非线性动力学系统,研究了空间体热扩散分形生长
的预测和热扩散分形生长的控制.通过分析生长概率与干扰项之间的数量关系,得到了不同源项对分形生长的影
响.通过构造指数函数形式的非线性干扰项和内热源项,验证了空间体热扩散分形生长控制的有效性,为合理选择
控制参数和控制区域提供了有效的方法.
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Control of thermal fractal diffusion of space body
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Abstract: We investigate the nonlinear dynamic system of the thermal diffusion fractal growth for the space body, and
predict and control this thermal diffusion fractal growth. The influence of distant source items on fractal growth is obtained
by analyzing the quantitative relationship between the growth probability and the disturbance item. The control of the
thermal diffusion fractal growth of space body is tested by using a nonlinear exponential interference item and an internal
thermal source item with adjustable control parameters and regions.
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1 引引引言言言(Introduction)
分形是当前非常活跃的非线性科学研究前沿[1–6].

1981年美国密捷安大学Witten和Sander开创性地提出
了一个扩散限制凝聚(diffusion limited aggregation,
DLA)的分形生长模型[7],成功模拟一个远离平衡态的
分形生长过程,在一定程度上解释了诸如热扩散、薄
膜生长、流体驱替等非平衡现象,并已广泛应用于一
些远离平衡的不可逆生长过程中,取得了大量的理论
和应用成果[8–9].

自然分形生长都是在三维空间中进行的,注意到
对三维分形生长及其维数问题研究的文献并不多. 比
如P. Meakin[10]通过计算机模拟研究了三维分形生长

并对其维数进行了计算,但受当时计算机资源的限
制,并没有完全按照DLA模型进行模拟. 另一方面,在
现实而复杂的环境中,磁场变化、导热系数随温度的
变化、电流变化[11–12]等许多外界因素都会影响分形

扩散凝聚的过程,从而使分形生长的形态复杂多变并
难于预测. 从而对于空间中分形生长的预测和控制是
亟待解决的重要问题.

本文针对某空间物体,将热扩散中的有源扩散方
程引入分形系统,充分利用数学模型,根据边界条件
的调整变化,分析外界复杂干扰项和内热源干扰项对
分形生长过程的影响,并通过构造指数函数形式的非
线性干扰项和内热源干扰项,实现了空间体热扩散分
形生长形态的预测和控制.

2 空空空间间间体体体热热热源源源扩扩扩散散散系系系统统统(Space body thermal
diffusion system)
从分形生长的动力学角度,某空间物体W的热扩

散过程的生长概率可看作符合边界条件的分布参数

系统:
∂V (x, y, z, t)

∂t
=

a2[
∂V 2(x, y, z, t)

∂x2
+

∂V 2(x, y, z, t)
∂y2

+

∂V 2(x, y, z, t)
∂z2

], (1)

其中: V (x, y, z, t)表示空间体W在位置(x, y, z)处 t

时刻的温度(热扩散概率)[13]. 为研究解的方便,引入
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符合客观环境的分形生长参数系统:

∇2V (x, y, z) = u(x, y, z) + f(V (x, y, z)). (2)

通常函数f(V (x, y, z))是一个非线性函数,在物理上
称为强迫项; u(x, y, z)是数量化的初始条件,称为源
项;非线性干扰项f(V (x, y, z))和源项u(x, y, z)可看
为环境干扰项.一般利用七点差分格式法分析它的数
值解,提出三维空间非线性分形生长系统(2)的离散动
力系统为

Vi+1,j,k + Vi,j+1,k + Vi,j,k+1 +

Vi−1,j,k + Vi,j−1,k + Vi,j,k−1 − 6Vi,j,k =

ui,j,k + f(Vi,j,k). (3)

系统(3)的边界条件满足: 在热扩散凝聚集团H上
各点的V (x, y, z)为0,无穷远边界Γ̄向热扩散凝聚表

面提供一个稳定的总粒子流V (x, y, z) ≡ 1. 通过系
统(3)定出空间网格上所有点的热扩散概率,显然热扩
散最近邻待生长凝聚区域T内的点满足

0 < V (x, y, z) ¿ 1

成立.

在空间体的热扩散生长,由空间内各可能扩散点
的生长概率函数来决定,各可能扩散点的生长概率函
数pi与其温度梯度更多的呈现非线性函数关系

[14]:

pi =
|∇Vi(x, y, z)|

n∑
i=1

|∇Vi(x, y, z)|
, (4)

n代表待生长点个数,分母项表示粒子向各方向生长
的总概率及归一化系数. 在式(4)的基础上,采用轮盘
赌选择算法[15]从所有可能的待生长点选取新的热扩

散点. 空间体热量凝聚表面成核粒子选择可能的生长
点为:与成核点距离是1的最近邻6个点,如图1所示.
则含源项和非线性项干扰的空间体热扩散问题已由

离散动力系统(2)、边界条件式(3)、生长概率式(4)和
赌轮盘选择算法所描述,图2是环境干扰项f = 0, u

= 0时热扩散分形凝聚集团图形.

图 1 成核点与最近邻待生长点

Fig. 1 Nucleating point and possible growth points

图 2 f = 0, u = 0时空间物体W上的热扩散

Fig. 2 Thermal diffusion of W at f = 0, u = 0

3 空空空间间间体体体热热热源源源分分分形形形的的的扩扩扩散散散控控控制制制(Control of
space body thermal fractal diffusion system)
注意到,指数函数不仅在Schrdinger方程, Sph-

erical Harmonics函数中有广泛应用,并且在静电火花
放电,离子电化学等诸多现实物理系统中也时常出现.
因此,假设系统(2)中的非线性函数项为

f(Vi,j,k) = ξ6Vi,j,ke−6Vi,j,k . (5)

为了处理解的方便引入符号:

E(r) = Ei,j,k(r) =

Vi+r,j,k + Vi,j+r,k + Vi,j,k+r +

Vi−r,j,k + Vi,j−r,k + Vi,j,k−r, (6)

则系统(3)化为

E(1) = ui,j,k + ξE(0)e−E(0) + E(0),

考虑到处理问题的方便,通常考虑下列系统:

E(r) = u(x, y, z) + E(r − 1)e−E(r−1) +

E(r − 1), r = 1, 2, · · · , n. (7)

对式(7)进行简单迭代,可以得到

E(r)= ru(x, y, z)+ξE(r − 1)e−E(r−1)+

E(r−2)e−E(r−2)+· · ·+E(0)e−E(0)+

E(0), r = 1, 2 · · ·n. (8)

假设热扩散有限凝聚区域Γ ,则凝聚集团H及最

近邻待生长凝聚区域T ,符合(H ∪ T ) ⊂ Γ . 由系
统(3)的边界条件知, (x, y, z) ∈ (H ∪ T )内的点符
合 0 6 V (x, y, z) < ε ¿ 1,则0 < 6ε ¿ 1,从而 0 6
6V (x, y, z) < 6ε ¿ 1,即 06E(0) ¿ 1,因此令系统

(8)中的u(x, y, z)和ξ在热扩散空间区域内的取值充分

小,使得

0 6 Vi+r,j,k + Vi,j+r,k + Vi,j,k+r + Vi−r,j,k +

Vi,j−r,k + Vi,j,k−r < 1,

保证控制项远远小于系统本身的输入量.
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3.1 环环环境境境干干干扰扰扰项项项对对对热热热分分分形形形扩扩扩散散散的的的控控控制制制 (Control of
environmental disturbance term for the thermal
fractal diffusion)
对于系统(8),取非线性函数f(t) = ξte−t,则f(t)

为连续函数,从而可以得到f(t)在t = 0处的Taylor展
开为

f(t) = ξ
∞∑

k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
tk,

从而系统(8)化为

E(r) = u(x, y, z) + ξ
+∞∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
[E(r − 1)]k +

E(r − 1).

由系统(3)的边界条件可知

0 < ξ < 1, 0 6 E(r) < 1,

0 < u(x, y, z) < 1, 0 6 V (x, y, z) < 1,

从而有



E(1) =

ξ
+∞∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
[E(0)]k + E(0) + u(x, y, z) 6

(ξ + 1)E(0) + u(x, y, z),
...

E(r) =

ξ
+∞∑
k=1

(−1)k−1

(k − 1)!
[E(r − 1)]k + u(x, y, z) 6

(1 + ξ)rE(0) + ((1 + ξ)r−1 + (1 + ξ)r−2+

(1 + ξ) + 1)u(x, y, z).

(9)

令不等式(9)的右边项为

F (ξ, u(x, y, z), r) =

(ξ + 1)rE(0) + (
r−1∑
k=0

(ξ + 1)k)u(x, y, z),

注意到 0<ξ ¿ 1, 0<u(x, y, z) ¿ 1, 06E(r)<1,
从而有

F (ξ, u(x, y, z), r)
∂ξ

=

r(ξ + 1)r+1E(0) + (
r−1∑
k=1

k(ξ + 1)k−1)u(x, y, z),

(10)

则 



F (ξ, u(x, y, z), r)
∂ξ

> 0,

∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂u(x, y, z)

=
r−1∑
k=0

(ξ + 1)k,

(11)

从而

∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂u(x, y, z)

> 0. (12)

由数学分析中关于函数增减性判定方法,从式(11)−
(12)可得E(r)关于ξ及u(x, y, z)分别单调递增的.

3.2 源源源项项项与与与非非非线线线性性性项项项不不不同同同的的的控控控制制制作作作用用用 (Different
control effect of source term and nonlinear in-
terference term)
虽然非线性项ξ6V (x, y, z)e−6V (x,y,z)和源项u(x,

y, z)增大都可以控制热扩散的凝聚,但是为了达到更
好的控制分形生长及预测的目的,需要进一步的讨论
参数对于热扩散凝聚影响程度的差异.

∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂ξ

− ∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂u(x, y, z)

=

r(ξ + 1)r+1E(0) +
r−1∑
k=1

k(ξ + 1)k−1u(x, y, z)−
r−1∑
k=0

(ξ + 1)k =

(ξ + 1)r−1(rE(0)− 1) +
r−2∑
k=0

(ξ + 1)k[(k + 1)u(x, y, z)− 1].

由0 6 rE(0) < 1, 0 < (r + 1)u(x, y, z) < 1,可得

∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂ξ

− ∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂u(x, y, z)

< 0,

即

∂F (ξ, u(x, y, z), r)
∂ξ

<
∂F (ξ, u(x, y, z), r)

∂u(x, y, z)
,

从而非线性项ξ6V (x, y, z)e−6V (x,y,z)对生长凝聚的

影响效应要小于u(x, y, z). 即在源项作用区域内,非
线性项的存在不改变传导表面凝聚到作用区域内的

热扩散分形趋势. 源项与非线性项都是环境干扰项,
源项为与热扩散概率V (x, y, z)无关的函数项,非线
性项为与热扩散概率V (x, y, z)有关的函数项.
上述研究是空间体热扩散中对于热量扩散数学物

理形式的数量分析,随后的计算机仿真模拟验证环境
干扰控制项对于热量凝聚效果是明显有效的.

4 空空空间间间体体体热热热分分分形形形扩扩扩散散散的的的数数数值值值分分分析析析(Numerical
analysis of thermal fractal diffusion)
采用空间体W内51× 51× 51规格的三维正方网

格,热源在网格中心(26, 26, 26)处,模拟了10000个热
粒子的分形扩散凝聚. 通过设置不同的参数ξ, u(x, y,

z)及源项作用球域半径R,模拟环境干扰项对热扩散
分形生长形态的控制作用.

4.1 环环环境境境干干干扰扰扰的的的控控控制制制(Control of environmental
disturbance)
图3−6是参数ξ, u(x, y, z)及源项作用球域半径R

不同情况下的分形热扩散形态图. 根据式(6)给出的
E(r)与Vi,j,k的关系,以及根据数学分析原理得到
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E(r)关于ξ及u(x, y, z)分别单调递增可知,空间体热
扩散凝聚概率V (x, y, z)会分别随着非线性项ξ6V (x,

y, z)e−6V (x,y,z)和源项u(x, y, z)的增大而增大.图3−
6与无环境干扰的图2相比较,清楚的验证了环境干扰
项以及作用区域的增大,对热扩散凝聚表面比无环境
干扰情况显现出越来越凝聚的控制效应.图3−6热扩
散形态图的变化形象的体现了环境干扰项控制方法

的有效性.

图 3 ξ = 10−5, u = 10−2, R = 6时的热扩散

Fig. 3 Thermal diffusion at ξ=10−5, u=10−2, R=6

图 4 ξ = 10−5, u = rand× 10−3, R = 12的热扩散

Fig. 4 Thermal diffusion at ξ = 10−5,

u = rand× 10−3, R = 12

图 5 ξ = 10−5, u = 5× 10−3, R = 12的热扩散

Fig. 5 Thermal diffusion at ξ = 10−5,

u = 5× 10−3, R = 12

图 6 ξ = 10−6, u = 10−2, R = 20的热扩散

Fig. 6 Thermal diffusion at ξ = 10−6, u = 10−2, R = 20

分形维数度量了系统填充空间的能力,它从测度
论和对称理论方面刻画了系统的无序性,是衡量分形
特征的重要参数[9]. 空间点源热分形扩散具有明显的
中心生长点,故采用Sandbox法[14]计算出不同球域干

扰作用下的分形维数(D),如表1所示. 随着环境干扰
项的作用范围和强度的扩大,对应得分形维数有不同
程度的增大.这表明环境干扰项不仅控制球状物体热
分形扩散表面形态变化,而且还增大了热分形扩散生
长的复杂度.

表 1 不同环境干扰下热扩散凝聚图形分形维数
Table 1 fractal dimension of thermal diffusion under

different environmental disturbance

环境干扰项参数
本文中图形的编号

ξ u R
图形的分形维数

2 0 0 0 2.3832
3 10−5 10−2 6 2.3915
4 10−5 rand ∗ 10−3 12 2.4896
5 10−5 5*10−3 12 2.6096
6 10−6 10−2 20 2.8849

4.2 源源源项项项与与与非非非线线线性性性项项项不不不同同同程程程度度度的的的控控控制制制作作作用用用(Differ-
ent degree control of source terms and nonlinear
terms)
图4与图5对比,在源项作用区域内,非线性项的存

在不改变扩散凝聚表面到作用区域内的热分形扩散

趋势. 这意味着ξ6V (x, y, z)e−6V (x,y,z)对生长凝聚的

控制作用要小于u(x, y, z)的作用. 空间体热扩散中,
当源项u(x, y, z)在球状作用区域内取值分别是常数
与0∼1间的随机数时,所得的图4与图5显示: u(x, y,

z)取值为随机数时的凝聚不如取值为常数时使热分形
扩散的凝聚更紧密,原因是随机数的取值造成作用区
域内生长概率的减少,导致凝聚的疏散.
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5 结结结论论论(Conclusion)
三维空间非平衡生长现象广泛存在自然界中,它

的预测与控制具有非常重要的现实意义.本文通过引
入源项将有限扩散凝聚扩展为有源扩散系统,给出了
空间体热分形扩散系统干扰控制数学模型,根据模型
分析了扩散概率和干扰项之间的数量关系,预测扩散
分形生长表面的形态变化,通过改变干扰项和源项的
大小以及作用区域实现了对热分形扩散形态的有效

控制.上述研究将有助于理解三维空间中非平衡生长
的物理机制以及对物理、生物、材料等学科的应用有

重要借鉴意义.
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