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摘要:研究了一类纯反馈非线性系统的输出跟踪问题.通过引入一个新的坐标变换,提出了一种基于反推设计的状态
反馈控制算法. 所得控制算法不仅保证了系统跟踪误差全局渐近稳定,同时使得闭环系统所有信号有界. 最后,一个仿
真实例验证了本文控制算法的有效性.
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Backstepping control for a class of pure-feedback nonlinear systems

LIU Yong-hua
(College of Automation Science and Engineering, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China)

Abstract: The output tracking problem for a class of pure-feedback nonlinear systems is discussed. By introducing a
novel coordinate transformation, we develop a state feedback controller via backstepping approach. The proposed control
algorithm not only ensures the global asymptotic tracking, but also guarantees the boundedness of all the closed loop
signals. Finally, a simulation example is given to demonstrate the effectiveness of the proposed control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
与严格反馈非线性系统相比,纯反馈非线性系统

是一类更一般且更能真实描述客观系统(如化学反
应[1])的非线性系统,一般表示为[2]:{

ẋi = gi(x̄i, xi+1), i = 1, · · · , n− 1,

ẋn = gn(x̄n, u),
(1)

其 中: x̄i =[x1 · · ·xi]T∈Ri, i=1, · · · , n; x̄n =[x1

· · ·xn]T ∈ Rn为系统状态向量, u为系统的输入;
gi(·)为光滑非线性函数, i = 1, · · · , n.

近年来,纯反馈非线性系统控制受到了越来越多
的关注[3–4]. 文[5]较早提出并研究了一类纯反馈非线
性系统控制问题,按照反推设计思想,通过坐标变换,
给出了严格反馈条件下系统全局调节和全局跟踪的

自适应控制器设计方法. 然而,在非仿射性条件下,传
统适合于严格反馈非线性系统的控制方法很难直接

用于纯反馈非线性系统控制器设计.在文[5]基础上,
文[6]从纯反馈非线性系统本身出发,在无须进行任何
坐标变换情况下,给出了系统全局调节和全局跟踪的
自适应控制器设计方法,然而,该方法无法保证闭环

系统所有信号全局有界,且其相关假设可能产生系统
能控性问题.文[7]讨论了一类高阶非线性系统(特殊
的纯反馈非线性系统)的控制问题,通过引入增加幂次
积分器技术,得到了一个全局镇定光滑状态反馈控制
器. 针对未知纯反馈非线性系统,文[8–12]提出了一
种智能控制方法,该方法通过运用隐函数定理和中值
定理,将纯反馈非线性系统转化为严格反馈非线性系
统,然后对转化后的严格反馈非线性系统进行控制器
设计.为避免使用中值定理而产生的代数环问题[13],
文[13–14]运用模糊逻辑系统通用逼近器和反推设计
法,直接对纯反馈非线性系统进行控制器设计,所得
控制器能够保证闭环系统半全局稳定. 然而,基于通
用逼近器的控制算法往往无法确保系统跟踪误差全

局稳定.
不同于上述方法,本文根据反推设计思想,引入一

个新的坐标变换,直接给出了一个纯反馈非线性系统
的状态反馈控制器. 所得控制器能够保证系统跟踪误
差全局渐近稳定,且闭环系统所有信号全局有界. 最
后,通过一个数值例子对本文所提出方法的有效性进
行了验证.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下一类纯反馈非线性系统:




ẋi = fi(x̄i, xi+1), i = 1, · · · , n− 1,

ẋn = fn(x̄n) + ln(x̄n)u,

y = x1,

(2)

其中: x̄i =[x1 · · ·xi]T∈Ri, i=1, · · · , n; x̄n =[x1· · ·
xn]T ∈ Rn为系统状态向量, u和y分别为系统的输入

和输出; fi(·)和ln(·)为已知光滑函数,且ln(·) 6= 0,
i = 1, · · · , n.

控制目标:设计控制器u,使系统(2)输出y全局渐

近跟踪一个给定的光滑参考轨线yd,且保证闭环系统
所有信号有界.

为了达到控制目标,对上述系统作如下假设:

假假假设设设 1 存在正数ε,使得
∣∣∣∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

∣∣∣ > ε, i = 1, · · · , n− 1. (3)

注注注 1 与 假 设 1相 比,文 献 [6]中 的 假 设 条 件˛̨
˛∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

˛̨
˛ > 0更弱,然而,可以发现,该假设条件无法

确保系统(2)充分可控.例如,考虑如下系统:
8
>><
>>:

ẋ1 = x2
1 + ex2 ,

ẋ2 = u,

y = x1.

(4)

显然,
˛̨
˛∂(x2

1 + ex2)

∂x2

˛̨
˛ = ex2 > 0满足文 [6]中的假设条件(不

满足假设1),然而,由ẋ1 > 0易知系统(4)为不可控系统,即不

存在任何控制器使系统达到全局调节或全局跟踪,这说明了

文 [6]中给出的控制器设计方法亦无法使系统(4)达到全局调

节或全局跟踪. 为避免出现系统能控性问题,本文将文 [6]中

假设条件
˛̨
˛∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

˛̨
˛ > 0加强为假设1.

假假假设设设 2 光滑参考轨线yd及其n阶导数已知且有

界.

引引引理理理 1 若光滑函数fi(x̄i, xi+1)有界,则xi+1有

界, i = 1, · · · , n− 1.

证证证 由fi(x̄i, xi+1)为光滑函数,根据中值定理可
知,至少存在一点ζ(ζ∈(min(0, xi+1),max(0, xi+1))),
使得

fi(x̄i, xi+1)− fi(x̄i, 0) =
∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

∣∣∣
xi+1=ζ

(xi+1 − 0). (5)

由假设1可知,存在ε > 0,使得
∣∣∣∂fi(x̄i, xi+1)

∂xi+1

∣∣∣
xi+1=ζ

> ε. (6)

又fi(x̄i, xi+1)为有界函数,故等式(5)左边有界,
即可得xi+1亦有界.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
与传统反推控制器设计不同,本文采用如下坐标

变换:

z1 = x1 − yd, (7)

zi = fi−1 − αi−1, i = 2, · · · , n. (8)

其中αi为第i个子系统的虚拟控制律.

注注注 2 在传统反推法中[2],常常视xi+1为第i个子系统

的虚拟控制变量,因此,其采取的坐标变换为

z1 = x1 − yd, (9)

zi = xi − αi−1, i = 2, · · · , n. (10)

基于式(9)–(10)的传统反推法有效解决了严格反馈非线性系

统的控制器设计问题,然而,由于纯反馈系统的非仿射性,使

得传统反推法很难直接用于纯反馈系统控制器设计.与此不

同,本文所提反推设计的核心思想是视光滑函数fi为第i个子

系统的虚拟控制,因而采用的相应坐标变换为式(7)–(8).

步步步骤骤骤 1 由式(2)(7)–(8)可得

ż1 = ẋ1 − ẏd = f1 − ẏd = z2 + α1 − ẏd. (11)

选择虚拟控制律α1为

α1 = −c1z1 + ẏd, (12)

其中c1为正的设计常数.

根据式(11)–(12)可得

z1ż1 = −c1z
2
1 + z1z2. (13)

步步步骤骤骤 2 由式(2)(8)可得

ż2 =
∂f1

∂x1

ẋ1 +
∂f1

∂x2

ẋ2 − α̇1 =

∂f1

∂x1

f1 +
∂f1

∂x2

f2 − α̇1 =

∂f1

∂x1

f1 +
∂f1

∂x2

(z3 + α2)− α̇1. (14)

选择虚拟控制律α2为

α2 =
−c2z2 − z1 − ∂f1

∂x1
f1 + α̇1

∂f1
∂x2

, (15)

其中c2为正的设计常数.

根据式(14)–(15)可得

z2ż2 = −c2z
2
2 − z1z2 +

∂f1

∂x2

z2z3. (16)

步步步 骤骤骤 i(3 6 i 6 n− 1) 对zi = fi−1 − αi−1求

导,可得

żi =
i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj

ẋj +
∂fi−1

∂xi

ẋi − α̇i−1 =

i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj

fj +
∂fi−1

∂xi

fi − α̇i−1 =
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i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj

fj +
∂fi−1

∂xi

(zi+1+αi)−α̇i−1. (17)

选择虚拟控制律αi为

αi =
−cizi− ∂fi−2

∂xi−1

zi−1−
i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj

fj +α̇i−1

∂fi−1

∂xi

,

(18)

其中ci为正的设计常数, i = 3, · · · , n− 1.

根据式(17)–(18)可得

ziżi = −ciz
2
i −

∂fi−2

∂xi−1

zizi−1 +
∂fi−1

∂xi

zizi+1.

(19)

步步步骤骤骤 n 这一步将得到实际控制u. 对zn =fn−1

− αn−1求导,可得

żn =
n−1∑
j=1

∂fn−1

∂xj

ẋj +
∂fn−1

∂xn

ẋn − α̇n−1 =

n−1∑
j=1

∂fn−1

∂xj

fj +
∂fn−1

∂xn

fn+
∂fn−1

∂xn

lnu−α̇n−1.

(20)

选择实际控制律u为

u =
−cnzn − ∂fn−2

∂xn−1

zn−1 −
n∑

j=1

∂fn−1

∂xj

fj + α̇n−1

∂fn−1

∂xn

ln

(21)

其中cn为正的设计常数.

根据式(20)–(21)可得

znżn = −cnz2
n −

∂fn−2

∂xn−1

znzn−1. (22)

定定定理理理 1 对满足假设1和2的一类纯反馈非线性
系统(2),采用控制律(21),则系统跟踪误差全局渐近
稳定,且闭环系统所有信号全局有界.

证证证 选取如下Lyapunov函数

V =
n∑

i=1

1
2
z2

i . (23)

结合式(13), (16), (19)–(22),对V求导

V̇ =
n∑

i=1

ziżi = −
n∑

i=1

ciz
2
i 6 −ρV, (24)

其中ρ = min{2c1, · · · , 2cn}.

对式(24)两边沿[0, t]积分,可得

V 6 V (0)e−ρt, (25)

因此, lim
t→+∞

zi = 0,且zi有界, i = 1, · · · , n. 同时,由

(2)(7)和(8), z1有界可得x1, α1, f1有界,由引理1可得
x2亦有界,随之f1的各个偏导数亦有界;结合z2有界

可得到α2有界,从而f2亦有界,由引理1可推得x3有

界,进而f2的各个偏导数亦有界. 以此类推,可得x1,

· · · , xn, α1, · · · , αn−1, u均有界.

注注注 3 不同于传统反推法,本文将光滑非仿射函数fi视

为第i个子系统的虚拟控制,采用坐标变换(7)和(8),有效克服

了纯反馈系统中非仿射结构引起的控制器设计困难.

注注注 4 与文 [6]中方法比较,本文所得控制器不仅可使

系统输出误差全局渐近收敛到零,且可保证闭环系统所有信

号有界. 而文 [6]中方法仅讨论了系统输出误差渐近跟踪问

题,没有考虑闭环系统信号的有界性.

注注注 5 当

fi(x̄i, xi+1) = hi(x̄i) + li(x̄i)xi+1,

其中hi(x̄i)和li(x̄i均为光滑函数), i = 1, · · · , n− 1,系统(2)

变为一般严格反馈非线性系统,可见上述方法亦适合于严格

反馈非线性系统.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
考虑如下一个二阶非仿射纯反馈系统:




ẋ1 = 0.1x2
1 − e−x2 + 0.1x2,

ẋ2 = 0.5x1x2 − 2x1 + u,

y = x1,

(26)

其中

f1(x̄1, x2) = 0.1x2
1 − e−x2 + 0.1x2,

f2(x̄2) = 0.5x1x2 − 2x1.

显然, f1(x̄1, x2)满足假设1. 期望参考轨线yd =1.5
sin(2t). 系统初始条件为x1(0) = 1, x2(0) = 0.2. 控
制器参数选择为c1 = 1, c2 = 1.

仿真结果如图1–3所示,图1为基于反推控制器的
系统跟踪性能曲线,图2为系统实际控制输入u,图3为
系统状态x2. 从仿真结果可以看出,本文所提出控制
器保证了系统跟踪误差全局渐近稳定,且闭环系统所
有信号全局有界.

图 1 跟踪性能曲线
Fig. 1 Tracking performance
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图 2 控制输入u

Fig. 2 Control input u

图 3 状态x2

Fig. 3 State x2

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类纯反馈非线性系统输出跟踪问题,

不同于传统反推法,通过引入一个新坐标变换,得到
了一个基于反推法的状态反馈控制器. 所得控制器保
证系统跟踪误差全局渐近稳定,使得闭环系统所有信
号全局有界. 最后,一个数值实例验证了本文控制算
法的有效性.
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