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摘要:为了解决非线性系统中不可测量参数的预测问题,提出一种带有次优渐消因子的强跟踪平方根容积卡尔
曼滤波(STSCKF)和自回归(AR)模型相结合的故障预测方法. 利用AR模型时间序列预测法预测未来时刻的测量值,
将预测的测量值作为STSCKF的测量变量,从而将预测问题转化为滤波估计问题. STSCKF通过在预测误差方差阵
的均方根中引入渐消因子调节滤波过程中的增益矩阵,克服了故障参数变化函数未知情况下普通SCKF跟踪故障参
数缓慢甚至失效的局限性,使得STSCKF能较好地预测故障参数的发展趋势. 连续搅拌反应釜(CSTR)仿真结果表
明, STSCKF的预测精度高于普通SCKF和强跟踪无迹卡尔曼滤波(STUKF),验证了方法的有效性.
关键词: 强跟踪滤波;非线性滤波;状态和参数联合估计;平方根容积卡尔曼滤波(SCKF);故障预测
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Fault prediction with combination of strong tracking square-root
cubature Kalman filter and autoregressive model
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Abstract: To deal with the problem of prognosis of unmeasured parameters in nonlinear systems, we propose a fault
prediction algorithm which is a combination of the strong tracking square-root cubature Kalman filter (STSCKF) with
suboptimal fading factor and the autoregressive (AR) model. Future time values of measurement variables are forecasted
by using the AR model time series prediction method; and then, the predicted values are used as STSCKF measurement
variables. Thus, the prognostic problem is transformed into a filter estimation issue. The fading factor is introduced
into the square root of the STSCKF prediction error covariance for adjusting the gain matrix in the filter process. As a
result, STSCKF eliminates the disadvantage of slow tracking or even unable tracking of fault parameters in conventional
SCKF when the time-varying functions of fault parameters are unknown, improving the capability for forecasting the
varying trend of fault parameters. Simulation results on a continuous stirred tank reactor (CSTR) show that the predicting
accuracy of STSCKF is higher than that of the conventional SCKF or the strong tracking unscented Kalman filter (STUKF),
demonstrating the superiority of the performance capability of the proposed method.

Key words: strong tracking filter; nonlinear filters; state and parameter joint estimation; square-root cubature Kalman
filter (SCKF); fault prediction

1 引引引言言言(Introduction)
系统的模型参数往往不能直接通过测量获得,而

且当模型参数出现故障时,其故障变化趋势是未知的,
状态和参数联合估计法[1],将出现故障的参数扩展为
状态变量,并依据系统的输出测量值采用滤波法间接
估计故障参数,被广泛地应用于故障诊断与预测领域.
很多学者采用扩展卡尔曼滤波(EKF)来估计模型故障
参数,文献[2]对状态和参数进行联合估计,并结合神
经网络实现故障分类. 文献[3]将模型参数扩展为状态

变量,利用EKF估计模型参数,采用统计检验方法进
行故障检测. 文献[4]将EKF和小波变化相结合,实现
频域状态变量的在线估计,继而进行故障检测. 但是
当系统的非线性较强时, EKF的滤波精度不高,为此,
相继提出了基于无迹卡尔曼滤波(UKF)[5]和粒子滤波

(PF)[6–7]的故障诊断与预测方法. 文献[5]利用UKF对
鼠笼型感应电动机的状态变量进行在线估计,从而实
现故障检测. 但是UKF在方差阵更新中容易出现病态
现象[8],难以保持协方差阵的正定性,使得滤波过程
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中容易出现矩阵分解无效现象,且UKF中存在需要人
为确定的参数,增加了滤波中的不确定性因素.文
献[7]利用多并行粒子滤波法得到不同滤波器的残差,
根据对数似然比检测并隔离故障,但是PF存在实时性
差、粒子退化以及建议分布选择等问题.为了克服传
统非线性滤波器的不足,文献[9]提出了平方根容积卡
尔曼滤波(SCKF),该方法利用球形积分准则和径向积
分准则直接计算非线性变换后的均值和协方差,
与EKF和UKF相比,具有更强的数值稳定性和更高的
滤波精度[10],目前SCKF已经应用到了机动目标跟
踪[11]、航天器姿态估计[12]等方面.

通常情况下,模型参数的变化函数是未知的,而传
统的滤波方法对此类情况存在跟踪缓慢甚至失效的

问题.强跟踪滤波理论将渐消因子引入到预测协方差
阵中,对滤波过程中的增益矩阵进行调整,增强了模
型不匹配下滤波算法的鲁棒性. 文献[13]采用强跟踪
滤波对参数进行估计,并与正常阈值进行比较,实现
故障检测. 文献[14]采用强跟踪滤波解决模拟电路元
件参数估计问题,从而实时诊断电路中的元件故障.
文献[15]采用强跟踪扩展模糊集卡尔曼滤波对系统状
态变量和参数进行多步故障预测. 文献[16]将强跟踪
滤波理论引入UKF中,采用强跟踪UKF估计状态变
量,实验结果表明强跟踪UKF的滤波精度高于普通
UKF.但是与普通UKF一样,强跟踪UKF存在方差阵
更新中的病态问题和参数选择问题.

为此,本文根据强跟踪理论推导适用于SCKF的次
优渐消因子计算公式,并将渐消因子引入到SCKF的
预测误差方差阵的均方根中,提出一种基于次优渐消
因子强跟踪SCKF的状态和参数联合滤波算法. 同时,
现有状态和参数联合滤波法主要考虑故障参数的估

计问题,对故障参数进行预测的文献较少. 虽然滤波
中的时间更新过程能够对扩展成状态变量的故障参

数进行预测,但是由于缺少故障参数的状态方程,使
得故障参数的预测精度不高. 因此,本文首先利用AR
模型对测量变量组成的时间序列进行预测,然后利用
测量变量的预测值和强跟踪SCKF算法估计故障参数,
从而将滤波中的预测过程转化为估计过程,保证对未
知变化故障参数预测的有效性.

2 强强强跟跟跟踪踪踪SCKF(Strong tracking SCKF)
设非线性离散系统的状态方程和测量方程为{

xk = fk−1(xk−1) + wk−1,

zk = hk(xk) + vk,
(1)

其中: xk是系统的nx维状态向量, zk是系统的m维测

量向量; fk−1(·)和hk(·)分别为系统的状态函数和测
量函数;过程噪声wk ∈ Rnx的均值和协方差分别为

qk和Qk,测量噪声vk ∈ Rm的均值和协方差分别为

rk和Rk,其中wk和vk互不相关,且Qk和Rk均为正

定对称阵.

2.1 强强强跟跟跟踪踪踪滤滤滤波波波原原原理理理(Strong tracking filter theory)
传统的滤波算法(EKF, UKF, SCKF等)对模型的不

确定的鲁棒性较差,引起状态的估计精度下降. 同时,
当系统到达稳态时,增益矩阵趋于最小值,使得其丧
失了对突变状态的跟踪能力. 而强跟踪滤波器通过在
状态预测协方差阵Pk|k−1中引入渐消因子,实时调整
增益矩阵,使得

E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)T] = min, (2)

E[εk+jε
T
k ] = 0, k = 0, 1, · · · , j = 1, 2, · · · . (3)

式(2)是滤波器的固有属性,式(3)要求不同时刻状
态变量的残差序列处处保持正交. 若系统模型存在较
强的不确定性,必然会导致残差序列不正交,此时通
过调整增益矩阵,强行使式(3)的条件成立,即保证残
差序列的正交性,这样在模型不确定时,强跟踪滤波
器仍然能够保持对状态变量的有效跟踪.

2.2 渐渐渐消消消因因因子子子的的的计计计算算算(Fading factor computation)
由文献[17]中的计算过程,可以得到强跟踪滤波

器中的次优渐消因子λk计算公式如下:

λk =

{
λ0, λ0 > 1,

1, λ0 6 1,
λ0 =

tr[Nk]
tr[Mk]

, (4)

Nk = Vk −HkQk−1H
T
k −Rk, (5)

Mk = HkFk|k−1Pk−1|k−1F
T
k|k−1H

T
k , (6)

Vk =





ε1ε
T
1 , k = 1,

ρVk−1 + εkε
T
k

1 + ρ
, k > 2,

(7)

其中: Fk|k−1和Hk分别为状态方程和测量方程对状

态变量的一阶偏导矩阵(雅可比矩阵), tr(·)为计算矩
阵迹的算子. 下面根据强跟踪滤波器的等价表述来推
导强跟踪SCKF的次优渐消因子计算公式.

因为引入渐消因子之前的状态预测协方差阵

P ∗
k|k−1、输出预测协方差阵P ∗

zz,k|k−1、互协方差阵

P ∗
xz,k|k−1、状态矩阵Fk|k−1和测量矩阵Hk之间有如

下关系[18]:

P ∗
xz,k|k−1 = P ∗

k|k−1H
T
k , (8)

P ∗
zz,k|k−1 = HkP

∗
k|k−1H

T
k + Rk, (9)

P ∗
k|k−1 = Fk|k−1Pk−1|k−1F

T
k|k−1 + Qk−1. (10)

前面已经假设Qk为正定对称阵,则存在P ∗
k|k−1的

逆矩阵,由式(8)可得

Hk = [P ∗
xz,k|k−1]

T[P ∗
k|k−1]

−1. (11)

利用式(11)替换式(5)中的Hk可得

Nk = Vk − [P ∗
xz,k|k−1]

T[P ∗
k|k−1]

−1Qk−1 ×
[P ∗

k|k−1]
−1P ∗

xz,k|k−1 −Rk. (12)
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将式(9)–(12)代入式(6)中得

Mk = Hk(P ∗
k|k−1 −Qk−1)HT

k =

HkP
∗
k|k−1H

T
k −HkQk−1H

T
k =

HkP
∗
k|k−1H

T
k + Rk − Vk + Nk =

P ∗
zz,k|k−1 − Vk + Nk. (13)

最后,将式(12)–(13)代入式(4)中,即可计算强跟
踪SCKF中的次优渐消因子λk.

2.3 STSCKF算算算法法法(STSCKF algorithm)
根据第2.2节中得到的次优渐消因子计算公式,在

普通SCKF算法[9]的预测协方差阵中引入渐消因子,
则基于非线性系统(1)的STSCKF具体算法如下:

1) 假设状态估计初始值x̂0|0、协方差平方根初始

值S0|0,其中协方差P0|0 = S0|0ST
0|0.

2) 时间更新过程.

根据文献[9]中的SCKF时间更新过程,计算状态
一步预测值 x̂k|k−1和预测误差方差阵的均方根

S∗
k|k−1,其中S∗

k|k−1表示未引入渐消因子的预测误差

方差阵的均方根.

3) 计算次优渐消因子.

① 求解未引入渐消因子的容积点(i = 1, 2, · · · ,

m)
X∗

i,k|k−1 = S∗
k|k−1ξi + x̂k|k−1, (14)

其中: m = 2nx, nx为状态向量的维数,参数ξi按下式

计算:

ξi =





√
m

2
· ei, i=1, 2, · · · , nx,

−
√

m

2
· ei−nx

, i=nx+1, nx+2, · · · , 2nx,

(15)

其中ei为单位向量.

② 求解未引入渐消因子的传播容积点

η∗i,k|k−1 = h(X∗
i,k|k−1) + rk. (16)

③ 求解未引入渐消因子的测量预测值

ẑk|k−1 =
1
m

m∑
i=1

η∗i,k|k−1. (17)

④ 求解未引入渐消因子的状态预测协方差阵

P ∗
k|k−1、互协方差阵P ∗

xz,k|k−1和输出预测协方差阵

P ∗
zz,k|k−1

P ∗
k|k−1 = χ∗k|k−1(χ

∗
k|k−1)

T, (18)

P ∗
xz,k|k−1 = χ∗k|k−1(Z

∗
k|k−1)

T, (19)

P ∗
zz,k|k−1 = Z∗

k|k−1(Z
∗
k|k−1)

T, (20)

其中:

χ∗k|k−1 =
1√
m

[X∗
1,k|k−1−x̂k|k−1 X∗

2,k|k−1−x̂k|k−1

· · · X∗
m,k|k−1− x̂k|k−1], (21)

Z∗
k|k−1 =

1√
m

[η∗1,k|k−1−ẑk|k−1 η∗2,k|k−1−ẑk|k−1

· · · η∗m,k|k−1 − ẑk|k−1]. (22)

将式(18)–(20)的P ∗
k|k−1, P ∗

xz,k|k−1和P ∗
zz,k|k−1代

入式(12)–(13)中,整理后可得



λk =

{
λ0, λ0 > 1,

1, λ0 6 1,
λ0 =

tr[Nk]
tr[Mk]

,

Nk =Vk−Z∗
k|k−1(χ

∗
k|k−1)

−1Qk−1×
(χ∗k|k−1)

−T(Z∗
k|k−1)

T−Rk,

Mk = Z∗
k|k−1(Z

∗
k|k−1)

T − Vk + Nk.

(23)

⑤ 求解引入渐消因子的预测误差方差阵的均方

根:
Sk|k−1 = Tria([

√
λk · χ∗k|k−1 SQ,k−1]). (24)

其中: S = Tria(A)表示对M ×N阶矩阵A进行一

种三角形化运算, AT = QR,其中Q为正交矩阵, R

为上三角矩阵,取R的前M ×M 阶矩阵的转置,即
S = (RM×M)T. SQ,k−1表示过程噪声方差的平方根,
即Qk−1 = SQ,k−1S

T
Q,k−1.

4) 测量更新过程.

利用时间更新过程中得到的状态一步预测值

x̂k|k−1和上一步得到的引入渐消因子后的预测误差方

差阵的均方根Sk|k−1,根据文献[9]中的SCKF测量更
新过程计算状态估计值x̂k|k和方差阵的平方根

Sk|k,这里需要注意的是,求解x̂k|k时应该采用式(17)
中的ẑk|k−1.

3 故故故障障障参参参数数数预预预测测测(Fault parameters prediction)
3.1 状状状态态态和和和参参参数数数联联联合合合滤滤滤波波波(State and parameter

joint filter)
为了对不可直接测量的故障参数进行估计,将非

线性离散系统(1)扩展为如下形式:



xe
k=

[
xk

θk

]
=

[
fk−1(xk−1,θk−1)

θk−1

]
+

[
wk−1

dk−1

]
,

zk =hk(xe
k) + vk,

(25)

其中: θk = [θ1,k θ2,k · · · θl,k]T是未知的需要预测的
故障参数集合, l为故障参数个数. 为了解决θk的变化

函数未知的问题,引入辅助函数θk = θk−1作为状态

方程,其它各状态变量与非线性离散系统(1)相同.
dk为故障参数噪声. 通过把故障参数扩展为状态向
量,可将故障参数估计转化为状态估计.

3.2 AR模模模型型型(AR model)
本文利用AR模型预测式(25)中的测量变量,把预

测的测量变量作为滤波中的测量值,从而将滤波中的
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预测问题转化为估计问题.

AR模型认为序列中第k + 1个时刻的预测值与
前p个时刻的值有依存关系,由此建立预测模型预测
未来时刻值. AR(p)预测模型可表述为

zk+1 = aT
k zk−p+1:k + σk+1, (26)

其中: zk−p+1:k =[zk−p+1 zk−p+2 · · · zk]T为k − p +
1 ∼ k时刻测量值时间序列, zk+1为k + 1时刻预测值,
ak = [ap−1,k ap−2,k · · · a0,k]T为AR模型自回归系
数, σk+1为模型误差值, p为模型的阶数.

为了能在线更新AR预测模型,本文采用带遗忘因
子的递推最小二乘法(FFRLS)[19]更新AR(p)模型自
回归系数ak,其可归纳为

âk = âk−1 + Kk[zk − (âk−1)Tϕk−1 − σk], (27)

Kk =
Ck−1ϕk−1

Φ + (ϕk−1)TCk−1ϕk−1

, (28)

Ck =
1
Φ

(I −Kk(ϕk−1)T)Ck−1, (29)

其中: âk为需要更新的AR模型自回归系数, ϕk−1 =
[zk−p zk−p+1 · · · zk−1]T为测量值序列, zk为k时刻

实际测量值.遗忘因子Φ须选择接近于1的正数,通
常Φ > 0.9. 当Φ = 1时,退化为普通的递推最小二乘
算法. 按照式(27)–(29)能够在线更新AR模型自回归
系数âk,将âk代入式(26)得到故障参数的一步预测
值ẑk+1. 对于n步预测, n > 1,重复利用式(26)–(29),
得到n步预测值ẑk+n.

3.3 故故故障障障参参参数数数预预预测测测流流流程程程(Fault parameter prediction
flow)
基于强跟踪SCKF的故障参数预测算法步骤如下.

步步步骤骤骤 1 将待预测参数θ = [θ1 θ2 · · · θl]T扩
展成状态变量,建立如式(25)系统;

步步步骤骤骤 2 确定扩维后初始状态向量x̂e
0 =

[
x̂0

θ̂0

]
,

协方差平方根Se
0 =

[
Sx0

Sθ0

]
;

步步步骤骤骤 3 利用AR模型分别对测量值z1, z2, · · ·进
行多步预测,得到k+1 ∼ k+n时刻测量向量预测值

zk+1, zk+2, · · · , zk+n,其中: zk+i = (z1,k+i, z2,k+i,

· · · )T, k为当前时刻, i = 1, 2, · · · , n,令j = 1;

步步步骤骤骤 4 进行时间更新过程,计算x̂e
k+j|k+j−1和

未引入渐消因子的预测协方差阵的平方根

(Se
k+j|k+j−1)

∗;

步步步骤骤骤 5 利用(Se
k+j|k+j−1)

∗和式(14)–(23)计算
渐消因子λk+j−1,代入式(24)计算预测协方差阵的平
方根Se

k+j|k+j−1;

步步步骤骤骤 6 利用测量更新过程和预测的测量值

zk+j计算状态估计值x̂e
k+j|k+j和协方差阵的平方根

Se
k+j|k+j ;

步步步骤骤骤 7 若j 6 n,令j = j + 1,返回步骤4进行
下一步的预测,否则转入步骤8;

步步步骤骤骤 8 提取x̂e
k+n|k+n中的扩展状态变量的估

计值θ̂j
k+n|k+n作为故障参数预测值,当预测值超过设

定阈值时,发出故障报警;

步步步骤骤骤 9 当有新的测量数据到来时,返回步骤3
进行下一轮多步预测.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation case)
4.1 仿仿仿真真真模模模型型型(Simulation model)
仿真中采用连续搅拌反应釜(CSTR)作为实验对

象,其状态方程为



dx1,k

dt
=−k0e

−E/(Rx2,k)x1,k+
QFCAF−QFx1,k

V
,

dx2,k

dt
=

k0e
−E/(Rx2,k) (−∆H) x1,k

ρCP

+

QFTF −QFx2,k

V
+

UAC (TC − x2,k)
ρCPV

.

(30)
测量方程为 {

z1,k = 1.1x1,k,

z2,k = x2,k,
(31)

其中: 状态变量(x1, x2)T分别为反应器出料A的浓度

CA和反应温度T , (z1, z2)T为测量变量,状态方程中
其他物理参数如表1所示.

表 1 CSTR模型参数
Table 1 CSTR model parameters

k0 =7.2×1010/ min CA =0.037mol/L E/R=8750K

QF =100L / min CAF =1.0mol / L V = 99.96 L
∆H =−5×104 J/mol ρCP =239 J/(L·K) T =402.35K

UAC =5×104 J/ (min·K) TC =345.44K TF =320K

仿真步长设为0.02 min,总仿真步数为380. 采用4
阶龙格--库塔法对式(30)进行数值积分,设需要预测的
故障参数为QF,则扩展后状态变量为(x1, x2, QF)T,
假设QF的变化函数未知,引入辅助状态方程QF,k =
QF,k−1. 初始值为

x1,0 =0.037mol/L, x2,0 = 402.35K,

QF,0 =100L/min.

过程噪声wk = [w1,k w2,k w3,k]T,测量噪声vk =
[v1,k v2,k]T,其中w1,k∼N(0, 0.000012), w2,k∼N(0,

0.012), w3,k∼N(0, 0.00012), v1,k∼N(0, 0.000012),
v2,k∼N(0, 0.012).

4.2 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
假设参数QF在k = 100时开始出现故障,并按下

面的方式变化:
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QF,k =





100, k 6 100,

QF,k−1+ 0.0001(k−100), 100<k6200,

QF,k−1+ 0.001(k−200), 200<k6300,

QF,k−1+ 0.0005(k − 200), k > 300,

(32)

首先对两个测量变量z1和z2分别建立初始的AR
预测模型, AR模型阶数p=3,自回归系数初始值a0 =
[1/3 1/3 1/3]. FFRLS的遗忘因子Φ = 0.9, FFRLS的

协方差阵初始值C0 =




10 0 0
0 10 0
0 0 10


 .在k时刻, k =

1, 2, · · · ,分别利用测量值z1,k和z2,k更新AR预测模
型,利用更新后的预测模型进行测量变量的多步预测.
z1和z2的3步预测结果如图1所示.

(a) z1的预测值

(b) z2的预测值

图 1 AR模型对测量值的3步预测结果
Fig. 1 3-steps ahead prediction of measurement variables via

AR model

假设实际中故障参数QF变化函数是未知的,将
AR模型得到的1–3步测量预测值作为滤波中的测量
变量,分别采用普通SCKF[9]、强跟踪UKF(STUKF)[9]

和本文提出的强跟踪SCKF(STSCKF)估计参数QF.
其中, STUKF中Sigma采样点的比例系数κ的不同取

值会影响滤波估计结果,分别令κ=1, 2, 3, 4, 5. 普通
SCKF和STSCKF对QF的3步预测值如图2所示,可以
看出,普通SCKF不能很好地跟踪QF的变化趋势,而

STSCKF能较好地预测QF的变化趋势. STUKF(κ =
1, 2, 3, 4, 5)的仿真结果表明,预测误差随着κ的增加

逐渐降低,即κ = 1时的预测精度最低, κ = 5时的预
测精度最高, STUKF(κ = 1, 5)和STSCKF的3步预测
误差的平方如图3所示,从图3中可以看出, STUKF(κ
= 5)和本文STSCKF的预测精度相近,而STUKF(κ
= 1)的预测误差较大.

图 2 普通SCKF和STSCKF对QF的3步预测值
Fig. 2 3-steps ahead prediction of QF based on

conventional SCKF and STSCKF

(a) STUKF(κ = 1)

(b) STUKF(κ = 5)

(c) STSCKF

图 3 STUKF与STSCKF对QF的3步预测误差平方
Fig. 3 3-steps ahead prediction error square of QF based on

STUKF and STSCKF

进行50次蒙特卡洛仿真,普通SCKF、STUKF(κ
= 1, 5)和本文STSCKF在时刻k = 100 ∼ 380之间的
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3步预测平均绝对误差(MAE)和均方根误差(RMSE)
以及不同方法单次仿真的平均耗时同样如表2所示.

从表2中可以看出,普通SCKF缺乏对未知变化参
数的跟踪能力,估计精度较差. 对于STUKF,不同的比
例系数κ对滤波性能影响较大,但实际中很难根据经
验选择适当的κ,即不能保证STUKF一直有着较好的
滤波精度.而STSCKF不需要考虑滤波参数的选取问
题,其预测精度与STUKF中选取恰当比例系数κ时的

预测精度相当. 此外, 3种方法的耗时相差不多,说明3
种方法的计算复杂度相近.

表 2 不同方法3步预测误差和耗时
Table 2 3-steps ahead prediction error and con-

suming time of different methods

MAE RMSE 耗时 / s

SCKF 2.6411 3.8824 1.6481
STUKF(κ = 1) 0.4180 0.6129 1.6262
STUKF(κ = 5) 0.2482 0.3249 1.5214

STSCKF 0.2145 0.2800 1.6975

5 结结结论论论(Conclusions)
依据强跟踪SCKF在非线性滤波中的优势和对未

知状态的较强跟踪能力这两个优点,本文提出基于强
跟踪SCKF和AR模型的故障预测方法,用以解决非线
性系统中不可直接测量参数预测问题.该方法首先利
用AR模型对测量变量进行多步预测,然后将多步预
测值作为强跟踪SCKF的测量值,利用强跟踪SCKF估
计未来时刻的故障参数. 仿真结果表明,本文提出的
预测方法对故障参数的变化趋势具有较强的跟踪能

力,为隐性故障参数预测提供了一种可行的方法.
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