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摘要:针对极端学习机(extreme learning machine, ELM)结构设计问题,基于隐含层激活函数及其导函数提出一种
前向神经网络结构增长算法. 首先以Sigmoid函数为例给出了一类基函数的派生特性: 导函数可以由其原函数表示.
其次,利用这种派生特性提出了ELM结构设计方法,该方法自动生成双隐含层前向神经网络,其第1隐含层的结点
随机逐一生成. 第2隐含层的输出由第1隐含层新添结点的激活函数及其导函数确定,输出层权值由最小二乘法分
析获得. 最后给出了所提算法收敛性及稳定性的理论证明. 对非线性系统辨识及双螺旋分类问题的仿真结果证明
了所提算法的有效性.
关键词: 前向神经网络;极端学习机;导数;结构设计

中图分类号: TP273 文献标识码: A

Incremental constructive extreme learning machine
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Abstract: Focusing on the problem of architectural design of extreme learning machine (ELM), we propose a novel
constructive algorithm by the activation function and its derivatives. Firstly, taking the Sigmoid function as an example,
we give in detail the derived characteristics for a class of base functions: derivative functions can be expressed by their
primitive functions. By making use of these derived characteristics, we propose a method to design the structure of ELM,
which automatically generate feedforward neural networks with double hidden layers. The new units in the first hidden layer
are generated randomly one by one; then, the outputs of the second hidden layer (derivation) are calculated by the activation
function of the new node in the first layer and its derivatives. The weights of the output layer are calculated analytically by
the least squares method. Finally, the analysis of convergence and stability are presented. The effectiveness of the proposed
method is demonstrated by simulation results on nonlinear system identification and two-spiral classification problem.
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1 引引引言言言(Introduction)
针对单隐含层前向神经网络(single hidden layer

feedforward neural networks, SLFNs)学习速度慢的问
题, Huang等人提出了极端学习机(extreme learning
machine, ELM)[1]算法,该算法首先随机选取输入层
权值及阈值,然后通过隐含层输出矩阵的广义逆矩阵
解析地求出输出层权值. ELM算法无需调整任何参
数,具有较快的学习速度和较强的泛化能力,是前向
神经网络研究领域的重要课题[2–3],在模式识别、图像
处理、非线性系统的建模和优化等方面得到了广泛的

应用[4–7].

隐含层神经元个数是ELM神经网络(采用ELM算

法的SLFN)唯一需要确定的参数. 隐结点过少网络不
能很好地学习训练样本,过多则容易产生过拟合现象,
影响网络的泛化能力. 因此其应用的关键问题是设计
与学习样本相匹配的网络结构. 前向神经网络的学习
能力与其结构复杂度(自由参数的个数)1成正比[8],
ELM神经网络需要较高维数的网络结构才能很好地
学习训练样本. 而过于复杂的网络结构将导致过拟合
现象,影响网络的泛化能力. 所以ELM网络结构设计
仍是一个普遍关注而尚未解决的问题.

近年来,增量式算法已成为ELM神经网络结构设
计的一个主流方向[9–11]. 2006年, Huang等人提出了
一种增长型的ELM(I--ELM)算法[9],该算法通过随机
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1神经网络结构复杂度一般指的是自由参数或者可调参数的数量[8],因此本文定义ELM神经网络的结构复杂度为随机生成的隐
结点数量或者是随机生成的输入层权值向量的维数.
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增加隐结点的方式实现了神经网络结构的自适应增

长,具有很强的学习能力. 但Huang等人研究发现
I--ELM算法比较容易产生不良的隐结点,增大了神经
网络的结构复杂度,并对I--ELM算法进行改进,提出
了EI--ELM(enhanced incremental ELM, EI--ELM)算
法[10].该算法每次随机产生多个隐结点(结点池),从中
选取效果最好的添加到网络中去,能够构建结构更加
紧凑的神经网络,有效地降低ELM神经网络的结构复
杂度.但神经网络规模较大时, I--ELM及EI--ELM算法
逐一添加隐结点的方式增加了算法的循环次数,影响
神经网络的泛化能力. Feng等人提出的误差最小化
ELM(error minimized ELM, EM--ELM)算法[11],解决
了单一增加隐结点的模式,减少了ELM神经网络的学
习时间. 但EM--ELM算法容易产生不良隐结点,降低
神经网络的泛化能力. 文献[9–11]提出的增量式算法,
在保持相同测试精度的前提下,需要的隐结点个数要
多于通过交叉检验方法所确定的隐结点个数.
针对上述问题,本文基于神经网络隐含层激活函

数及其导函数,提出了一种网络结构自适应增长的
ELM (incremental constructive ELM, IC--ELM)算法,
并从理论上证明了该算法的收敛性和稳定性. IC--
ELM算法构造了一个双隐含层的前向神经网络(如
图1所示),第1隐含层的结点随机产生,而第2隐含
层(称为“衍生层”)结点的激活函数由第1隐含层结
点的激活函数及其导函数确定. 该算法实现了网络结
构的自适应增长,降低了ELM神经网络的结构复杂
度,通过衍生层激活函数的多样化提高了神经网络的
泛化能力. 对非线性系统辨识及双螺旋分类问题的仿
真结果验证了IC--ELM算法的有效性.

图 1 IC--ELM网络模型

Fig. 1 Structure of IC--ELM

2 网网网络络络结结结构构构增增增长长长的的的 ELM算算算法法法(IC--ELM
algorithm)
IC--ELM算法第 1隐含层结点的激活函数为

Sigmoid函数,衍生层的激活函数由第1隐含层的激活
函数及其导函数组成,下面,首先简单介绍Sigmoid函
数及其导函数的特性.

2.1 Sigmoid函函函数数数及及及其其其导导导函函函数数数特特特性性性(Sigmoid
function and its derivatives)
文献[12]研究发现, Sigmoid函数与其各阶导函数

之间具有一种派生关系:高阶导函数可以由低阶导函
数及其原函数简单表示. 以单极限Sigmoid函数为例,
其1, 2, 3阶导函数的派生关系如下:

f0(u) =
1

1 + e−λu
, (1)

f1(u) =
d
du

f0(u) = f0(u)(1− f0(u)), (2)

f2(u) =
d
du

f1(u) = f1(u)(1− 2f0(u)), (3)

f3(u) =
d
du

f2(u) = f1(u)(1− 6f1(u)), (4)

其中: f0(u)为Sigmoid函数, f1(u), f2(u), f3(u)分别
为其1, 2, 3阶导函数. 图2(a)给出了Sigmoid函数及其
导函数图像,图2(b)给出的是Sigmoid函数及其归一化
后的导函数图像.由式(2)–(4)可以看出,各阶导函数
都是连续可导的有界函数,并且图2表明它们归一化
后的形状类似于常用的激活函数如:正弦函数、高斯
函数等. 所以, f1(u), f2(u), f3(u)或归一化后的导函
数可作为神经网络隐含层结点的激活函数. IC--ELM
算法利用Sigmoid函数的派生特性计算其导函数,将
其作为衍生层的结点输出,在基本实现正弦、高斯等
函数映射作用的前提下,可以减少ELM算法中随机权
值的数量,进而降低ELM神经网络的结构复杂度.下
面详细介绍IC--ELM算法的具体步骤.

(a) Sigmoid函数及其1, 2, 3阶导数

(b) Sigmoid函数及其归一化的1, 2, 3阶导数

图 2 Sigmoid函数及其导函数

Fig. 2 Sigmoid and its derivatives

2.2 IC--ELM算算算法法法步步步骤骤骤(Steps of IC--ELM)
将式(1)–(4)推广可知,单极限Sigmoid函数的任意

阶导函数均可由原函数的幂线性表示,即

(f0, f1, · · · , fk−2, fk−1) = (f0, f
2
0 , · · · , fk−1

0 , fk
0 )A,

(5)

其中A为可逆的上三角矩阵. 由 0 < f0 < 1可知
fk
0 → 0(k →∞). 即随着k的增大, fk可以由f0, f1,

· · · , fk−1近似线性表示,成为冗余结点而影响网络的
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泛化性能.因此本文将选择f0, f1, f2, f3作为衍生层

结点的激活函数.
给定任意N个不同的训练样本{(xi, ti)|(xi, ti) ∈

Rn × Rm, 1 6 i 6 N}, 记X = (x1, x2, · · · , xN),
T = (t1, t2, · · · , tN)T,则对于含有L个隐含层结点,
激活函数g(x)的SLFN, ELM算法的数学模型为

fL(xi) =
L∑

j=1

βjg(wjxi + bj) = ti, 1 6 i 6 N, (6)

其中: wj = (wj1, wj2, · · · , wjn)T为隐含层第j个节

点的输入权值向量, bj为其阈值, βj = (βj1, · · · , βj2,

· · · , βjm)T为连接隐含层第j个节点与输出层的权值

向量. 其中wj与bj取较小的随机数,且在学习过程中
保持不变.将上述N个方程写成矩阵形式Hβ = T ,
其中:

H =




g1(x1) · · · gL(x1)
...

...
g1(xN) · · · gL(xN)




N×L

, (7)

β =




βT
1
...

βT
L




L×m

, T =




tT1
...

tTN




N×m

. (8)

ELM算法目的在于寻找最小范数的β使得误差

‖Hβ − T‖最小化. 并采用伪逆算法得到输出权值
β = H+T . 而ELM算法的网络规模难以确定,网络的
结构复杂度(随机权值的个数)较高. 为了自动确定
ELM算法的网络规模,降低网络的结构复杂度, IC--
ELM算法采用随机隐结点的激活函数及其导函数构
造了第2隐含层(衍生层),扩大了隐含层输出矩阵的维
数. IC--ELM算法的数学模型为

fL(xi) =
L∑

j=1

3∑
k=0

βk
j fjk(wjxi + bj) = ti,

1 6 i 6 N, (9)

其中: wj与bj与ELM算法中的相应参数定义相同, βk
j

为第j个隐结点对应的第k个衍生结点与输出层的连

接权值向量, fjk为第j个隐结点激活函数的k阶导函

数. IC--ELM算法目的在于寻找最小范数的β以及最

小的L使得误差‖Hβ − T‖最小化,其中

H =




f10(x1) · · · f13(x1) · · · fL3(x1)
...

...
...

f10(xN) · · · f13(xN) · · · fL3(xN)




N×(4L)

.

(10)
显然在具有相同随机权值的条件下, IC--ELM算法衍
生层输出矩阵的维数是ELM算法隐含层输出矩阵维
数的4倍. 即在输出矩阵维数相同的条件下, IC--ELM
算法降低了网络结构复杂度,同时丰富了隐结点激活
函数的类型. 下面详细介绍IC--ELM算法的具体步骤.
给出含有任意N个互不相同训练样本的集合

{(xi, ti)|(xi, ti) ∈ Rn × Rm, 1 6 i 6 N}, 记X =

(x1, x2, · · · , xN), T = (t1, t2, · · · , tN)T,隐含层结点
个数上限为L,学习目标误差设定为E0, IC--ELM算法
具体步骤如下:
步步步骤骤骤 1 随机初始化网络输入层权值W ,输出层

权值β = WT,建立一个没有隐含层的两层前向神经
网络,并计算网络输出误差,即E = ‖XTβ − T‖,令
隐含层结点个数k = 0,转入步骤2;
步步步骤骤骤 2 当E大于E0并且 k < L时,转入步骤 3,

否则停止计算;
步步步骤骤骤 3 随机产生一个新的隐含层结点,新结点

的输入权值记为W new,阈值记为bnew,计算新结点的
输入V new = W newX + bnew,由式 (1)计算其输出
Unew = fnew

0 (V new),根据式 (2)–(4)计算出Unew对

V new的1, 2, 3阶导数,即fi(V new), i = 1, 2, 3,转入
步骤4;
步步步骤骤骤 4 当k = 0时,创建一个衍生层,构造一个4

层前向神经网络(如图1),衍生层的结点输出分别为步
骤3计算出的fi(V new)(i = 0, 1, 2, 3),衍生层的输出
矩 阵 为H(1) = [fT

0 (V new) fT
1 (V new) fT

2 (V new)
fT
3 (V new)],转入步骤 5;当 k 6= 0时,衍生层新增 4个
结点,输出分别为步骤 3计算出的fi(V new)(i = 0,

1, 2, 3),衍生层的输出矩阵为H(k + 1)=[H(k)
fT
0 (V new) fT

1 (V new) fT
2 (V new) fT

3 (V new)],转入步
骤5;
步步步骤骤骤 5 利用ELM算法计算输出层的权值矩阵

β(k + 1) = H(k + 1)+T ,其中H(k + 1)+为H(k +
1)的广义逆矩阵,转入步骤6;
步步步骤骤骤 6 计算网络输出误差E(k + 1) = ‖H(k +

1)β(k + 1)− T‖, k = k + 1,转入步骤2.
由IC--ELM算法步骤可以看出,隐含层每新增一

个随机结点,衍生层相应增加4个不同激活函数的输
出结点,因此减少了随机结点的数量,降低了ELM神
经网络的结构复杂度,丰富了隐节点激活函数类型.

3 IC--ELM算算算法法法的的的收收收敛敛敛及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Con-
vergence and stability of IC--ELM)
记衍生层第k次增加结点的输出分别为fk,0, fk,1,

fk,2, fk,3,则衍生层输出矩阵H(k)表示为

H(k) = H(fT
1,0, · · · , fT

1,3, · · · , fT
k,0, · · · , fT

k,3), (11)

H(k + 1) = H(H(k), fT
k+1,0, · · · , fT

k+1,3). (12)

令

∆H(k + 1) = [fT
k+1,0 · · · fT

k+1,3], (13)

则

H(k + 1) = H(H(k),∆H(k)). (14)

定义衍生层输出矩阵H的误差函数E(H)=min ‖Hβ

− T‖,则由文献[11]中结论可得

E(H(k + 1))=min ‖H(k+1)β(k+1)−T‖ 6
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min ‖H(k)β(k)−T‖=E(H(k)). (15)

即
E(H(1)) > E(H(2)) > · · · > E(H(k)). (16)

由式(1)–(4)可以看出函数fij(1 6 i 6 k, 1 6 j 6 3)
在整个实数域上连续有界且任意阶可导,那么由文献
[1]中结论可得,对任意N个不同的样本(xi, ti) ∈ Rn

× Rm及随机选取的输入层权值及阈值,以概率1保证
存在正整数h,当[N/4] < h 6 [N/4] + 1时2,

E(H(h)) = 0. (17)

由式(16)–(17)可得,对任意小的ε > 0以概率1保证存
在整数k > 0使得E(H(k)) < ε,即IC--ELM算法以
概率1保证是收敛的. 由式(16)看出,学习误差随着隐
含层结点个数的增加而单调下降,因此随着网络结构
的不断增长, IC--ELM算法是稳定的.

4 仿仿仿真真真及及及结结结果果果分分分析析析(Simulations and results)
本部分程序运行环境为:台式PC(CPU 3.4Hz),操

作系统Windows 7,软件MATLAB 7.0.

4.1 非非非 线线线 性性性 动动动 态态态 系系系 统统统 辨辨辨 识识识(Nonlinear system
identification)
非线性动态系统由下列方程表示[13]:

y(t + 1) =
y(t)y(t− 1)[y(t) + 2.5]
1 + y2(t) + y2(t− 1)

+ u(t), (18)

其中: u(t) = sin(2πt/25), t ∈ [1, 400], y(0) = 0,
y(1) = 0,选取100个点作为训练样本,其中t ∈ [1,

100],另外100个点作为测试样本, t ∈ [301, 400],训
练均方根误差(root-mean-square error, RMSE)设定为
0.01,激活函数选取λ = 1的Sigmoid函数; IC--ELM算
法隐含层结点个数上限取100;采用试错法确定ELM
算法隐含层结点数为25; EM--ELM算法初始结点数设
定为1,每次添加4个隐结点,隐含层结点个数上限取
100. 在同样的条件下分别作10遍实验,取CPU运行时
间、训练误差、测试误差、隐结点个数(衍生层结点数)
各自的平均值及标准差进行比较,表1给出了比较结
果(IC--ELM∗1, ELM∗1),其中 ∗1表示训练均方根为
0.01的实验; ∗2表示训练均方根为10−5的实验.

表 1 实验4.1结果比较
Table 1 The comparison result in experiment 4.1

学习时间/s 训练误差 测试误差 隐节点数
算法

均值 均方差 均值 均方差 均值 均方差 均值 均方差

IC--ELM∗1 1.17e− 02 1.72e− 03 6.73e− 03 1.96e− 03 5.80e− 03 1.83e− 03 6.2 0.421
ELM∗1 1.25e− 02 1.11e− 03 6.79e− 03 3.23e− 03 6.08e− 03 2.52e− 03 25 0

EM--ELM 8.81e− 03 2.99e− 03 6.57e− 03 2.22e− 03 5.98e− 3 1.97e− 03 25.4 2.27
IC--ELM∗2 3.43e− 02 2.68e− 03 1.87e− 06 1.58e− 06 1.78e− 06 1.58e− 06 12.1 0.316

ELM∗2 4.13e− 03 1.49e− 03 5.45e− 06 3.60e− 06 3.20e− 06 2.09e− 06 48 0

由表1中(IC--ELM∗1, ELM∗1)学习误差及隐结点
数量可看出,与EM--ELM及ELM算法相比, IC--ELM
算法在保持网络学习能力的前提下利用衍生层降低

ELM神经网络的结构复杂度.标准差说明,由Sigmoid
函数及其导函数构造的衍生层减少了输入层权值的

个数,降低了网络对随机权值的依赖性, IC--ELM算法
的稳定性明显增强. 为了进一步验证IC--ELM算法的
性能, IC--ELM及EM--ELM算法设定训练RMSE为
10−5, ELM算法的网络隐结点数设置为48个,其他条
件不变.在相同条件下每组实验进行10遍, EM--ELM
均不能达到学习目标, IC--ELM及ELM的实验结果
列于表 1中(IC--ELM∗2, ELM∗2). 由表 1 (IC--ELM∗2,
ELM∗2)数据可以看出,在隐含层(衍生层)输出维数相
同的情况下, IC--ELM算法由于采用Sigmoid函数及其
导函数为激活函数,丰富了激活函数类型,与ELM算
法相比,明显提高了网络的学习及泛化能力. 实验中
进一步设定训练误差RMSE设定为10−6, IC--ELM测
试误差可以达到10−7级别,而ELM算法则无法达到这
样的测试精度要求.
图3给出测试误差RMSE为3.65e − 007时的系统

辨识效果,表明IC--ELM可以很好的逼近给定的非线
性动态系统,有很强的函数逼近能力和良好的泛化性
能.图4给出IC--ELM∗2的学习误差曲线,说明该算法
具有良好的学习能力和稳定性. 图5则说明IC--ELM算
法随着循环次数的增加,衍生层结点也在不断增加,
实现网络结构的自适应增长. 非线性系统辨识结果表
明IC--ELM算法实现了网络结构的自增长,降低了网
络的结构复杂度,提高了ELM网络的函数逼近能力.

图 3 实验4.1中IC--ELM泛化效果

Fig. 3 Generalization of IC--ELM in experiment 4.1

2[N/4] =不大于N/4的最大整数
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图 4 实验4.1中IC--ELM学习误差曲线

Fig. 4 Training MSE of IC--ELM in experiment 4.1

图 5 IC--ELM隐结点增长图示

Fig. 5 Growing hidden units of IC--ELM

4.2 双双双螺螺螺旋旋旋分分分类类类问问问题题题(Two-spiral classification)
双螺旋是一个2分类问题,要求把分布在x--y平面

上的分别属于2个不同螺旋线的点p(x, y)加以正确分
类. 由于两类螺旋线相互缠绕,呈现高度非线性关系,
加大了模式分类难度,用常规的BP网络很难解决[14],
在神经网络研究领域里称为标杆(benchmark)问题.因
此,双螺旋分类问题被认为是检验人工神经网络算法
分类性能的基准问题.本实验的训练样本集由下列方
程产生: 




θ = i× π/16,

ρ = 6.5× (104− i)/104,

x = ρ× sin θ,

y = ρ cos θ,

(19)

其中: i = 0, 1, · · · , 96, (x, y)及(−x,−y)构成两类共
计194个样本点(图6所示). 并且在[−7, 7]× [−7, 7]区
域内以间隔0.1选取了19881个点作为测试样本.

在实验过程中IC--ELM算法隐含层结点激活函数
采用λ = 1的Sigmoid函数,训练RMSE设定为0.1,训
练10次,平均使用30个隐结点就可以达到学习要求,
并能100%正确区分两类螺旋,而且对测试样本的分
类效果也非常好,如图8所示. 通过尝试, ELM算法隐
含层结点设置为130个,也能达到学习要求,并能对训
练样本正确分类,但对测试样本的分类效果比较差,

如图7所示. 双螺旋实验说明, IC--ELM算法可以很好
地解决两分类问题,提高了ELM算法的泛化能力.

图 6 实验4.2训练样本图示

Fig. 6 Training samples in experiment 4.2

图 7 ELM在实验4.2中的泛化效果

Fig. 7 Generalization of ELM in experiment 4.2

图 8 IC--ELM在实验4.2中的泛化效果

Fig. 8 Generalization of IC--ELM in experiment 4.2

在相同条件下, IC--ELM及ELM对于双螺旋问题
独立重复10次,选取训练时间、训练分类率、测试分
类率及随机结点的数量进行统计,详细结果列于表2.
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由表 1和表 2统计的误差和测试比率可以看出, IC--
ELM通过衍生层输出丰富了隐含层结点的激活函数
类型,使学习误差和测试误差明显降低,提高了ELM
算法的学习和泛化性能.同时表中学习时间证实,
IC--ELM算法由于利用中间结果计算衍生层的输出,

无需进行复杂的运算,提高了ELM算法学习速度.而
表1中数据显示, EM--ELM算法拥有更快的学习速度,
IC--ELM算法则具有更好的学习和泛化能力. 表1和表
2中的方差和最大最小值说明, IC--ELM比其他两个算
法更加稳定.

表 2 实验4.2结果比较
Table 2 The comparison result in experiment 4.2

学习时间/s 学习精度 测试精度 隐节点数
算法

均值 最小值 最大值 均值 均值 最小值 最大值 均值 最小值 最大值

IC--ELM 0.6014 0.4368 0.8892 1 0.9294 0.8849 0.9779 31.85 30 34
ELM 0.6708 0.4992 0.8736 1 0.9085 0.8753 0.9429 126.2 120 136

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对ELM网络结构设计问题,提出了增量式

IC--ELM算法,并从理论上分析了该算法的收敛性及
稳定性. IC--ELM算法利用Sigmoid函数及其导函数,
在单隐含层前向神经网络的基础上构造了一个双隐

含层增长型前向神经网络. 该算法通过隐含层结点及
衍生层的自动增长实现了前向神经网络结构自适应

增长. 利用Sigmoid函数及其导函数值作为衍生层的
输出,丰富了衍生层结点激活函数的类型,减少了隐
含层随机结点的数量,增强了网络的稳定性,降低了
ELM神经网络的结构复杂性. 实验结果证实IC--ELM
算法最终获得的ELM神经网络结构紧凑,泛化能力
强.
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