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摘要:本文首先提出群区间直觉模糊有序加权几何(group interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted geo-
metric, GIVIFOWG)算子和群区间直觉模糊有序加权平均(group interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted
averaging, GIVIFOWA)算子. 利用GIVIFOWG算子或GIVIFOWA算子聚集群的决策矩阵以获得方案在属性上的综
合区间直觉模糊决策矩阵(collective interval-valued intuitionistic fuzzy decision-matrix, CIVIFDM).然后定义了一个
考虑犹豫度的区间直觉模糊熵(interval-valued intuitionistic fuzzy entropy, IVIFE);通过熵衡量每个属性所含的信息
来求解属性权重. 最后,提出基于可能度的接近理想解的区间排序法(interval technique for order preference by
similarity to an ideal solution, ITOPSIS)和区间得分函数法. 在ITOPSIS法中,依据区间距离公式计算候选方案和理想
方案的属性加权区间距离,进而采用ITOPSIS准则对各方案进行排序;在区间得分函数法中,算出CIVIFDM中各方
案的得分值以及精确值,然后利用区间得分准则对各方案进行排序.实验结果验证了决策方法的有效性和可行性.
关键词: 区间直觉模糊集;区间直觉模糊熵; TOPSIS;得分函数;多属性群决策;动态多属性决策
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Interval-valued intuitionistic fuzzy set method for
group multi-attribute decision-making with unknown attribute weights

CHEN Zhi-wang, CHEN Lin†, YANG Qi, BAI Xin, ZHAO Fang-liang
(Key Lab of Industrial Computer Control Engineering of Hebei Province, Yanshan University, Qinhuangdao Hebei 066004, China)

Abstract: We introduce the group interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted geometric (GIVIFOWG) oper-
ator and the group interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted averaging (GIVIFOWA) operator. All the decision
matrices of group are integrated into a collective interval-valued intuitionistic fuzzy decision matrix (CIVIFDM) by GIV-
IFOWG or GIVIFOWA operator. Next, the interval-valued intuitionistic fuzzy entropy (IVIFE) with hesitancy degree is
defined and used to calculate attribute weights according to the information of every attribute. Finally, the interval technique
for order preference by similarity to an ideal solution (ITOPSIS) method and the interval score function method both based
on possibility degree are presented. In the ITOPSIS method, the attribute weighted interval distance between every alterna-
tive and the ideal-positive alternative is calculated by the interval distance formula; then, the ITOPSIS criterion is applied
to determine the ranking order of all the alternatives. In the method of interval score function, the score values and accuracy
values of all the alternatives in CIVIFDM are calculated, and the ranking order of all the alternatives is determined through
the interval score criterion. The simulation shows the validity and feasibility of the proposed decision-making method.

Key words: interval-valued intuitionistic fuzzy set; interval-valued intuitionistic fuzzy entropy; TOPSIS; score function;
multi-attribute group decision-making; dynamic multi-attribute decision-making

1 引引引言言言(Introduction)
自从直觉模糊集被提出以来,一些学者提出了不

同的模糊集[1–2]来求解不确定性问题.其中区间直觉
模糊集理论[2]将隶属度、非隶属度以及犹豫度扩展成

区间数,提高了直觉模糊集处理不确定信息的能力.
在实际决策中,由于决策者的局限性和事物的复杂性,
许多决策问题必须考虑不同时段的原始决策信息,这
类问题称为动态多属性决策问题.同时也存在单一决

策者无法对多属性决策问题进行准确、全面分析的情

况,因此需要多个决策专家参与决策的多属性群决策
问题.前者中有时间群,后者中有专家群,因此本文统
称为群多属性决策问题.目前,区间直觉模糊集理论
在群多属性决策问题上的应用已取得了一定的成

果[3–5].

针对群多属性决策问题中的群集成算子, Xu等[5]

引入了求解各类决策问题的集成算子,进而讨论了这
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些算子在多属性群决策以及动态多属性决策中的应

用[5–7]; Wang对Xu等提出的算子进行了综合分析,进
而提出了基于爱因斯坦几何算子的区间直觉模糊集

运算法则,并用其求解群决策问题[8–9]. 针对属性权重
未知的多属性决策问题, Szimidt等[10]利用直觉模糊

集的几何解释,提出了直觉模糊熵公式;魏等[11]提出

构造熵时考虑犹豫度更符合客观事实,随后相继有不
同形式的直觉和区间直觉模糊熵公式[3, 11–14]被提出.

针对群多属性决策的排序问题,目前有TOPSIS
(technique for order preference by similarity to an ideal
solution)法和得分函数两种典型方法: 1) Lai等[15]提

出基于TOPSIS法求解多属性决策问题的思路;
Jahanshahloo等在文献[16]中拓展了TOPSIS法并将其
应用到求解属性值为区间数的多属性决策问题.随后
又有许多学者相继提出改进的TOPSIS法[3, 17–18],但
上述TOPSIS法都是最终将区间直觉模糊集转化成确
定数进行排序; 2) Chen和Tan提出了基于得分函数的
排序方法[19]. Hong和Choi[20]提出了精确函数的定义,
完善了文献[19]中的得分函数排序理论. Liu和Wang
等相继提出几种得分函数[21–22],但是利用上述函数排
序有时会出现与现实不符合的结果.综上可知,现存
的得分函数都有其缺陷和局限性,本文将其归纳为两
点: 1)定义得分函数的思路是把区间数转化为确定
数,有可能造成重要信息的丢失从而得到错误的排序
结果; 2)在定义得分函数时没有考虑犹豫度对决策结
果的影响.纵观国内外学者在区间直觉模糊集框架下
对群多属性决策方面的研究,大多数文献[3, 5–7, 16–22]都

是将区间数确定化,而这样则会造成区间信息不同程
度的丢失.鉴于此,本文在区间直觉模糊集理论的基
础上,提出了群区间直觉模糊集成算子,区间直觉模
糊熵,并给出了两种决策方法. 最后研究比较了两种
决策方法的有效性和适应范围.

2 基基基础础础理理理论论论(Fundamental theory)
2.1 区区区间间间直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集(Interval intuitionistic fuzzy

sets)
定定定义义义 1[2] 设X为一非空集合, D[0, 1]代表区间

[0, 1]上所有闭子集的集合, X在Â上的区间直觉模糊

集表示为

Â = {(x, µ̄Â(x), ν̄Â(x))|x ∈ X}, (1)

其中:

µ̄Â(x) ⊆ D[0, 1], ν̄Â(x) ⊆ D[0, 1],

µ̄Â(x)=[µL
Â
(x), µR

Â
(x)], ν̄Â(x)=[νL

Â
(x), νR

Â
(x)],

(2)

满足条件: 0 6 µR
Â
(x) + νR

Â
(x) 6 1, ∀x ∈ X ,其中:

µL
Â
(x)和µR

Â
(x)分别表示X中元素属于Â的隶属度的

上下边界; νL
Â
(x)和νR

Â
(x)分别表示X中元素属于Â的

非隶属度的上下边界. 因此式(2)整理为

Â={(x, [µL
Â
(x), µR

Â
(x)], [νL

Â
(x), νR

Â
(x)])|x ∈ X}.

(3)

令∆ µ
Â
(x) = µR

Â
(x) − µL

Â
(x), ∆ ν

Â
(x) = νR

Â
(x) −

νL
Â
(x), p ⊆ [0, 1],式(3)可表示为

Â = {(x, µL
Â
(x) + p∆ µ

Â
(x), νL

Â
(x) +

p∆ ν
Â
(x))|x ∈ X}, (4)

即X中属于元素Â的不确定度或者犹豫度表示为

πÂ(x) = 1− µL
Â
(x)− νL

Â
(x)−

p(∆ µ
Â
(x) + ∆ ν

Â
(x)). (5)

2.2 区区区间间间数数数的的的相相相关关关运运运算算算(The related operations of
interval numbers)
定定定义义义 2 对区间数

ā = [aL, aR], ac =
aL + aR

2
, ar =

aR− aL

2
,

则称ac, ar分别为区间数ā的中点、半径.

设ā = [aL, aR]和b̄ = [bL, bR]为两区间数, 0 6 aL

6 aR, 0 6 bL 6 bR,则两区间数的运算法则详见文
献[23]. 本文为了比较上述两区间数的占优关系,基
于两区间数可能存在的6种位置情况[24],提出区间数
可能度公式(6).

P (ā6 b̄) =





0, bR 6aL,

(bR− aL)2

8 ar br , bL <aL <bR <aR,

bc− aL

2 ar
, aL <bL <bR 6aR,

1− (aR− bL)2

8 ar br , aL 6bL <aR <bR,

bR− ac

2 br , bL 6aL <aR 6bR,

1, aR 6bL,

(6)

文献[24]中在论述公式(6)可能度性质时曾指出:
可能度为0.5的情况下两区间数完全相等,这条性质存
在 反 例: 设 ā = [0.1, 0.4], b̄ = [0.2, 0.3],则P (ā 6
b̄) = 0.5,但ā 6= b̄. 因此上述性质修正如下: 若P (ā 6
b̄) = 0.5,则ac = bc且aL−bL = bR−aR.

3 群群群多多多属属属性性性决决决策策策问问问题题题及及及决决决策策策方方方法法法(Group
multi-attribute decision-making problem and
decision method)
在群多属性决策问题中,各属性的权重常常是未

知的,因此本文重点研究属性权重未知的群多属性决
策问题.

3.1 数数数学学学描描描述述述(Mathematical description)
设D = {DT1, DT2, · · · , DTn}为n个决策者(若
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为动态多属性决策,则DTi为第i时段;若为多属性群
决策,则DTi为第i专家)决策矩阵集合,其中各决策者
的 权 重λ = {λT1, λT2, · · · , λTn}T;满 足λTi >0,
n∑

i=1
λTi =1(i = 1, 2, · · · , n); Z = {Z1, Z2, · · · , Zm}

为方案集; C = {c1, c2, · · · , ck}为属性集(属性权重
未知); DTi关于方案集Z在属性集C上的决策矩阵为

DTi =




ξT i

11 ξT i

12 · · · ξT i

1k

ξT i

21 ξT i

22 · · · ξT i

2k

...
...

...
...

ξT i

m1 ξT i

m2 · · · ξT i

mk




, (7)

其中: ξT i

jl = {[aT iL

jl , aT iR

jl ], [bT iL

jl , bT iR

jl ]}(i = 1, 2, · · · ,

n; j = 1, 2, · · · ,m; l = 1, 2, · · · , k)是第i个决策者

对方案Zj属性cl的区间直觉模糊集(定义1).

3.2 群群群区区区间间间直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集成成成算算算子子子(Group interval-va-
lued intuitionistic fuzzy aggregated operator)
由文献[8]可知“爱因斯坦和与爱因斯坦积”是严

格阿基米德t-norms中的特殊算子,因此Wang等将爱
因斯坦算子扩展到区间直觉模糊集上,并提出了区间
直觉模糊集运算法则详见参考文献[8–9]. 本文在区间
运算法则[8–9]的基础上定义了群区间直觉模糊有序加

权几何算子和群区间直觉模糊有序加权平均算子,用
以聚集各时段或各专家的区间直觉模糊集.

定定定义义义 3 设αj = {[aL
j , aR

j ], [bL
j , bR

j ]}(j = 1, 2,

· · · , n)为第j个决策者的区间直觉模糊数,若

GIVIFOWGλ,w(α1, α2, · · · , αn) =

α̂w1
σ(1)× α̂w2

σ(2)× · · · × α̂wn

σ(n), (8)

其中: w=(w1, w2, · · · , wn )T是与函数GIVIFOWG
相关联的位置向量(指数加权向量), wj ∈ [0, 1],
n∑

j=1

wj = 1. α̂σ(j)是指加权的区间直觉模糊数α̂i(i =

1, 2, · · ·n)中第 i个最大的元素,其中: α̂i = αn λT i

i , λ

= (λT1, λT2, · · · , λTn )T是各决策者αj的权重向量,

λTi ∈ [0, 1],
n∑

i=1
λTi = 1, n是平衡因子. 则称函数

GIVIFOWG为群区间直觉模糊有序加权几何算子.

定定定义义义 4 设αj = {[aL
j , aR

j ], [bL
j , bR

j ]}(j = 1, 2,

· · · , n)为第j个决策者的区间直觉模糊数,则群区间
直觉模糊有序加权平均算子表示如下:

GIVIFOWAλ,w(α1, α2, · · · , αn) =

α̂w1
σ(1) + α̂w2

σ(2) + · · ·+ α̂wn

σ(n), (9)

其中: w = (w1, w2, · · · , wn )T是与函数GIVIFOWA
相关联的位置向量 (指数加权向量), wj ∈ [0, 1],
n∑

j=1

wj = 1. α̂σ(j)是指加权的区间直觉模糊数α̂i(i =

1, 2, · · ·n)中第i个最大的元素,其中α̂i =αn λT i

i , λ=
(λT1, λT2, · · · , λTn )T是各决策者αj的权重向量,

λTi ∈ [0, 1],
n∑

i=1
λTi = 1, n是平衡因子.

设α̂σ(j) = {[âL
σ(j), â

R
σ(j)], [b̂

L
σ(j), b̂

R
σ(j)]},则参考区

间运算法则[23]可将式(8)(9)整理如下:

GIVIFOWGλ,w(α1, α2, · · · , αn) =

{[
2

n∏
j=1

(âL
σ(j))

wj

n∏
j=1

(2− âL
σ(j))

wj +
n∏

j=1

(âL
σ(j))

wj

,

2
n∏

j=1

(âR
σ(j))

wj

n∏
j=1

(2− âR
σ(j))wj +

n∏
j=1

(âR
σ(j))wj

],

[

n∏
j=1

(1 + b̂L
σ(j))

wj −
n∏

j=1

(1− b̂L
σ(j))

wj

n∏
j=1

(1 + b̂L
σ(j))wj +

n∏
j=1

(1− b̂L
σ(j))wj

,

n∏
j=1

(1 + b̂R
σ(j))

wj −
n∏

j=1

(1− b̂R
σ(j))

wj

n∏
j=1

(1 + b̂R
σ(j))wj +

n∏
j=1

(1− b̂R
σ(j))wj

]}, (10)

GIVIFOWAλ,w(α1, α2, · · · , , αn) =

{[

n∏
j=1

(1 + âL
σ(j))

wj −
n∏

j=1

(1− âL
σ(j))

wj

n∏
j=1

(1 + âL
σ(j))wj +

n∏
j=1

(1− âL
σ(j))wj

,

n∏
j=1

(1 + âR
σ(j))

wj −
n∏

j=1

(1− âR
σ(j))

wj

n∏
j=1

(1 + âR
σ(j))wj +

n∏
j=1

(1− âR
σ(j))

wj

],

[
2

n∏
j=1

(b̂L
σ(j))

wj

n∏
j=1

(2− b̂L
σ(j))wj +

n∏
j=1

(b̂L
σ(j))wj

,

2
n∏

j=1

(b̂R
σ(j))

wj

n∏
j=1

(2− b̂R
σ(j))wj +

n∏
j=1

(b̂R
σ(j))wj

]}. (11)

3.3 区区区间间间直直直觉觉觉模模模糊糊糊熵熵熵(Interval-valued intuitionistic
fuzzy entropy)
本文借鉴文献[11]的思路,在Ye等[14]工作的基础

上定义了考虑犹豫度的区间直觉模糊熵.

定定定义义义 5[14] 对任意的Â, B̂ ∈ IVIFS(X),设µÂ

= µL
Â
(x) + p∆µ

Â
(x), νÂ = νL

Â
(x) + p∆ν

Â
(x), µB̂

= µL
B̂
(x) + p∆µ

B̂
(x), νB̂ = νL

B̂
(x) + p∆ν

B̂
(x), p

⊆ [0, 1]. 如果E满足下面的条件,则称映射: E :
IVIFS(X) → [0, 1]为区间直觉模糊集的区间直觉模
糊熵.
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1) E(Â)=0当且仅当µL
Â
(x)=µR

Â
(x)=0, νL

Â
(x)

=νR
Â
(x) = 1或者µL

Â
(x)=µR

Â
(x)=1, νL

Â
(x)=νR

Â
(x)

= 0;

2) E(Â) = 1当且仅当[µL
Â
(x), µR

Â
(x)] = [νL

Â
(x),

νR
Â
(x)];
3) E(Â) = E(Âc);

4) 如果∀x ∈ X ,任意p ⊆ [0, 1],当µB̂ > νB̂且有

µÂ > µB̂和νÂ 6 νB̂或者当µB̂ 6 νB̂时,且有µÂ 6
µB̂和νÂ > νB̂ ,则E(Â) 6 E(B̂).

在此基础上定义区间直觉模糊集Â的区间直觉模

糊熵E(Â)如下:

E(Â) = cos(
|(µÂ − νÂ)(1− πÂ)|

2
π). (12)

由于πÂ = 1− µÂ − νÂ,式(12)可整理为

E(Â) = cos(
|µ2

Â
− ν2

Â
|

2
π). (13)

证证证 由µL
Â

6 µ
Â

6 µR
Â

,即µ
Â
⊆ [0, 1],同理ν

Â
⊆

[0, 1],因此|µ2
Â
−ν2

Â
|⊆ [0, 1]则06

|µ2
Â
−ν2

Â
|

2
π6 π

2
,把

其代入式(12)得0 6 E(Â) 6 1,因此满足IVIFS(X)
→ [0, 1].

1) 假设E(Â) = 0,由式(13),得(µ2
Â
− ν2

Â
) = ±1.

则µ2
Â

= 1, ν2
Â

= 0或µ2
Â

= 0, ν2
Â

= 1. 若µ2
Â

= 1,

ν2
Â

= 0则µL
Â
(x)+p∆µ

Â
(x) = 1, νL

Â
(x) + p∆ν

Â
(x)

= 0,因为p⊆ [0, 1],对于任意 p则有µL
Â
(x)=µR

Â
(x)=

1, νL
Â
(x) = νR

Â
(x) = 0. 同理可推出,当µ2

Â
=0, ν2

Â
=

1时,有µL
Â
(x) = µR

Â
(x) = 0, νL

Â
(x) = νR

Â
(x) = 1,

设Â满足: µL
Â
(x)=µR

Â
(x)=1, νL

Â
(x)=νR

Â
(x)=0

或µL
Â
(x)=µR

Â
(x)=0, νL

Â
(x)=νR

Â
(x)=1成立. 综合

式(5)和式(13)得E(Â) = 0.

2) 假设E(Â) = 1,由式(13)可得

µL
Â
(x) + p∆µ

Â
(x) = ±(νL

Â
(x) + p∆ν

Â
(x)),

又因为µL
Â
(x)+p∆µ

Â
(x)⊆ [0, 1], νL

Â
(x)+p∆ν

Â
(x)

⊆ [0, 1]则µL
Â
(x)+p∆µ

Â
(x) = νL

Â
(x)+p∆ν

Â
(x). 对

于任意p则有µL
Â
(x)=νL

Â
(x), p∆µ

Â
(x)=p∆ν

Â
(x),

因此可以推出[µÂ
L(x), µÂ

R(x)] = [νL

Â(x), νR
Â
(x)].

若[µL

Â(x), µR
Â
(x)] = [νL

Â(x), νR
Â
(x)],则µÂ = νÂ,

代入式(13)可得E(Â) = 1.

3) 由文献[8]容易得到E(Â) = E(Âc).

4) 假设E(Â) 6 E(B̂),则

cos(
|(µ2

Â
− ν2

Â
)|

2
π) 6 cos(

|(µ2
B̂
− ν2

B̂
)|

2
π),

由y = cos x在区间[0,
π

2
]上是单调递减函数,因此

可推出|µ2
Â
−ν2

Â
| > |µ2

B̂
−ν2

B̂
|.由µÂ > µB̂ , νÂ 6 νB̂ ,

µB̂ > νB̂可得µ2
Â

> µ2
B̂

> ν2
B̂

> ν2
Â

,显然|µ2
Â
−ν2

Â
| >

|µ2
B̂
− ν2

B̂
|成立. 因此对于任意的x ∈ X都有E(Â) 6

E(B̂).

同理对于任意的x ∈ X ,在µÂ 6 µB̂ , νÂ > νB̂ ,
µB̂ 6 νB̂的条件下,有E(Â) 6 E(B̂).

从式(13)可以看出,该熵公式不仅考虑了区间直
觉模糊集中的隶属度和非隶属度,而且还考虑了犹豫
度,因此式(13)计算的结果可以充分反映区间直觉模
糊集的模糊程度.

3.4 区区区间间间数数数距距距离离离公公公式式式及及及 ITOPSIS法法法(Interval dis-
tance formula and ITOPSIS method)
现有的距离公式基本都是将两区间数距离转化成

一个确定数. 由文献[25]可知,用一个实数表示两个
区间数之间的距离,很容易丢失有用的信息,即会严
重影响排序结果.因此本文采用区间距离值为区间数
的距离公式ITOPSIS法.

设j维空间上的区间数āj =[aL
j , aR

j ], b̄j =[bL
j , bR

j ],
由定义2转化为āj = [ac

j − ar
j , a

c
j + ar

j ], b̄j = [bc
j − br

j ,
bc

j + br
j ],即在维度j上两区间数的距离表示为Dj =

[Dj min, Dj max],计算公式[25]如下:




Dj min ={
|ac

j − bc
j| − ar

j − br
j , |ac

j − bc
j| − ar

j − br
j > 0,

0, |ac
j − bc

j| − ar
j − br

j < 0,

Dj max = |ac
j − bc

j|+ ar
j + br

j .

(14)

则āj与b̄j(j =1, 2, · · · , d)的区间加权距离D(ā, b̄)=
[Dā min, Dā max]可表示为

Dā min =

√
d∑

j=1

D2
j min, Dā max =

√
d∑

j=1

D2
j max.

(15)

从式(15)可以看出,区间加权距离仍是一个区间数,因
此可以比较全面地表示各种可能的距离值.

任选两个区间直觉模糊集

Â = {(x, µ̄Â(x), ν̄Â(x))|x ∈ X},
B̂ = {(x, µ̄B̂(x), ν̄B̂(x))|x ∈ X}.

利用式(14)分别计算Â与B̂中隶属度,非隶属度及犹
豫度3个维度上的区间数距离Dµ = [Dµ min, Dµ max],
Dν = [Dν min, Dν max], Dπ = [Dπ min, Dπ max],进而
利用公式(15)得到Â与B̂的区间加权距离D(Â, B̂) =
[DÂ min, DÂ max]. 其中:




DÂ min =
√

D2
µ min + D2

ν min + D2
π min,

DÂ max =
√

D2
µ max + D2

ν max + D2
π max.

(16)

由式(16)知区间加权距离值的形式为区间数,而
区间数无法像确定数那样比较两个数的绝对大小,因
此本文基于式(6)改进TOPSIS法,提出ITOPSIS法来
比较方案占优关系.
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设区间直觉模糊理想方案为A+ ={(x, µ̄A+(x),
ν̄A+(x))|x ∈ X},则两区间直觉模糊集 Â = {(x,

µ̄Â(x), ν̄Â(x))|x∈X}和B̂ ={(x, µ̄B̂(x), ν̄B̂(x))|x∈
X}与理想方案A+的区间加权距离分别为D(Â, A+)
和D(B̂, A+).

1) 若P (D(Â, A+) 6 D(B̂, A+)) > 0.5, 则Â占

优B̂,记作Â > B̂.

2) 若P (D(Â, A+) 6 D(B̂, A+)) = 0.5, 则Â和

B̂相等,记作Â = B̂.

3) 若P (D(Â, A+) 6 D(B̂, A+)) < 0.5, 则Â劣

于B̂,记作Â < B̂.

3.5 区区区间间间得得得分分分函函函数数数以以以及及及区区区间间间精精精确确确函函函数数数(Interval
score function and interval accuracy function)
本文在文献[19–20]的基础上,按照区间直觉模糊

集中隶属度、非隶属度、犹豫度三者之间的原有比例

对犹豫度进行k次分解,并在此基础上添加一个犹豫
系数ξ,当k →∞时,得到Â的区间得分函数IS(Â)
(式(17))和区间精确函数IH(Â)(式(18)).

IS(Â) =
(µ̄Â(x)− ν̄Â(x))

1− ξ(µ̄Â(x) + ν̄Â(x))π̄Â(x)
,

0 6 ξ 6 1, (17)

IH(Â) =
(µ̄Â(x) + ν̄Â(x))

1− ξ(µ̄Â(x) + ν̄Â(x))π̄Â(x)
,

0 6 ξ 6 1. (18)

当ξ = 0时,式(17)–(18)为没有考虑犹豫度的区间
得分函数和区间精确函数,当0 < ξ 6 1时,式(17)–
(18)为考虑犹豫度的区间得分函数和区间精确函数.

3.6 区区区间间间得得得分分分准准准则则则(Interval score criteria)
本文将区间直觉模糊集的得分函数和精确函数扩

展为区间数,而区间数无法像确定数那样比较两个数
的绝对大小,因此本文采用式 (6)计算区间得分函
数、区间精确函数的可能度,在此基础上定义基于可
能度的区间得分准则如下:

设两区间直觉模糊数Â={(x, µ̄Â(x), ν̄Â(x))|x ∈
X}和B̂ = {(x, µ̄B̂(x), ν̄B̂(x))|x ∈ X}的区间得分
函数分别为 IS(Â)和 IS(B̂),精确得分函数分别为
IH(Â)和IH(B̂),则

1) 若P (IS(Â) > IS(B̂)) > 0.5,则Â占优B̂,记
作Â > B̂.

2) 若P (IS(Â) > IS(B̂)) = 0.5,则

① 若P (IH(Â) > IH(B̂)) = 0.5, 则Â和B̂相

等,记作Â = B̂.

② 若P (IH(Â)>IH(B̂))<0.5,则Â劣于B̂,记
作Â < B̂.

③ 若P (IH(Â)>IH(B̂))>0.5,则Â占优B̂,记
作Â > B̂.

3) 若P (IS(Â) > IS(B̂)) < 0.5,则Â劣于B̂,记
作Â < B̂.

根据文献[24]中可能度公式性质可以知道,利用
式(6)分别求解式(16)–(18)所得区间数间的概率矩阵
都是互补判断矩阵[6].

定定定义义义 6[26] 对于互补判断矩阵P = (pij)n×n,可
利用如下公式对其进行排序:

δi =

n∑
j=1

pij +
n

2
− 1

n(n− 1)
, i = 1, 2, · · · , n. (19)

由文献[26]可知, δi越大,则代表方案越好.

4 属属属性性性权权权重重重未未未知知知的的的群群群多多多属属属性性性决决决策策策(Group
multi-attribute decision-making with un-
known attribute weights)

4.1 未未未知知知属属属性性性权权权重重重的的的求求求解解解(The method of calcula-
ting the unknown attribute weights)
步步步骤骤骤 1 用GIVIFOWGλ,w或GIVIFOWAλ,w

算子(式(10)–(11))计算各决策矩阵DTi的综合区间直

觉模糊决策矩阵Dm×k,

Dm×k =




ξ11 ξ12 · · · ξ1k

ξ21 ξ22 · · · ξ2k

...
...

...
...

ξm1 ξm2 · · · ξmk




. (20)

步步步骤骤骤 2 利用式(13)计算区间直觉模糊综合决策
矩阵Dm×k的熵矩阵Em×k,

Em×k =




E11 E12 · · · E1k

E21 E22 · · · E2k

...
...

...
...

Em1 Em2 · · · Emk




. (21)

步步步骤骤骤 3 对熵矩阵Em×k进行归一化处理得

Ēm×k,

Ēm×k =




Ē11 Ē12 · · · Ē1k

Ē21 Ē22 · · · Ē2k

...
...

...
...

Ēm1 Ēm2 · · · Ēmk




, (22)

其中: Ējl =
Ejl

max{E1l,E2l,··· ,Eml}(j = 1, 2, · · · ,m;

l = 1, 2, · · · , k).

步步步骤骤骤 4 计算属性权重ωl,

ωl =
KC − βl

k ∗KC − T
, (23)

其中: βl =
m∑

t=1

Ētl, T =
k∑

l=1

βl; KC为常数,通常取为

1,也可根据权重关系进行适当调整. 对客观权重而言,



1030 控 制 理 论 与 应 用 第 31卷

原则上,指标最大权重与最小权重应该在1倍之内,如
果差距太大,可适当调节KC [27].

4.2 群群群多多多属属属性性性决决决策策策ITOPSIS法法法(ITOPSIS method
for group multi-attribute decision-making)
本节基于利用TOPSIS法排序的思想[15],提出基

于可能度的ITOPSIS群多属性决策排序法,决策过程
如下:

步步步骤骤骤 1 利用GIVIFOWGλ,w或GIVIFOWAλ,w

算子(式(10)–(11))计算各决策矩阵DTi的综合区间直

觉模糊决策矩阵Dm×k.

步步步骤骤骤 2 利用式(23)计算属性权重ωl.

步步步骤骤骤 3 确定区间直觉模糊理想方案A+ = {[1,

1], [0, 0]},利用式(14)计算各方案中各属性与A+的区

间加权距离D(ξjl, A
+) = [Dξjl min, Dξjl max].

步步步骤骤骤 4 计算各方案的属性加权区间距离

D(Zj) = [DZj min, DZj max],

DZj min =
k∑

l=1

ωlDξjl min, DZj max =
k∑

l=1

ωlDξjl max.

步步步骤骤骤 5 利用式(6)求出D(Zj)之间的概率占优矩
阵P (D).

P (D) =




p11 p12 · · · p1m

p21 p22 · · · p2m

...
...

...
...

pm1 pm2 · · · pmm




.

步步步骤骤骤 6 利用式(19)求出P (D)对应的δD
j 并进行

排序,最终确定最优方案.

4.3 群群群多多多属属属性性性决决决策策策区区区间间间得得得分分分函函函数数数法法法(Score func-
tion method for group multi-attribute decision-
making)
本节利用区间得分函数,提出基于可能度的区间

得分准则法,决策过程如下:

步步步骤骤骤 1 利用GIVIFOWGλ,w或GIVIFOWAλ,w

算子(式(10)–(11))计算各决策矩阵DTi的综合区间直

觉模糊决策矩阵Dm×k.

步步步骤骤骤 2 利用式(23)计算属性权重ωl.

步步步骤骤骤 3 利用式(17)–(18)计算各方案中各属性的
区间得分值IS(ξjl)和区间精确值IH(ξjl):

IS(ξjl) = [ISξjl min, ISξjl max],

IH(ξjl) = [IHξjl min, IHξjl max].

步步步骤骤骤 4 计算各方案的属性加权得分值与精确值:

IS(Zj) = [ISZj min, ISZj max],

IH(Zj) = [IHZj min, IHZj max],

ISZj min =
k∑

l=1

ωlISξjl min,

ISZj max =
k∑

l=1

ωlISξjl max,

IHZj min =
k∑

l=1

ωlIHξjl min,

IHZj max =
k∑

l=1

ωlIHξjl max.

步步步骤骤骤 5 利用式(6)求出IS(Zj)和IH(Zj)之间的
概率占优矩阵.

P (IS) =




IS11 IS12 · · · IS1m

IS21 IS22 · · · IS2m

...
...

...
...

ISm1 ISm2 · · · ISmm




,

P (IH) =




IH11 IH12 · · · IH1m

IH21 IH22 · · · IH2m

...
...

...
...

IHm1 IHm2 · · · IHmm




.

步步步骤骤骤 6 利用式(19)求出P (IS)和P (IH)对应的
δIS

i 和δIH
i 并进行排序,最终确定最优方案.

5 实实实验验验与与与分分分析析析(Experiment and analysis)
文献[4]动态多属性决策案例: 考虑某个风险投资

公司进行项目投资决策,有 5个可供选择企业
Z = {Z1, Z2, Z3, Z4, Z5}, 4个评价属性C = {c1, c2,

c3, c4},评价属性分别是风险分析、成长分析、社会政
治影响分析、环境影响分析.专家组根据上述4个评价
属性对5个供选择的企业在最近3年的业绩分别进行
评估,并得到区间直觉模糊矩阵DTi(i = 1, 2, 3),其
中各时间段决策矩阵的权重向量λ = [0.2 0.3 0.5]T,
GIVIFOWGλ,w(GIVIFOWAλ,w的位置权重向量w =
(0.2429, 0.5142, 0.2429)T,属性权重信息完全未知.

在此首先利用ITOPSIS对文献[4]案例进行排序.

步步步骤骤骤 1 利用GIVIFOWG或GIVIFOWA算子(式
(10)–(11))计算近3年的区间直觉模糊决策矩阵D5×4

(见表1、表2)或D∗
5×4(略).

步步步骤骤骤 2 令p=0.5,利用式(13)计算D5×4或D∗
5×4

所对应的熵矩阵E5×4或E∗
5×4,并取KC =1,对E5×4

或E∗
5×4进行归一化,进而利用式(23)得属性权重如下:{

ω = [0.2135 0.3054 0.2380 0.2432],

ω∗ = [0.2329 0.3303 0.2010 0.2359].
(24)

步步步骤骤骤 3 确定区间直觉模糊理想方案A+ = {[1,

1], [0, 0]} . 利用式(14)计算各方案中各属性与A+的

区间加权距离: D(ξjl, A
+)=[Dξjl min, Dξjl max], j =

1, 2, · · · , 5, l = 1, 2, · · · , 4.

步步步骤骤骤 4 在步骤2和3的基础上,计算各方案在属
性ω或ω∗下的属性加权区间距离D(Zj)或D∗(Zl)(j
= 1, 2, · · · , 5).
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DT1 =




([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.5, 0.6], [0.2, 0.3]) ([0.2, 0.3], [0.6, 0.7]) ([0.1, 0.2], [0.7, 0.8])
([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.5])
([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.4, 0.5], [0.3, 0.4]) ([0.5, 0.6], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3])
([0.8, 0.9], [0.0, 0.1]) ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.5]) ([0.2, 0.3], [0.5, 0.6])
([0.6, 0.7], [0.2, 0.2]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.7, 0.8], [0.0, 0.1]) ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4])




,

DT2 =




([0.3, 0.4], [0.3, 0.5]) ([0.4, 0.5], [0.2, 0.3]) ([0.1, 0.2], [0.5, 0.6]) ([0.0, 0.1], [0.6, 0.7])
([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.7], [0.0, 0.1]) ([0.5, 0.6], [0.0, 0.1]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.5])
([0.5, 0.6], [0.2, 0.3]) ([0.3, 0.4], [0.3, 0.4]) ([0.4, 0.5], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.6], [0.1, 0.2])
([0.7, 0.8], [0.0, 0.1]) ([0.5, 0.6], [0.1, 0.2]) ([0.2, 0.3], [0.3, 0.4]) ([0.1, 0.2], [0.5, 0.6])
([0.5, 0.6], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.4], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.8], [0.0, 0.1]) ([0.4, 0.5], [0.2, 0.3])




,

DT3 =




([0.3, 0.4], [0.5, 0.6]) ([0.5, 0.5], [0.4, 0.5]) ([0.1, 0.2], [0.7, 0.7]) ([0.0, 0.1], [0.8, 0.9])
([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.3, 0.4], [0.5, 0.6])
([0.4, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.4, 0.5], [0.5, 0.5]) ([0.4, 0.5], [0.3, 0.4]) ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4])
([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.6], [0.4, 0.4]) ([0.2, 0.3], [0.5, 0.6]) ([0.1, 0.2], [0.6, 0.7])
([0.5, 0.6], [0.3, 0.3]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.6]) ([0.6, 0.7], [0.1, 0.2]) ([0.4, 0.5], [0.3, 0.4])




.

表 1 区间直觉模糊决策矩阵D5×4

Table 1 CIVIFDM D5×4

c1 c2

Z1 ([0.3374, 0.4385], [0.3701, 0.5143]) ([0.4623, 0.5253], [0.2708, 0.3701])
Z2 ([0.5716, 0.6701], [0.2318, 0.3299]) ([0.6703, 0.7617], [0.1044, 0.1947])
Z3 ([0.4724, 0.5716], [0.2825, 0.3843]) ([0.3619, 0.4623], [0.3701, 0.4284])
Z4 ([0.7220, 0.8197], [0.0365, 0.1341]) ([0.5460, 0.6393], [0.2653, 0.3180])
Z5 ([0.5253, 0.6239], [0.1865, 0.2318]) ([0.2703, 0.3722], [0.3004, 0.4429])

表 2 区间直觉模糊决策矩阵D5×4

Table 2 CIVIFDM D5×4

c3 c4

Z1 ([0.1195, 0.2241], [0.5858, 0.6429]) ([0.0000, 0.1195], [0.6897, 0.7997])
Z2 ([0.5751, 0.6373], [0.1267, 0.2263]) ([0.3122, 0.4122], [0.4284, 0.5276])
Z3 ([0.4261, 0.5253], [0.1865, 0.2852]) ([0.5253, 0.6239], [0.1865, 0.2852])
Z4 ([0.2110, 0.3122], [0.3843, 0.4844]) ([0.1195, 0.2241], [0.5276, 0.6278])
Z5 ([0.6239, 0.7682], [0.0365, 0.1341]) ([0.4261, 0.5253], [0.2465, 0.3446])

步步步骤骤骤 5 利用式(6)求出D(Zj)和D∗(Zj)之间的
概率占优矩阵如下:

P (D)=




0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.5000 0.9280 0.9981 0.8546
1.0000 0.0720 0.5000 0.7572 0.4118
1.0000 0.0019 0.2428 0.5000 0.1990
1.0000 0.1454 0.5882 0.8010 0.5000




,

P ∗(D)=




0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.5000 0.8918 0.9558 0.8486
1.0000 0.1082 0.5000 0.6755 0.4595
1.0000 0.0442 0.3245 0.5000 0.3048
1.0000 0.1514 0.5405 0.6952 0.5000



.

步步步骤骤骤 6 利用式(19)求出P (D)和P ∗(D)对应的
δD
j 和δ∗Dj .

δD
j =[0.1000 0.2890 0.2121 0.1722 0.2267],

δ∗Dj =[0.1000 0.2848 0.2122 0.1837 0.2194].

由δD
j 和δ∗Dj 可知,经过两种算子聚集后的排序

结果都为Z2ÂZ5ÂZ3ÂZ4ÂZ1,最佳方案为Z2.
该排序结果与文献[4]中的排序结果完全相同.但同
时需要注意的是两种算子的侧重点是不一样的. 参
考文献[4]中DT1, DT2, DT3的相关参数,对于属性
c1, c2, Z4基本优于Z3,而对于属性c3, c4, Z3大幅优

于Z4,进而比较由GIVIFOWG和GIVIFOWA算子
分别得到的p34 = 0.7572和p∗34 = 0.6755,得知p34
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大于p∗34,因此可以得出结论, GIVIFOWG算子突
出属性c3, c4的作用,即更加倾向单个数据的作用,
而GIVIFOWA算子则偏重于强调整体数据的影
响(4个属性的整体影响).
此处若对文献[4]案例采用基于可能度的区间得

分函数法,决策过程如下:
步步步骤骤骤 1–2 同ITOPSIS法步骤1–2.
步步步骤骤骤 3 利用式(17)–(18)计算各方案中各属性

的区间得分值IS(ξjl)和区间精确值IH(ξjl).
步步步骤骤骤 4 在步骤2, 3的基础上计算各方案在属

性ω或ω∗下的属性加权得分值IS(Zj)或IS∗(Zj)与
精确值IH(Zj)或IH∗(Zj).
步步步骤骤骤 5 利用式(6)求出区间得分值与精确值之

间的概率占优矩阵P (IS)和P (IH)(略). P (IS)
结果如下:

P (IS)=




0.5000 0 0 0 0
1.0000 0.5000 0.9209 1.0000 0.7202
1.0000 0.0791 0.5000 0.8547 0.2480
1.0000 0 0.1453 0.5000 0.0426
1.0000 0.2798 0.7520 0.9574 0.5000




.

步步步骤骤骤 6 利用式(19)求出P (IS)和P ∗(IS)对应
的δIS

j 和δ∗IS
j 并进行排序,最终确定最优方案.

δIS
j = [0.1000 0.2821 0.2091 0.1594 0.2495],

δ∗IS
j = [0.1000 0.2892 0.1913 0.1815 0.2380].

分别取犹豫系数ξ = 0或1. 当 ξ = 0时, IS(Z2),
IS(Z1)为[0.2268, 0.4641], [−0.3842,−0.1277], 当
ξ = 1时,方案 2和 1得分值为 [0.2244, 0.5318]和
[−0.4612,−0.1195]. 因此可以得到结论:在隶属度
大于非隶属度的情况下,随着犹豫度系数ξ的增大,
方案的区间(精确)得分值变好;在隶属度小于非隶
属度的情况下,随着犹豫度系数ξ的增大,方案的区
间(精确)得分值变差.
综合概率占优矩阵δD

j , δ∗Dj , δIS
j , δ∗IS

j 可以看出,
在5个备选的风投企业中,企业2在风险分析、成长
分析、社会政治影响分析、环境影响分析等方面近

年的综合表现优于其他4个企业,因此,风险投资公
司在进行风险项目的投资时,应首选企业2,其次依
次是企业5和企业3,企业4和企业1不予考虑.

此外本文对文献[3]中的多属性群决策问题应用
本文设计的方法进行排序,所得结果与文献[3]排序
结果完全一致.综合对文献[3]多属性群决策案例和
文献[4]动态多属性决策案例排序结果可知,利用
ITOPSIS法或区间得分函数法都能有效地求解群多
属性决策问题.但需要注意的是,在ITOPSIS法中需
要设定一个理想方案,本文以A+ = {[1, 1], [0, 0]}

作为理想方案(即A+的犹豫度为[0, 0]),因此该方法
实际是把犹豫度当成非隶属度处理,结合式(16)可
以知道,方案的犹豫度越大,与理想方案的距离越
大,即该方法侧重求解决策问题中所有方案相对于
理想方案的排序,适用于已知理想方案的排序问题.
相反,在区间得分函数法中不需要决策者设定理想
方案,利用式(17)–(18)把犹豫度进一步按比例进行
分解,会使好的方案变的更优,劣的方案变的更差,
有利于选出最优方案,尤其适用于在没有理想方案
的前提下选最优方案的问题(此处以文献[4]案例为
例说明,企业2是最好的企业,而企业4是不予考虑
的,进而从P (D)中看出p24 = 0.9981小于P (IS)中
的p24 = 1).
另外通过Matlab仿真得到利用ITOPSIS法和区

间得分函数法求解文献[4]的时间分别为0.0086 s和
0.0095 s,求解文献[3]的时间分别为 0.0097 s和
0.011 s. 通过上述数据比较可以知道, ITOPSIS法的
运算效率略高于区间得分函数法,并且随着决策者
数量的增加,运算时间也会随之略微增大.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文首先基于爱因斯坦几何算子提出了两种新

的聚集算子: GIVIFOWG和GIVIFOWA,总结了
两算子在聚集区间直觉模糊集时的3个特点并通过
文献[4]案例中的数据对其进行解释说明;其次在考
虑犹豫度的前提下,提出了区间直觉模糊熵,利用
该公式得到的属性权重充分的反映了区间直觉模糊

集中的犹豫度;进而提出了两种排序方法,这两种
方法可以有效避免区间直觉模糊数中的区间数转化

成确定数从而造成区间信息丢失的情况发生;最后
指出了上述两种方法的优缺点和适用范围.
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