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摘要:本文综述多自主体系统线性及非线性一致性问题.首先,从自主体动态、通信拓扑和一致性协议这3个方
面介绍一致性问题的基本问题.接着,从一致性问题的分析方法入手,对目前一致性问题的研究结果进行分类和讨
论.然后阐释经典一致性协议是负的次梯度算法这一实质,并给出一种一致性协议的设计方法. 最后列举了仍然需
要解决的问题和未来的研究方向.
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A survey of linear and nonlinear consensus problems in
multi-agent systems
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Abstract: We present the survey result of linear and nonlinear consensus problems in multi-agent systems. First, these
problems are elaborated in terms of the agent dynamics, communication topology and consensus protocol. Then, the state
of the art on consensus is discussed from the perspective of analysis approaches. Moreover, the essence of the classical
consensus protocol is found to be a negative sub-gradient algorithm, and an approach of consensus protocol design is
presented. Finally, the problems to be solved in future research directions are pointed out.
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1 引引引言言言(Introduction)
早在远古时期,人类就已经观察并认识到自然界

中生物种群的一些奇特行为:如鸟类在没有全局指引
的情况下能够紧而有序地大规模远距离迁徙,萤火虫
能步调一致地闪烁发光,群居的蚂蚁能够快速地发现
通往食物源的最优路径,鱼群能迅速改变队形来围捕
猎物或者应对天敌的围捕.这些数量庞大,但非常简
单的个体无需集中式协调控制,通过一些简单的局部
信息交换和作用规则,就能产生令人惊讶的群体宏观
行为. 20世纪80年代起,一些生物学家和物理学家通
过建模与仿真来试图发掘这些多个体系统行为背后

的机理,其中两个最著名的模型是Boid模型[1]和

Vicsek模型[2]. 在Vicsek模型中,作者提出了一个简单
的离散时间一阶非线性模型来模拟粒子群的相位变

化,仿真结果表明: 如果粒子的分布密度足够大、噪声
密度足够小,那么粒子间通过局部的信息交换与协调,
也能使最终的相位趋于一致.
所谓一致性是指随着时间的演化,自主体通过相

互作用、相互协调使得感兴趣的状态或者输出达到相

同.一致性问题在计算机科学中已经有很悠久的历史,
它是分布式计算理论和算法的基础[3–4]. 21世纪初,
Jadbabaie等发表了Vicsek线性化模型的理论分析结
果[5],从而引发了新一轮一致性问题的研究热潮.此
后,有关一致性算法的设计和分析结果大量涌现,见
综述文献[6–9]及其引用的参考文献. 目前,一致性的
思想及相关成果已经甚至早前就被广泛应用于复杂

网络的同步[10–12]、传感器网络的信息估计与融

合[13–15]、资源的分配调度与负载均衡[16–17]等问题中,
而且多个体的聚集[18–19]、移动小车和无人航行器的

编队[20–22]、网络时钟的同步[23–24] 等问题也可以借鉴

或者转化成一致性问题来解决.

2 多多多自自自主主主体体体系系系统统统的的的一一一致致致性性性问问问题题题(Consensus
problems of multi-agent systems)
在多自主体系统一致性问题中,有3个基本要素:

动力学个体,文献中常称之为自主体或智能体;自主
体间用于信息交换的通信网络;自主体接收到其他自
主体信息后做出的反应或者作用规则,称为一致性协
议,也有的文献称之为一致性算法、一致性控制器. 在
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许多一致性问题中涉及到非线性个体和非线性协议,
本文将这类一致性问题统称为非线性一致性问题.

2.1 自自自主主主体体体动动动态态态模模模型型型(Model of agent dynamics)
在多自主体系统中,个体是最基本的单元,它既可

以是有生命的生物体,如鸟类、鱼群;也可以是无生命
的物理对象,如移动机器人、无人飞行器;还可以是计
算机软件程序.它的动态决定了一致性状态演化的基
本规律,也决定着一致性协议的基本形式. 根据考察
目的和应用场合的不同,自主体动态可以是线性动态,
也可以是非线性动态.

1) 线性动态模型.
① 一阶积分器:

ẋi = ui, i ∈ [1, N ], (1)

其中xi ∈ Rp, ui ∈ Rp分别表示自主体的位置状态和

控制输入. 模型(1)描述了质点的运动学特性. 该自主
体系统一致的物理意义:在自主体运动过程中,利用
自己及邻居的位置信息调整自己当前的速度,从而使
所有自主体最终聚集到位置空间中的某一点.
② 二阶积分器:{

ẋi = vi,

v̇i = ui, i ∈ [1, N ],
(2)

其中xi ∈ Rp, vi ∈ Rp, ui ∈ Rp分别表示第i个自主

体的位置状态、速度状态及加速度控制输入. 模型(2)
描述了质点的动力学特性. 该自主体系统一致的物理
意义:在自主体运动过程中,利用自己及邻居的位置
信息和速度信息更新自己当前的加速度控制量,从而
使得所有自主体聚集到一起并以相同的速度运动.这
里最终的共同速度也可以为零,即所有自主体聚集到
空间中某一点并静止.
③ 高阶线性时不变动态:{

Ẋi = AXi + BUi,

Yi = CXi + DUi,
(3)

其中: Xi ∈ Rp, Ui ∈ Rq, Yi ∈ Rm分别表示第i个自

主体的状态、控制输入和量测输出; (A,B, C, D)是给
定的维数相容的矩阵,一般要求满足可镇定、可检测
的条件[25]. 模型(3)刻画了更一般的自主体动态,例如
高阶积分器系统和线性振荡器系统.

2) 非线性动态模型.
线性动态模型虽然简单易于分析,但在有些场合

无法刻画所考察的对象,尤其是一些机械力学系统,
因此一些非线性动态系统也得到了关注和研究.这里
着重介绍3种典型的非线性模型: 非完整小车模型、非
完整链式模型和欧拉–拉格朗日模型.

① 非完整小车模型:



ẋi = vi cos θi,

ẏi = vi sin θi,

θ̇i = ωi, i ∈ [1, N ],
(4)

其中: zi = (xi, yi)T是第i个小车的质心坐标, θi是其

方位角, vi, ωi分别是小车的线速度和角速度.多个小
车实现一致的方式包括位置一致(小车聚集到位置空
间中的某一点),或者位置和前进方向同时一致.

② 非完整链式系统模型.

实际中不少机械系统都含有非完整约束 (non-
holonomic constraint),如轮式小车、带有拖车的牵引
机车、在盘面上滑动的刀锋等. 通过坐标变换和预反
馈,很多系统都可以局部或者全局的转化成如下链式
模型: 




ẋi1 = ui1,

ẋip = xi,p+1ui1, p ∈ [2, n− 1]
ẋin = ui2,

(5)

其中xi∗ = (xi1, · · · , xin)T, ui∗ = (ui1, ui2)T分别是
第i个自主体的状态和输入. 在链式系统一致性问题
研究中,通常考察输出一致性,即第一个状态和最后
一个状态的一致,中间状态镇定到0.

③ 欧拉–拉格朗日模型.

还有一类机械系统可以用欧拉–拉格朗日方程来
描述,包括多关节机械臂和刚体系统:

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i + gi(qi) = τi, (6)

其中: qi ∈ Rp是第i个自主体的广义坐标向量, Mi(qi)
是系统惯性矩阵, Ci(qi, q̇i)q̇i是科里奥利力和离心力

力矩, gi(qi)是重力矩, τi是作用在自主体i上的外部输

入力矩.

欧拉–拉格朗日系统具有如下性质:

a) 惯性矩阵Mi(qi)对称正定,且存在正常数m,

M使得mI 6 Mi(qi) 6 MI;

b) Ṁi(qi)− 2Ci(qi, q̇i)是反对称阵.

这里一致性问题是考察广义坐标位置及速度的一

致,如机械臂关节角的同步.

2.2 网网网络络络拓拓拓扑扑扑描描描述述述(Description of communication
topology)
在多自主体系统一致性的研究中,图论[26]是一个

重要的分析工具. 如果用节点代表自主体,用节点间
的有向边来表示自主体间的信息传递关系,则可以用
图论中的有向图(也称为有向连接拓扑)来描述网络结
构.

图论中通常用G = (V(G), E(G))表示一个图,其
中: V(G) = {v1, v2, · · · , vN}表示节点集, E(G) ⊂
V(G)× V(G)表示边集. 用节点vi代表自主体i,用有
向边Eij = (vi, vj)表示自主体j能获得自主体i的信

息,且称vi是父节点, vj是子节点,也说vi是vj的邻居.
节点vj的邻居集用集合Nj表示,即Nj ={vi : (vi, vj)
∈ E(G)}. 在有向图G中,如果(vi, vj) ∈ E(G) ⇔ (vj,

vi) ∈ E(G),则称图G为无向图或双向图.
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有向图中,从节点vj0到vjk
的一条有向路径是指一

个有向边序列(vj0 , vj1), (vj1 , vj2), · · · , (vjk−1 , vjk
).

所谓有向树,它是一个有向图: 其中只有一个节点没
有父节点,但该节点到其他所有节点都有有向路径,
称该节点为根节点;除了根节点外,其他每个节点有
且只有一个父节点. 所谓有向生成树,它是一个有向
子图,该子图是包含了图中所有节点的有向树. 有向
图中,如果去掉有向边的方向后图是连通的,则称图
是弱连通的;如果任一节点偶对中,至少从一个节点
到另一个节点存在有向路径,则称图是单向连通的;
如果任一节点偶对中,节点间彼此都存在有向路径,
则称图是强连通的. 在此基础上,定义一个十分重要
的概念—–强连通分量.

定定定义义义 1 (强连通分量[27]) 如果图G的子图G′是
强连通的,且没有包含G′的更大子图是强连通的,则
称G′是G的强连通分量,也称强连通分图.

给定一个有向图,可以定义一个加权邻接矩阵
A = [aij]N×N : aij >0⇔(vj, vi) ∈ E(G);否则 aij =

0. 节点vi的输入度定义为degin(i) =
N∑

j=1

aij ,输出度

定义为degout(i) =
N∑

j=1

aji. 如果一个节点的输入度等

于输出度,则称该节点是平衡节点;如果所有节点都
是平衡节点,则称图是平衡图. 由此可知无向图是平
衡图. 由节点的输入度组成的对角矩阵D称为图的度

矩阵,则定义Laplacian矩阵为L = D − A. 易见
Laplacian矩阵各行行和为0,所以0是Laplacian矩阵的
一个特征值,其对应的右特征向量为1N . 对于平衡图,
1N也是其左特征向量. 进一步由盖氏圆盘定理知,
Laplacian矩阵的所有特征值均位于复平面的右半闭
平面内.因此对于无向图,其Laplacian矩阵是对称半
正定阵. 特别的,关于Laplacian矩阵特征值与图的连
通性之间的关系,有如下结果:对于无向连接拓扑,其
Laplacian矩阵只有一个零特征值当且仅当该拓扑是
连通的[28];对于有向连接拓扑,其Laplacian矩阵只有
一个零特征值当且仅当该拓扑包含有向生成树[29–30].

在描述切换连接拓扑的时候,通常会用到图的并
这个概念. 所谓图的并,或者称为并图,是指该图的节
点集由所有图的节点组成,边集由所有图的边的并集
组成. 对于节点集相同的连接拓扑集合,其并图包含
有向生成树并不要求拓扑集合中有子图包含生成树.

2.3 一一一致致致性性性协协协议议议(Consensus protocol)
一致性协议描述的是自主体利用自己及邻居信息

更新自身状态,从而使得系统达到一致的规则,有些
文献也称之为一致性算法、一致性控制器或者一致性

控制律.根据可利用的信息,可以分为基于状态反馈
的协议、基于静态输出反馈的协议和基于动态输出补

偿的协议.而根据协议的形式及作用,可分为线性协
议和非线性协议.本文基于后一种分类标准对一致性
协议做如下归纳:

1) 线性一致性协议.

对于模型(3)描述的自主体,如果自主体间传递的
是状态信息,那么可以采用基于状态反馈的一致性协
议,其基本形式为

Ui(t) = K
N∑

j=1

aij(Xj(t)−Xi(t)), (7)

其中K是需要设计的状态反馈增益,也称为协议参数.

对于一阶积分器系统,协议式(7)退化为

ui(t) = k
N∑

j=1

aij(xj(t)− xi(t)), (8)

这就是最简单最经典的一致性协议.

对于二阶积分器系统,其基本的形式是位置差信
息与速度差信息的线性组合:

ui(t) =
N∑

j=1

aij[k1(xj(t)− xi(t))+

k2(vj(t)− vi(t))]. (9)

通过选择合适的协议参数,可以保证自主体能聚集到
一起且以相同的速度运动.然而在有些场合下,希望
自主体能聚集到静止的一点,也称为系统静态一致.
这时可以在协议(9)的基础上引入速度镇定项[31–32],
即

ui(t) =− k0vi(t) +
N∑

j=1

aij[k1(xj(t)− xi(t))+

k2(vj(t)− vi(t))]. (10)

还可以证明,在没有相对速度信息,即k2 = 0的情况
下,该协议仍然是有效的[33].

如果自主体间交换的是输出信息,则只能设计基
于输出反馈的一致性协议,或者为静态输出反馈协议,
或者为动态输出反馈协议,即基于观测器的控制协议.
静态输出反馈协议形式如下[34–35]:

Ui(t) = K
N∑

j=1

aij(Yj(t)− Yi(t)). (11)

该协议形式简单,但静态输出反馈能力有限,有些场
合应用起来有较大的局限.相应地, Fax和Murray,以
及Seo等采用动态输出反馈协议[36–37]:




χ̇i = Akχi + Bk

N∑
j=1

aij(Yj(t)− Yi(t)),

Ui = Ckχi + Dk

N∑
j=1

aij(Yj(t)− Yi(t)).
(12)

相较于静态输出反馈协议,动态输出反馈协议在求解
一致性问题时适用范围更广,灵活性更大.

2) 非线性一致性协议.
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线性协议虽然简单易于实现,但在有些场合无法
满足系统其他性能方面的要求,如控制输入有界、有
限时间收敛、连接拓扑连通保持等等,此时需要设计
非线性一致性协议,本节主要介绍3种典型的非线性
协议.需要指出的是,非线性协议的设计与分析相较
于线性协议复杂得多,因此目前的结果大多针对一阶
积分器、二阶积分器等简单的低阶动态系统.

① 输入饱和.

实际应用中,执行机构往往有饱和约束,文献
[38–40]提出的非线性协议可以解决一阶积分器自主
体系统的这一问题:

ui =
N∑

j=1

aijφ∆(xj − xi), (13a)

ui =
N∑

j=1

aij(φ∆(xj)− φ∆(xi)), (13b)

ui = φ∆(
N∑

j=1

aij(xj − xi)). (13c)

对于二阶积分器系统, Ren提出了如下的输入有界的
一致性协议[41]:

ui =
N∑

j=1

aij [φ∆(k1(xj − xi)) + φ∆(k2(vj − vi))] .

(14)

常见的饱和函数形式有φ∆(x) = ∆sgn x, φ∆(x)
= ∆ tanh(x)等,其中∆是饱和值.图1给出了两种饱
和函数.

图 1 常见饱和函数

Fig. 1 Saturation functions

② 有限时间收敛.

相较于渐近稳定,有限时间稳定系统具有收敛快
速、抗干扰能力强等优点. 文献[42–44]对有限时间一
致性问题进行了研究,且根据协议函数是否连续可以
分为非连续型和连续非光滑型两类. 一阶积分器自主
体系统典型的有限时间一致性协议包括:

ui =

N∑
j=1

aij(xj − xi)

‖
N∑

j=1

aij(xj − xi)‖
, (15a)

ui = sgn(
N∑

j=1

aij(xj − xi)) (15b)

和

ui =sgn(
N∑

j=1

aij(xj−xi))· |
N∑

j=1

aij(xj−xi)|α,

(16a)

ui =
N∑

j=1

aijsgn(xj−xi)· |xj−xi|α, 0<α<1,

(16b)

其中第1种协议是非连续型协议,且当xi ∈ R时,式
(15a)与(15b)等价;第2种协议是连续非光滑型协议.
图2描述了这两种协议函数.

图 2 常见有限时间函数

Fig. 2 Finite-time convergence functions

二阶积分器自主体系统典型的有限时间一致性协

议为[45]

ui =
N∑

j=1

aij[sgn(xj− xi) · |xj− xi|α + sgn(vj− vi)·

|vj − vi| 2α
1+α ], 0 < α < 1. (17)

③ 连通保持.
很多研究一致性问题的文献中都假设连接拓扑是

连通的,而实际情形通常是拓扑连通性与自主体之间
的距离密切相关:当自主体间的距离小于某个距离(通
信半径)时,自主体间有通信连接,否则没有. 因此通
信拓扑的连通保持本身就是一致性问题中一个很重

要的问题.解决该问题的一种方法就是引入满足特定
性质的势能函数Vij : R2×2 → R>0

[19, 40, 46]:
a) Vij(xi − xj) = 0当且仅当xi = xj ;
b) Vij(xi−xj) →∞当 ‖xi−xj‖ → d, Vij(xi−

xj) = const当‖xi − xj‖ > d;
c) ∇Vij(xi − xj) = 0当且仅当xi = xj ,其中d是

通信半径. 令

Vi =
N∑

j=1

Vij, (18)

则对于一阶积分器自主体系统,可构造一致性协议

ui = −∇Vi. (19)

可以说明若连接拓扑初始连通,则该协议能保证拓扑
一直连通,且可使自主体系统达到一致.常用的该类
势能函数有
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Vij(xi − xj) =
1

d− ‖xi − xj‖ ,

Vij(xi − xj) = tan(
π‖xi − xj‖

2d
),

Vij(xi − xj) =



a1‖xi − xj‖2, 0 < ‖xi − xj‖ < µ,
a2

d2 − ‖xi − xj‖2
, µ < ‖xi − xj‖ < d,

其中参数a1, a2, µ的选取使得Vij对‖xi − xj‖连续可
微.图3给出了一种连通保持函数.

图 3 连通保持函数

Fig. 3 Connectivity preservation function

在上述非线性协议的基础上, Arcak基于无源性方
法提出了一种更一般的非线性协议[47]:

ui = Hi{−
N∑

j=1

aijφij(xi − xj)}, (20)

其中φij(·)是一个正定、径向无界函数Pij : R2 → R
的梯度函数,即φij(·) = ∇Pij(·). 因而当 y 6= 0时,
yTφij(y) > 0. Hi {·}是一个满足无源性的静态或动
态系统的输入输出模块. 当Hi{·}是单位映射模块时,
协议(20)退化成式(13a)和式(19),可见一致性协议
(13a)和(19)是其特例.

还有一些其他形式的非线性一致性协议,如基于
采样量化的协议等[48–50],这里不再详细描述.

3) 非线性自主体系统的一致性协议.

相较于线性自主体系统的一致性协议设计,非线
性自主体系统的一致性协议设计复杂和困难得多,且
由于不同的非线性对象动态特性差异较大,也很难有
统一的设计方法. 因此,本节将重点介绍三类非线性
自主体系统的一致性协议,并且不再刻意区分协议是
线性的还是非线性的.

① 非完整小车系统.

Yamaguchi和Burdick,以及Lin等考察了一种基于
周期反馈控制策略的时变线性一致性协议[29, 51]





vi = k
N∑

j=1

aij(zj − zi)Tri,

ωi = f(t),
(21)

其中: ri = (cos θi, sin θi)T是小车前进方向上的单位

向量, f(t)是一个时变的周期函数,如文献[29]中的
f(t) = cos t. 可见小车的方向角是开环控制,位置是
闭环控制,因此上述一致性协议仅能保证位置一致.

Dimarogonas等则提出了一种基于势能函数的时
不变非连续控制律来研究无向通信拓扑下多小车的

聚集问题[19]




vi =− sgn{∇Vxi cos θi +∇Vyi sin θi}·
(∇V 2

xi +∇V 2
yi)

1
2

ωi =− (θi − θnhi
),

(22)

其中: (∇Vxi,∇Vyi)T =
∂Vi(z)

∂zi

是势能函数 Vi的梯

度, Vi 的 定 义 则 由 式 (18)给 出,这 里 θnhi
=

arctan 2(∇Vyi,∇Vxi). 势能函数的引入使得该控制
律在实现小车位置和方向一致的同时能实现通信拓

扑的连通保持.

② 非完整链式系统.

受Brockett关于系统镇定的必要条件[52]的启示,
Dong和Farrell提出了一种时变连续的输出一致性协
议[53]





ui1 =
N∑

j=1

aij(xj1 − xi1) + αe−λt,

ui2 =
N∑

j=1

aij(yj2 − yi2) +
n∑

k=3

(k − 2)λµkyik+

(
n∑

k=4

µkyi,k−1)
ui1

e−λt
+

µ3(yi2 +
n∑

k=3

µkyik)
ui1

e−λt
,

(23)

其中: yi2 =xi2−
n∑

k=3

µkyik, yik =
xik

e−(k−2)λt
, k∈ [3, n],

系数α, λ, µ3, · · · , µn为控制参数.

无向连接拓扑下自主体间的作用是相互的,这就
不同于镇定问题中自主体只具有单向作用关系.因此
无向连接拓扑下的一致性问题具有更大的灵活性,在
设计一致性协议时, Brockett必要条件可能就不再是
个约束. Zhai等针对三状态的非完整链式系统提出了
如下两个时不变连续状态反馈一致性协议[54–55]:




ui1 = k1[g1

N∑
j=1

aij(xj1 − xi1)+

g3xi2

N∑
j=1

aij{(xj2−xi2)+(xj3−xi3)}],

ui2 = k2[g2

N∑
j=1

aij(xj2 − xi2)+

g3

N∑
j=1

aij{(xj2 − xi2) + (xj3 − xi3)}],

(24)
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ui1 =
k

x2
i2 + 2

[2g1

N∑
j=1

aij(xj1 − xi1)−

g2xi2

N∑
j=1

aij(xj2 − xi2)+

g3xi2

N∑
j=1

aij{(xj2−xi2)+(xj3−xi3)}],

ui2 =
k

x2
i2 + 2

[−g1xi2

N∑
j=1

aij(xj1 − xi1)+

g2(x2
i2 + 1)

N∑
j=1

aij(xj2 − xi2)+

g3

N∑
j=1

aij{(xj2 − xi2) + (xj3 − xi3)}],
(25)

其中k, k1, k2, g1, g2, g3 > 0为控制参数.

③ 欧拉–拉格朗日系统.

无源性理论是非线性系统分析的一个有力工具,
通过定义新的输入输出变量,可以说明欧拉–拉格朗
日系统是无源性系统.基于这个性质, Chopra和Spong
提出了如下的一致性协议[56]:

τi =−Mi(qi)λq̇i − Ci(qi, q̇i)λqi + gi(qi)+
N∑

j=1

aijK[(q̇j + λqj)− (q̇i + λqi)], (26)

其中λ > 0.

Krogstad, Ren等则提出了另一种不依赖于模型参
数的PD型的一致性协议[57–58]

τi =gi(qi) +
N∑

j=1

aijKqi
(qj − qi)+

N∑
j=1

aijKq̇i
(q̇j − q̇i)−Kiq̇i. (27)

20世纪90年代, Chung和Slotine针对非线性系统
提出了压缩分析方法,并在2007年将该方法应用到欧
拉–拉格朗日系统的一致性(也称同步)问题研究中[59].
相较于前面两种协议,这里通过选择合适的耦合增益
可以得到指数收敛的结果.

3 一一一致致致性性性问问问题题题的的的基基基本本本结结结果果果(Fundamental
results of consensus problems)
本节从一致性问题的研究分析方法入手,对一致

性问题相关结果进行总结,然后阐述经典一致性算法
的实质,并进一步给出一种一致性协议的设计方法.
与现有的综述文献[6–8]主要介绍线性或线性化模型的

一致性问题及相关的研究方法不同,本文也将讨论介
绍非线性一致性问题结果及其研究方法.

3.1 一一一致致致性性性问问问题题题的的的分分分析析析方方方法法法及及及结结结论论论(Analysis
approaches and results of consensus problems)
随着一致性问题研究的逐渐深入,自主体动态由

简单的线性动态延伸到非线性动态,通信拓扑由简单
的固定拓扑拓展到动态切换拓扑,时延、丢包、噪声干
扰等实际因素也考虑了进来. 本节从一致性问题的分
析方法入手,对目前一致性问题的研究结果进行梳理
和分类.

1) 基于图论和矩阵论的方法.

基于图论和矩阵论的分析方法依赖于两个重要概

念—随机矩阵和随机矩阵的遍历性. 所谓随机矩阵,
是指所有元素非负且行和为1的方阵. 如果随机矩阵
M满足 lim

k→∞
Mk = 1NcT,其中c为某一列向量,则称

M是遍历的,也有文献称之为不可分解且非周期的
(indecomposable and aperiodic).

离散时间一阶积分器多自主体系统在线性一致性

协议作用下可用方程x(k + 1) = F (k)x(k)来描述,
其中F (k)是随机矩阵. 如果F对应的拓扑是连通的,
则F是遍历的. 对于连续时间一阶积分器动态,在线
性一致性协议作用下闭环系统方程可表示为x(t) =
Φ(t, 0)x(0),其中Φ(t, 0)是负的Laplacian矩阵−L(t)
的状态转移矩阵. 对任意的t, Φ(t, 0)是随机矩阵. 同
样地,若对应的拓扑是连通的,则矩阵Φ(t, 0) = e−Lt

也是遍历的[60].

引引引理理理 1(Wolfowitz定理[61]) 设 {S1, S2,· · ·, SN}
为遍历矩阵构成的有限集合,且该集合满足对任一长
度有限的序列Si1 , Si2 , · · · , Sik

,其矩阵乘积Sik
· · ·

Si2Si1是遍历的. 则对无穷序列Si1 , Si2 , · · · ,存在列
向量c使得 lim

k→∞
Sik

· · ·Si2Si1 = 1NcT.

对于连接拓扑任意切换的情形,利用Wolfowitz定
理, Jadbabaie等考察了线性Vicsek模型,证明了如果
存在一个关于时间间隔[ti, ti+1)的无穷序列, [ti, ti+1)
一致有界且连接拓扑在每个时间间隔内并图连通,那
么所有自主体最终将收敛到统一状态[5]; Ren等将连
接拓扑拓展到一般有向图的情形,证明了如果在连续
有界的时间间隔内连接拓扑的并图包含有向生成树,
则多自主体系统渐近一致[30]. Cao等引入合成图的概
念,也获得了类似的结果[62].

2) 基于稳定性理论的分析方法.

对于多自主体系统,采用一致性协议的目的是使
得系统收敛到状态子空间S = {x : x1 =x2 = · · · =
xn},因此可以用稳定性的相关理论来研究一致性问
题.在利用稳定性理论来考察系统时,通常有两种途
径,一种是先对系统进行处理,将一致性问题转化为
稳定性问题,从而利用稳定性的相关结论来分析一致
性问题;另一种是直接选取Lyapunov函数,然后利用
Lyapunov稳定性定理或者是LaSalle不变集原理来分
析系统收敛到一致子空间S的条件.

① 系统变换法.

通过系统变换[xs xe]T = Tx,多自主体系统的一
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致性问题可以转化为降维子系统xe的稳定性问题.常
见的系统变换形式有:

a) 标准变换及其他抽象变换.
T1: 使得T1LT−1

1 为若当型的非奇异矩阵(若是无
向拓扑,则T1是正交阵, T1LT−1

1 为对角阵);或者T2:
使得T2LT H

2 为上三角阵的酉阵(Shur变换);或者更一

般的T3: 形如 [
1
n

1n T̄3]T的任一非奇异矩阵,其中

T̄T
3 1N = 0,且T̄T

3 T̄3 = IN−1.
b) 基于物理意义的变换.
主要是自主体子系统间作差,常见的形式有如下

几种:

T4 =




1 −1
1 −1

. . .
1 −1

1 1 · · · 1 1




, T5 =




1
−1 1
−1 1

. . .
−1 1




,

T6 =




1 1 · · · 1 1
1 −1

1 −1
. . .

1 −1




.

c) 两种系统变换比较.
在固定连接拓扑下这两种变换等价,且各有优点.

基于标准型的系统变换数学意义明确,在推导过程中
形式简单明了,而基于物理意义的系统变换物理意义
更明确. 但在切换拓扑下,采用基于物理意义的系统
变换更合适,因为基于标准型的变换直接依赖于拓扑,
此时无法找到一个非奇异变换使得所有连接拓扑的

Laplacain矩阵都能化为若当型.

基于系统变换法,线性系统的一致性问题得到了
广泛的研究,并获得了很多较好的结果.据作者所知,
最早就一致性问题给出严格理论分析结果的可能

是Yamaguchi和Arai,其在1994年研究了多个移动机
器人的队形控制问题[20],实质就是基于一致性的编队
问题.通过系统变换T4,作者说明了在强连通拓扑下,
一致性误差子系统xe是Hurwitz稳定的. 推广到二阶
及高阶系统,多自主体系统的一致性不仅与连接拓扑
有关,也与协议参数的选取有关. 对于二阶积分器自
主体系统,在连接拓扑包含生成树的假设下,
Lafferriere等利用劳斯判据以一组不等式的形式刻画
出了可行协议参数的充要条件,并给出了一组可行解
的求解原则[31](T2变换), Ren和Atkins则显式地给出
了可行协议参数的一个充分性条件[63](T1变换).但是
一个很重要的问题就是,在给定的连接拓扑下,是否
一定存在协议参数使得多自主体系统达到一致,即系
统是否具有寻求一致的能力. Zhang和Tian在讨论离

散时间二阶积分器自主体系统的一致性问题时回答

了这个问题,首次提出了可一致性的概念(consentab-
ility),指出系统可一致的充要条件是连接拓扑包含生
成树[64](T5变换).作者利用低增益方法给出了可行协
议参数的一个充分条件,并且将结果推广到Markov切
换拓扑情形. Zhang和Tian还讨论了Bernoulli切换拓
扑下连续时间二阶积分器自主体系统基于采样数据

的一致性问题[49]. 受Zhang和Tian工作的启发, Zhu等
利用劳斯判据显式地刻画出了一般二阶连续时间系

统一致的充要条件[32]. 对于高阶线性时不变动态自主
体的一致性问题,其结果大多可以统一在低增益和高
增益镇定控制的框架下进行讨论[25]. Fax和Murray在
2004年揭示了基于动态输出反馈的多自主体系统一
致性问题等价于动态相同、输出分别被缩放了

Laplacian矩阵非零特征值倍的n− 1个子系统的同时
稳定性问题[36](T2变换).基于特征多项式稳定性分析
法, Wang等证明了无向连接拓扑下能同时镇定
这n− 1个子系统的反馈增益的存在性[65](T2变换).
对于右半平面没有极点的自主体系统, Seo等利用低
增益方法给出了有向连接拓扑下一个具体的动态输

出反馈补偿器[37](T1变换).与文献 [64]中的处理方法
类似, Ma和Zhang则考察了更一般的高阶动态系统的
可一致性问题[35]. 作者揭示了可一致性问题和高增益
镇定方法之间的联系,并基于Ricatti方程给出了高增
益一致性协议的构造条件.但高增益方法无法适用于
离散系统, You和Xie给出了离散时间单输入单输出高
阶自主体系统可一致的充分必要条件[66](T1变换).针
对离散时间多输入多输出自主体, Zhang和Tian给出
了系统可一致的一个充分条件,且将结果推广到切换
拓扑情形[67](T5变换).还有一些基于其他变换的结果,
可参看文献[68–70].

基于系统变换法,并借助其他线性非线性分析工
具,一些非线性动态自主体系统的一致性问题也得到
了研究.如对于非完整小车系统, Yamaguchi等基于周
期反馈策略设计了一种时变光滑的线性一致性协议,
且借助平均化方法完成了系统的一致性分析[29, 51]. 对
于非完整链式系统, Dong和Farrell借助线性时变系统
稳定性的相关理论,也构造了一种时变连续一致性协
议[53].

② 直接Lyapunov函数法.

也有文献采用Lyapunov函数法来分析多自主体系
统的一致性. 对于无向连接拓扑下的一阶积分器自主
体, Olfati-Saber和Murray指出线性一致性协议是负
梯度算法,因此可通过考察Lyapunov函数V (x) =
1
2
xTLx来分析系统的一致性[38]. 对于平衡连接拓扑,

Moreau选 择V 函 数V (x) = xTx,计 算 可 得 ẋ =
−xT(L + LT)x. 作者证明对于平衡拓扑,矩阵L+LT
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半正定,进而若平衡连接拓扑含有生成树,则分析可
得系统渐近一致[71]. 实际上,在无向连接拓扑或者平

衡连接拓扑下,平均状态xave =
1
N

N∑
i=1

xi(t)是个不变

量,因而若系统达到一致,则必收敛到平均值.所以也
有不少文献通过考察函数V (x) = ||x− xave1||2来研
究系统的一致性以及一致性性能问题. Olfati-Saber和
Murray分析了系统的指数收敛性问题[28], Hatano等
讨论了Erdos-Renyi随机网络模型下的概率一致性问
题[72], Kas等则研究了信道含有噪声情况下系统的均
方一致或者均方鲁棒一致性问题[73–74]. 然而在有向
连接拓扑下, V 函数的构造复杂得多. 注意到函数
max{x1, · · · , xN}是单调非增的, min{x1, · · · , xN}
是单调非减的,因此可以构造一个单调非增函数V (x)
= max{x1, · · · , xN} −min{x1, · · · , xN}. 通过考察
这样的V函数, Moreau讨论了有向连接拓扑任意切换
时系统的一致性问题[71], Porfori则研究了Bernouli随
机切换拓扑下的概率一致性问题[75],而Munz等探讨
了具有通信时延的非线性一致性问题[76]. 对于离散时
间一阶积分器自主体系统, Moreau还提出了一种集值
函数V (x1, · · · , xN) = (conv{x1, · · · , xN})n[77],这
里conv{x1, · · · , xN}表示由状态x1, · · · , xN构成的

凸组合.作者证明若一致性协议满足严格凸条件,即
一致性协议函数严格落在自己的状态以及邻居的状

态构成的凸包的内部,则V (t)是单调递减的,且系统
状态渐近一致当且仅当存在T > 0,使得对任意的时
刻t,在时间间隔[t, t + T ]内所有连接拓扑的并包含生
成树. 对于连续积分器模型, Lin等通过切锥概念对上
述条件作了类似的刻画[78]. 而对于2.3节中列举的非
线性一致性协议,通常也只能采用Lyapunov函数法来
分析.针对特定的非线性协议形式,通过选取具体
的V函数或者借助高级稳定性分析工具,计算V导数

的负定性或半负定性从而得到系统一致的条件,
如Arack利用无源性理论研究系统的一致性[47].

对于非线性动态自主体系统,更多的只能基于
Lyapunov函数法来设计一致性协议,分析系统的一致
性,且有时还需要借助更复杂的Lyapunov分析工具.
Dimarogonas和Kyriakopoulos在2007年提出了一种基
于势能函数的时不变非连续一致性控制律来考察小

车的聚集问题[19],分析主要基于非光滑Lyapunov理
论,而势能函数的引入在实现小车聚集的同时还能保
持通信拓扑的连通.针对三状态的低阶非完整链式系
统, Zhai等直接基于Lyapunov函数法构造了两种时不
变连续状态反馈一致性协议[54–55]. 而对于欧拉–拉格
朗日系统, Chopra和Spong通过定义新的输入和输出
变量证明了系统的无源性,然后基于无源性理论提出
了一种一致性协议并进行了分析[56]. 与之相对的是
Krogstad等直接基于物理意义提出的PD型的一致性

协议[57–58]. 由于一致性误差系统不再是自治的,作者
借助更为复杂的Matrosov定理来分析系统的一致性.
需要指出的是,基于直接Lyapunov方法的一致性

协议设计与分析结果绝大多数都限于无向连接拓扑

或者平衡连接拓扑,因为在这种情形下拓扑具有某种
对称性质, Lyapunov函数更容易找到.
③ 频域分析法.
频域法是研究线性多自主体系统一致性问题的另

一个有效手段,尤其是在分析具有通信时延和输入时
延的一致性问题,以及异质自主体的一致性问题时,
通常可以获得分布式的、或者称为可扩展性的

(scalable)检验条件.其主要思路是考察闭环系统的特
征方程,利用频域判据分析特征根在复平面的分布情
况,从而得到系统达到一致的条件.详细的结果可参
考文献[25, 28, 79–85].

3) 分析方法小结.
在上述分析方法中,基于图论和矩阵论的分析方

法可以完整的解决一阶积分器系统在任意切换拓扑

和随机切换拓扑下的一致性问题,从而得到较为不保
守的结果,但是该方法很难运用到二阶积分器系统以
及具有一般动态的系统.
相较基于矩阵论和图论的分析方法,基于稳定性

理论的分析方法应用得比较广泛.其中直接
Lyapunov函数方法更适用于低阶系统,包括选取公
共Lyapunov函数或者时变Lyapunov函数来分析切换
拓扑下系统的一致性,构造Lyapunov Krasovskii函数
或Lyapunov Razumikhin函数来研究时延系统收敛的
条件.对于高阶系统, Lyapunov函数的选取则很困难.
频域分析法只能处理线性动态多自主体系统的一致

性问题,但通常可以获得分布式的检验条件,且保守
性较小. 而基于系统变换的分析方法在将一致性问题
转化为稳定性问题后,可以直接借助成熟的稳定性理
论来深入研究,包括最优控制理论、H∞控制理论等
等. 需要指出的是,系统变换分析法通常要求自主体
同质,否则子系统间做差(基于物理意义的变换)后无
法转换成降阶系统,而直接Lyapunov函数法和频域方
法则没有此要求,因而可以处理异质自主体系统的一
致性问题.

3.2 经经经典典典一一一致致致性性性协协协议议议的的的实实实质质质(Essence of classical
consensus protocol)

1) 无向拓扑情形.

对于最简单的一阶积分器模型

ẋi = ui, (28)

一致性协议最直观的构造就是使自主体向着它的邻

居运动.由于每个自主体可能有不止一个邻居,因此
用与邻居位置差信息的加权求和,即

ui =
N∑

j=1

aij(xj − xi) (29)
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写成向量形式

ẋ = u = −Lx. (30)

Olfati-Saber和Murray证明了如下结果:

定定定理理理 1 [38] 对于一阶积分器多自主体系统(28),
在无向通信拓扑下,线性一致性协议(29)是负梯度算
法.

作者定义了一个关于一致性偏差的线性二次型函

数

V (x) =
1
4

N∑
i=1

N∑
j=1

aij(xi − xj)2.

对于无向连接拓扑, Laplacian矩阵L对称半正定,且
具有如下性质:

xTLx =
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

aij(xi − xj)2 = 2V (x),

因此有

u = −Lx = −∇V (x). (31)

可见,经典的一致性算法是负梯度算法.

实际上,对于更一般的非线性一致性协议[38]

ui =
N∑

j=1

aijφij(xj − xi), (32)

其中连续函数φij(r), i, j ∈ [1, N ]满足下列性质:

a) φij(r) = 0 ⇔ r = 0;
b) rφij(r) > 0,∀r 6= 0;
c) φij(−r) = −φji(r).

则有如下结果:

定定定理理理 2 对于一阶积分器多自主体系统(28),在
无向通信拓扑下,非线性一致性协议(32)也是负梯度
算法.

证证证 构造一个关于一致性偏差的正定函数

V (x) =
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

aij

w xi−xj

0
φij(τ)dτ,

则

∇Vi(x) =
∂V (x)
∂xi

=

1
2
(

N∑
j=1

aijφij(xi − xj)−
N∑

j=1

ajiφji(xj − xi)) =

N∑
j=1

aijφij(xi − xj) = −ui,

写成向量形式,即

u = −∇V (x).

因此在无向连接拓扑下,非线性一致性协议(32)也是
负梯度算法. 定理2证毕.

2) 有向拓扑情形.

由前面的分析结果知,无向连接拓扑下一致性协

议是负梯度算法,那么在有向连接拓扑下,一致性算
法是否还是负梯度算法呢?先考察最平凡的一致性问
题—静态跟踪问题.连接拓扑如图4所示,其中自主
体1是静态领导者,自主体2是跟踪者.

图 4 两节点领导―跟随结构

Fig. 4 Leader-follower structure with two nodes

传统的线性一致性算法: u1 = 0, u2 = x1 − x2,

写成向量形式,即

u = −
[

0
x2 − x1

]
. (33)

如果忽略加权系数,一致性偏差的线性二次型函

数有且仅有一种选择: V (x) =
1
2
(x1 − x2)2,而

−∇V (x) = −
[

x1 − x2

x2 − x1

]
6= u, (34)

可见有向连接拓扑下一致性协议不再是负梯度算法.
但是它是负的次梯度算法,这一点可以从图5中看出,

向量u与向量−∇V (x)的夹角为
π

4
.

图 5 负的次梯度方向

Fig. 5 Direction of negative sub-gradient

对于一般的有向通信拓扑,有如下结果:

定定定理理理 3 对于一阶积分器多自主体系统(28),在
有向通信拓扑下,线性一致性协议(29)是负的次梯度
算法.

先给出证明过程中将会用到的一个结论:

引引引理理理 1[86] 对于任一Laplacian矩阵L,都存在一
个对称正定阵P > 0,使得

LTP + PL = Q > 0.

定定定理理理3的的的证证证明明明 根据引理1的结果,可定义一个关
于一致性偏差的线性二次型函数

V (x) =
1
2
(Lx)TP (Lx), (35)

则
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∇V (x) = LTPLx, (36)

从而有

< ∇V (x), u >=

< LTPLx,−Lx >= −(Lx)TPL(Lx) =

− 1
2
(Lx)T(LTP + PL)(Lx) =

− 1
2
(Lx)TQ(Lx) 6 0.

这说明一致性协议u = −Lx是一致性偏差函数V (x)
的负的次梯度.定理3证毕.

与无向连接拓扑下自主体间的作用关系是相互的

不同,在有向拓扑结构下,有些自主体间的作用关系
是单向的,这是一致性协议是负的次梯度算法而非负
梯度算法的根本原因.

然而有向拓扑下非线性一致性协议是否也是负梯

度算法,本文目前还无法给出如定理3般明确的结论.
线性一致性协议情形可以借助引理1构造出满足要求
的正定矩阵P ,但对于非线性一致性协议情形,很难一
次性直接构造一个整体的Lyapunov函数,进而计算它
的梯度,判别一致性协议向量是否是负次梯度方向.

3.3 一一一种种种一一一致致致性性性协协协议议议的的的设设设计计计方方方法法法 (A design
approach of consensus protocol)
实际上在有向通信拓扑下,各个自主体在一致性

问题中所起的作用并不相同:一部分自主体作为一个
整体只在内部之间相互作用,不接受其他自主体的信
息,如图6中的节点{v1, v2, v3};另一部分自主体作为
一个整体,除了内部间相互作用,还接受其他自主体
块的信息,如节点{v4}, {v5, v6}, {v7, v8, v9}. 借助图
论中的基于强连分量的有向图分解技术,这一性质可
以得到刻画[87]. 对应地,若对节点重新编号,则邻接
矩阵可以写成块下三角形式.

图 6 有向连接拓扑

Fig. 6 A directed topology

基于上述性质,并借助输入–状态稳定性理论,这
里给出另一种有向通信拓扑下一致性协议的设计结

果.

考察自主体系统

Ẋi(t) = G(t,Xi, Ui) (37)

及分布式一致性协议

Ui(t) = Hi(t,Xi, Xj)|j∈Ni
, i = [1, n]. (38)

定定定理理理 4 [87] 假定有向通信拓扑是静态的且包含

生成树. 若一致性协议满足下列两个条件,则多自主
体系统(37)−(38)可达到一致:

a) 由所有根节点组成的子系统能全局渐近一致;

b) 其他任何一个强连通子系统,以它所跟踪的强
连通子系统的状态作为输入是输入状态稳定的.

基于此给出如下协议设计方法:

步步步骤骤骤 1 设计协议U1使得根节点自主体系统达

到一致,这也是多自主体系统达到一致的必要条件;

步步步骤骤骤 2 设计协议Ui, i 6= 1使得其他任何一个
强连通子系统满足输入状态稳定性条件.

注注注 1 该结果主要依赖于这样一个客观事实: 多自主

体系统的一致性状态仅由根节点自主体决定,而其他自主体

以强连通块为整体进行跟踪. 需要说明的是这是由通信拓扑

唯一决定的,与自主体自身动态以及所设计的一致性协议无

关.另一点需要说明的是与绝大多数文献中考察所有自主体

都具有统一的一致性协议不同,这里可以以每个强连通分量

为基本单元,根据不同需要设计不同的一致性协议,只需满足

ISS条件.

Lin等给出切锥条件来设计一致性协议[78]. 尽管
这两种方法都可以使自主体系统达到一致,但在有些
情形下,得到的结果不同.

例例例 1 考察一致性问题的平凡子问题—–静态跟
踪问题.考察对象为以x, y为坐标轴的二维空间中的

连续时间一阶积分器系统:

ẋ2 = u2 = f(x1, x2), (39)

以及如下线性一致性协议:

u2 = kR(θ)(x1 − x2) = −kR(θ)x2 + kR(θ)x1,

(40)

其 中: x1 ∈ R2 是 静 态 领 导 者 的 状 态, R(θ) =[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
是二维空间中的旋转矩阵. 根据Lin

等的切锥条件, θ应该为0(见图7). 事实上,由本文的

ISS条件可知任意的θ ∈ (−π

2
,
π

2
)都可行(见图8).

图 7 切锥条件示意图

Fig. 7 Illustration of the tangent cone condition
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图 8 ISS条件示意图

Fig. 8 Illustration of the ISS condition

4 结结结论论论与与与展展展望望望(Conclusion and research pros-
pect)
一致性问题是多自主体系统协调控制的一个基本

问题,尤其是非线性一致性问题又是其中的难点. 本
文从自主体动态模型、通信拓扑和一致性协议这3个
方面详细介绍了线性及非线性一致性问题.然后从一
致性问题的研究分析方法入手,对目前一致性问题的
研究结果进行了分类和讨论.接着阐释了在有向连接
拓扑下经典一致性协议是负的次梯度算法这一实质,
并在此基础上给出了一种一致性协议的设计方法. 虽
然国内外众多学者对多自主体系统线性及非线性一

致性问题的研究已经取得了一系列重要进展,但由于
个体动态的复杂性以及通信网络的不确定性,目前的
研究成果还存在着很大的局限性,很多有意义且具有
挑战性的问题还需要进一步深入研究.

1) 其他非线性动态自主体系统的一致性问题.
目前,线性多自主体系统的一致性问题研究得比

较充分,结果也相对比较成熟.几类典型的非线性自
主体系统,如非完整链式系统、欧拉–拉格朗日系统,
也有一些研究结果.但一些欠驱动力学系统、更一般
的高阶非线性系统等,其一致性问题的研究还远远不
够,甚至尚未涉及,这些多自主体系统的一致性问题
研究将是一个极大的挑战.

2) 通信网络对系统一致性的影响.
通信网络是多自主体系统协调控制中信息交互的

载体.由于网络物理连接和负载变化带来的通信延时
与连接丢失,因为自主体位置变化而引起的通信拓扑
变化,为了避免网络拥塞而采取的网络节点异步数据
发送,以及通信信道中不可避免的噪声干扰,都会对
多自主体系统的一致性产生很大的影响.对于线性多
自主体系统线性一致性协议的情形,这些问题的研究
与分析已经获得了较好的结果.然而对于非线性一致
性协议的情形,以及非线性自主体系统线性、非线性
协议的情形,由于分析手段的缺乏,研究结果还很少.

3) 一致性问题与其他问题的结合.
近年来,一致性问题与其他问题的结合也是研究

领域的一个方向,尤其是一致性问题与非线性优化问
题的结合近来已经成为控制领域一个新的研究热

点[88–91]. 在这类问题中,自主体综合应用一致性算法
和某种优化算法(如目标投影法),最终不仅达到一致,
而且获得某个目标函数的最优解或次优解. 如何探索
一致性问题与其他新的问题的结合,也是将来有待研
究的方向.
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