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摘要:本文考察Hammerstein系统、Wiener系统和非线性带外源输入的自回归系统(autoregressive system with
exogenous input, ARX)等常见的随机非线性系统的递推辨识和因特网PageRank的分布式、随机化算法. 对非线性系
统分别构造递推辨识算法,证明了估计的强一致性;对因特网PageRank的分布式、随机化算法,给出估计的强一致
性和收敛速度;在此基础上,总结了这类问题的统一处理框架–将辨识(估计)问题转化为函数求根、进而基于随机
逼近构造算法得到强一致的递推辨识;最后,通过数值例子来验证算法的有效性.
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from individual system to a general framework
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Abstract: We consider the recursive identification algorithms for the stochastic nonlinear systems, such as Hammerstein system,
Wiener system, and nonlinear autoregressive system with exogenous input (ARX) system and the distributed randomized PageRank
algorithm (DRPA). The strong consistency of estimates given by the identification algorithms and DRPA is established. Based on the
stochastic approximation algorithm with expanding truncations, a unified framework for solving these kinds of problems is introduced.
Numerical examples are given to testify the performance of the proposed algorithms.
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1 引引引言言言(Introduction)
系统辨识利用系统的输入–输出数据来建立系统

数学模型,经过几十年的发展,线性系统的辨识理论
已日臻完善,并在工程中得到成功应用[1–4]. 实际系统
的动态特性大多是时变的、非线性的,同时系统本身
往往存在随机因素或测量带有噪声,如化工过程中的
蒸馏塔、pH滴定、生物控制论中的视网膜成像过
程、分子生物网络中的时变和开关现象、卫星通讯信

道建模等[5–9]. 因而从随机、非线性的角度来研究辨识
领域的一些问题,有科学意义和工程价值.国际自动
控制联合会(IFAC)在2008年和2011年举行的连续两
届世界大会上,均安排了非线性系统辨识方向的大会
报告(plenary talk)[10–11]. 当数据增多时,需要适时地
修正估计,所以要考虑系统的递推辨识.

非线性的表示形式非常多样,一种循序渐近的方

式是首先从具有较强工程背景的特殊非线性系统入

手,逐步深入,进而考虑更为一般的非线性系统辨识.

由静态非线性环节和动态线性子系统串联而成的

随机非线性系统(如Hammerstein系统、Wiener系统
等)在工程中有广泛应用[5, 8–9],其辨识问题得到广泛
关注,很多国内外学者深入开展了这方面的研究工作,
理论成果越来越多[12–18]. 一般说来, Hammerstein系
统和Wiener系统中的非线性环节是静态的,近年来,
对形式更为一般且包含动态非线性环节的随机系统,
如非线性ARX系统(nonlinear ARX, NARX)等,其辨
识问题开始得到关注[19–20].

图 1 Hammerstein系统

Fig. 1 Hammerstein system
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图 2 Wiener系统

Fig. 2 Wiener system

从方法上看, Hammerstein系统、Wiener系统和
NARX系统的辨识方法大致可分为迭代算法、极大似
然算法、频率域算法、基于优化的算法和盲辨识算法

等. 迭代辨识算法主要针对系统中的非线性函数为已
知基函数的线性组合,在给定目标函数及数据集的基
础上,对线性子系统和非线性函数中含有的两组未知
参数分别迭代优化,直至估计序列收敛[13, 21];极大似
然算法主要借鉴统计、时间序列分析等领域的基本思

想,利用诸如极大化似然函数之类的方法来辨识系
统[14];频率域算法利用不同频率的三角函数作为系统
输入,并结合函数的傅里叶级数展开和信号的傅里叶
变换来辨识线性子系统和非线性函数[22–23];基于优化
的辨识算法主要思想是将辨识转化为优化问题,特别
是凸优化,然后利用优化领域许多成熟有效的数值算
法来求解相关的最优化问题[20];盲辨识主要针对一些
实际系统只可以获得输出信号,而输入信号未知的情
形,利用盲辨识的思想来对Hammerstein, Wiener系统
进行辨识的文献见[24–25]等. 总体上,这些方法是基
于固定样本容量的优化算法,不容易实现递推计算,
且算法是否具有强一致收敛性尚不清楚;此外,非线
性系统辨识中所采用的方法尚未与线性系统辨识一

样形成较为统一的研究框架和处理手段.

近年来,一些应用性、交叉性的课题如主分量分
析、因特网网页排序算法PageRank、多自主体系统等,
得到越来越多不同领域研究人员的关注,这些问题也
吸引自动化领域的研究人员从系统与控制的角度进

行探索. 文献[26]从分布式、随机化的角度研究了
PageRank算法,证明了估计序列在均方意义下收敛到
真实的PageRank值.关于算法的进一步性质,如强一
致收敛性、收敛速度等,尚不完全清楚;此外,对非线
性系统(如Hammerstein系统、Wiener系统和NARX系
统)的辨识和网络相关的建模与估计(如PageRank),看
似差异很大的两类问题,是否能找到建立起彼此联系
的研究桥梁?

文献 [17, 27–29]对单输入–单输出 (single input
single output, SISO)Hammerstein系统、Wiener系统的
辨识问题进行了研究,对系统中的静态非线性环节为
参数化建模和非参数建模都给出递推辨识算法并证

明估计的强一致性;文献[30]构造基于扩张截尾的随
机逼近算法,结合马氏链的平稳遍历理论首次给出非
线性ARX系统强一致的递推辨识,给这方面的进一步
研究引入新思路;经过简单推导可以发现[26]中的分布

式、随机化PageRank算法实为递推的,文献[31]结合

随机逼近算法的相关理论进一步证明了分布式、随机

化PageRank算法的强一致性、并得到收敛速度.下面
简要介绍上述论文中的主要成果,基于此,从递推的
角度给出处理这类问题的较为统一的研究框架和处

理手段：首先将辨识、估计问题转化为求回归函数的

零点,然后构造随机逼近算法得到递推估计,最后分
析和处理噪声、进而得到强一致的递推辨识.
论文具体组织结构如下: 第 2节分别介绍

Hammerstein系统、Wiener系统和NARX系统的递推
辨识及相关结论,第 3节介绍分布式、随机化
PageRank算法的强一致性,第4节基于随机逼近算法,
给出上述问题的一个统一处理框架,第5节做数值模
拟以检验算法的有效性,最后,第6节作总结与讨论.
数学符号:基本概率空间记为(Ω, F ,P), E(·)为

期望算子, z为后移算子,即zxk = xk−1. 取值于(Rm,

Bm)中的马氏链{Xk}k>0第k步转移概率和边缘概率

分布函数分别记为Pk(x,A) = P{Xk ∈ A|X0 = x}
及Pk(A) = P{Xk ∈ A}, x ∈ Rm, A∈Bm. 假若马
氏链的不变概率分布存在,则记为PIV(·). 对符号测度
v(·),其全变差范数记为‖v‖var. 对向量x ∈ Rm,其欧
几里得范数和其他类型的范数分别记为‖x‖和‖x‖ν .
IA(·)为集合A的示性函数,即IA(ω) = 1, ω ∈ A;
IA(ω) = 0, ω∈̄A. 矩阵M的转置记为MT,向量1 =
(1, · · · , 1)T ∈ Rn. 对整数p和q,定义p∨ q = max{p,

q}, p ∧ q = min{p, q}.

2 典典典型型型随随随机机机非非非线线线性性性系系系统统统的的的递递递推推推辨辨辨识识识 (Recur-
sive identification of several classes of
stochastic nonlinear systems)
从对Hammerstein系统、Wiener系统、NARX系统

中非线性函数的刻画来看,辨识方法可分为参数化辨
识[14, 21–25, 28]和非参数化辨识[15, 17, 19–20, 29–30, 32]. 在参
数化辨识中,非线性函数常表示为基函数的组合,如
多项式、样条,也包括饱和、死区非线性等,从而辨识
转化为对未知参数的估计;在非参数化辨识中,通常
直接估计非线性函数在给定点的函数值.一般说来,
参数化辨识需要系统的某些先验信息,在这些信息得
不到或不容易验证的情况下,非参数辨识是可以采用
的手段,此外,非参数辨识也有直接的工程和物理意
义[33–34]. 本节内容属非参数辨识.

2.1 Hammerstein系系系统统统的的的递递递推推推辨辨辨识识识 (Recursive
identification of Hammerstein systems)
考虑线性子系统为无穷脉冲响应(infinite impulse

response, IIR)的单输入单输出(SISO)Hammerstein系
统:

yk+1 = a1yk + · · ·+ apyk+1−p +

h(uk) + b1h(uk−1) + · · ·+
bqh(uk−q) + εk+1, (1)

zk+1 = yk+1 + ξk+1, (2)
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其中: uk, yk分别为系统的输入和输出信号, ξk为系统

输出端的量测噪声. 这类系统的非参数辨识就是基于
测量数据{uk, zk}k>0构造递推算法,估计线性系统的
参数(a1, · · · , ap, b1, · · · , bq−1)和非线性函数h(·)在
给定点u∗的函数值.

线性子系统的特征多项式记为

A(z) , 1− a1z − · · · − apz
p,

B(z) , 1 + b1z + · · ·+ bqz
q.

选取输入信号{uk}k>0为有界的零均值独立同分

布(independent and identically distributed, iid)随机序
列,即Euk = 0且存在常数c1使得|uk| 6 c1, uk有概

率密度函数p(·), p(·)在u∗连续且p(u∗) > 0.

定义
µ , Eh(uk), R1 , var{h(uk)}.

作如下假设:

A1) A(z)稳定,即A(z) = 0的根在单位圆周之
外,并且系数ap 6= 0;

A2) 1 + d1 + · · ·+ dq 6= 0;

A3) {ξk}k>0和 {εk}k>0均为iid序列,且满足Eξk

= Eεk = 0, R2 , Eξ2
k < ∞, R3 , Eε2

k < ∞; {uk},
{ξk}和{εk}相互独立, Eukh(uk) 6= 0;

A4) B(z)B(z−1)R1 + R2与A(z)A(z−1)无公共
零点;

A5) h(·)可测、局部有界且在点u∗处连续.

记

a ,
p∑

i=0

ai, b ,
q∑

i=0

bi, a0 , 1, b0 , 1,

则系统(1)−(2)可以表示为

A(z)(zk+1 − b

a
µ− εk+1) =

B(z)(h(uk)− µ) + ξk+1. (3)

在上述假设条件下,系统是渐近平稳的,所以有以
下关系成立:

µ∗ , lim
k→∞

Ezk(=
b

a
µ), (4)

γ(τ) , lim
k→∞

E(zk+τ − µ∗)(zk − µ∗), τ > 0. (5)

在式(3)两边同时乘以(zk−s − b

a
µ), s > p ∨ q并

取期望,再令k →∞可得
γ(s+1)+a1γ(s)+· · ·+apγ(s + 1− p)=0. (6)

令s = p ∨ q, p ∨ q + 1, · · · , p ∨ q + p− 1,可得


γ(p ∨ q) · · · γ(p ∨ q+1−p)
γ(p ∨ q + 1) · · · γ(p ∨ q+2−p)

...
. . .

...
γ(p ∨ q+p−1) · · · γ(p ∨ q)



·




a1

a2

...
ap




= −




γ(p ∨ q + 1)
γ(p ∨ q + 2)

...
γ(p ∨ q + p)




. (7)

定义

T ,




γ(p ∨ q) · · · γ(p ∨ q + 1− p)
γ(p ∨ q + 1) · · · γ(p ∨ q + 2− p)

...
. . .

...
γ(p ∨ q + p− 1) · · · γ(p ∨ q)




,

Θ , [a1 a2 · · · ap]T,

Γ , [γ(p ∨ q+1) γ(p ∨ q+2) · · · γ(p ∨ q+p)]T.

注注注 1 方程TΘ=−Γ 称为广义Yule-Walker方程. 注意

到相关函数可以利用测量数据的样本平均来估计,从上面的

分析可见,假若矩阵T非奇异,那么从线性方程组TΘ = −Γ

或等价方程组TTTΘ = −TTΓ就可以得到线性子系统参数

(a1, · · · , ap)的估计,也即辨识问题转化为求函数的零点.

为行文方便,后文统称含未知零点的函数为“回
归函数”(例如广义Yule-Walker方程等).

引引引理理理 1 [17] 假设A1)A3)−A4)和A5)成立,则相
关函数构成的矩阵T非奇异.

下面构造辨识算法,分为3步:首先估计线性子系
统参数(a1, · · · , ap),第2步估计参数(b1, · · · , bq),最
后估计函数h(·)在给定点u∗的函数值,其中第1步是
关键.
第第第1步步步 (a1, · · · , ap)的估计.
首先给出均值µ∗和相关函数γ(τ)的递推估计算

法:

µ∗k = (1− 1
k
)µ∗k−1 +

1
k
zk, (8)

γk(τ) = (1− 1
k
)γk−1(τ) +

1
k
(zk − µ∗k−τ )(zk−τ − µ∗k−τ ). (9)

将矩阵T和Γ中的相关函数γ(τ)用估计值γk(τ)代
替,相应的矩阵记为Tk和Γk, Θ的递推估计算法如下:

Θk+1 = (Θk − 1
k
(TT

k TkΘk + TT
k Γk)) ·

I[‖Θk− 1
k (TT

k TkΘk+TT
k Γk)‖6Mδk

], (10)

δk =
k−1∑
j=1

I[‖Θj− 1
j (TT

j TjΘj+TT
j Γj)‖>Mδj

], (11)

其中: Θ0为任意初值, δ0 = 0, {Mk}k>0为实序列满

足Mk > 0, Mk+1 > Mk, Mk −→
k→∞

∞.

注注注 2 算法(10)–(11)称为扩展截尾的随机逼近算法,递

推地估计回归函数G(Θ) = −(TTTΘ + TTΓ )的零点,若算

法中的示性函数取值恒为1,则退化为经典的Robins-Monro

算法. 从算法的构造可见,若‖ Θk − 1

k
(T ′kTkΘk + T ′kΓk) ‖6
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Mδk
,则第k + 1步估计Θk+1 = (Θk − 1

k
(T ′kTkΘk + T ′kΓk));

若 ‖ Θk − 1

k
(T ′kTkΘk + T ′kΓk) ‖> Mδk

,则第 k + 1步估计

Θk+1 = 0并且δk+1 = δk + 1. 扩展截尾的引入,实质性地减

弱随机逼近算法收敛所需的条件[36]．

记Θk = [θk(1) · · · θk(p)]T.

定定定理理理 1 [17] 假设A1), A3)−A5)成立,则由递推算
法(10)−(11)得到的估计是强一致的,

θk(i) −→
k→∞

ai a.s. i = 1, · · · , p. (12)

证证证 这里仅列出主要思路.

算法(10)可改写为

Θk+1 = (Θk +
1
k
(G(Θk) + ek+1)) ·

I[‖Θk+ 1
k (G(Θk)+ek+1)‖6Mδk

], (13)

其中:
G(Θk) = −(TTTΘk + TTΓ ),

ek+1 = (TTT − TT
k Tk)Θk + (TTΓ − TT

k Tk).

对回归函数G(Θ)和噪声ek分别验证扩展截尾随

机逼近算法的收敛性条件可得(12).

第第第2步步步 (b1, · · · , bq)的估计.

经过简单推导可得Euk(yk+1+i + a1yk+i + · · ·+
apyk+1+i−p) = ρbi, i = 0, · · · , q, ρ , Eukh(uk).

以Gi(x) = −(x− ρbi)为回归函数,与式(10)−
(11)类似地构造扩展截尾随机算法来估计(b1, · · · ,

bq),具体算法由(14)−(15)给出:

βk+1(i) = (βk(i)− 1
k
(βk(i)− uk(zk+1+i + θk−p(1)zk+i + · · ·+ θk−p(p)zk+1+i−p))) ·

I[|βk(i)− 1
k
(βk(i)−uk(zk+1+i+θk−p(1)zk+i+···+θk−p(p)zk+1+i−p))|6Mσk(i)]

, (14)

σk(i) =
k−1∑
j=1

I[|βj(i)− 1
j
(βj(i)−uj(zj+1+i+θj−p(1)zj+i+···+θj−p(p)zj+1+i−p))|>Mσj(i)]

. (15)

定定定理理理 2 [17] 假设A1)A3)−A5)成立,则由递推
算法(14)−(15)得到的估计是强一致的,

βk(i) −→
k→∞

ρbi a.s. i = 0, 1, · · · , q. (16)

证证证 与定理1类似,从略.

注意到假设条件A3)和b0 = 1,从βk(i)可得bi的

强一致估计, i = 0, 1 · · · , q.

第第第3步步步 h(u)的估计.

首先定义核函数

wk(u∗) , e−(
uk−u∗

bk
)2

w c1

−c1
e−(x−u

bk
)2

p(x)dx
, (17)

其中: bk = 1/kδ, δ ∈ (0, 1/2). 可以验证

Ewk(u∗) = 1, Ewk(u∗)h(uk) −→
k→∞

h(u∗). (18)

与式(10)−(11)(14)−(15)类似,基于回归函数
G(x) = −(x− h(u∗)), h(u∗)的递推估计算法由式
(19)−(20)给出:

ηk+1(u) = (ηk(u)− 1
k
(ηk(u)− (wk(u∗)− 1)(zk+1 + θk−p(1)zk + · · ·+ θk−p(p)zk+1−p))) ·

I[|ηk(u)− 1
k
(ηk(u)−(wk(u∗)−1)(zk+1+θk−p(1)zk+···+θk−p(p)zk+1−p))|6Mλk(u)]

, (19)

λk(u) =
k−1∑
j=1

I[|ηj(u)− 1
j
(ηj(u)−(wj(u∗)−1)(zj+1+θj−p(1)zj+···+θj−p(p)zj+1−p))|>Mλj(u)]

. (20)

定定定理理理 3 [17] 假设A1)−A5)成立,则

ηk(u) −→
k→∞

h(u∗)− Ef(u1) a.s. (21)

ηk(u) + µk −→
k→∞

h(u∗) a.s. (22)

证证证 与定理1类似,从略.

2.2 Wiener系系系统统统的的的递递递推推推辨辨辨识识识(Recursive identifica-
tion of Wiener systems)
考虑单输入单输出Wiener系统

vk+1 = c1vk + · · ·+ cpvk+1−p + uk +

d1uk−1 + · · ·+ dq−1uk+1−q, (23)

yk+1 = g(vk+1) + εk+1, (24)

其中: uk, yk分别为系统的量测输入和量测输出,

εk为输出端的量测噪声. 这类系统的非参数辨识就
是基于测量数据{uk, yk}k>0构造递推算法,估计线
性系统的参数(c1, · · · , cp, d1, · · · , dq−1)和函数g(·)
在给定点v∗的函数值.

线性子系统的特征多项式记为

C(z) , 1− c1z − · · · − cpz
p,

D(z) , 1 + d1z + · · ·+ dq−1z
q−1.

选取输入信号{uk}k>0为iid标准正态随机序列,
即uk ∈ N (0, 1). 作如下假设:

B1) C(z)稳定,即C(z) 6= 0, ∀ |z| 6 1;

B2) C(z)和D(z)无公因子,且cp 6=0, dq−1 6=0;

B3) {εk}k>0 为 iid序 列, Eεk = 0, Eε2
k < ∞;
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{εk}k>0和{uk}k>0相互独立;

B4) 初值[v0 v−1 · · · v1−s u0 u−1 · · ·u1−s]T = 0,
其中s = max{p, q};

B5) |g(v)|6c|v|r+c, ∀ v∈R,其中: c>0, r>0
为常数.

定义矩阵

C ,




c1 1

c2 0
. . .

...
. . . 1

cs · · · · · · 0




, D ,




1
d1

...
ds−1




, H ,




1
0
...
0




T

,

则线性子系统可以改写为

xk+1 = Cxk + Duk, (25)

vk+1 = Hxk+1, (26)

vk+1 = HCk+1x0 +
k∑

j=0
HCjDuk−j . (27)

定义hj , HCjD, j > 0, σ2
k =

k∑
j=0

h2
j．注意到

{uk}k>0为iid正态序列,利用Bussgang定理(见文献
[14–15]),可得

E[uk−jg(vk+1)] =
hj

σ2
k

w
R

xg(x)
1√

2πσk

exp{− x2

2σ2
k

}dx, (28)

lim
k→∞

E[uk−jg(vk+1)] = hjρ, (29)

其中:

ρ , 1√
2πσ3

w
R

xg(x) exp{− x2

2σ2
}dx,

σ2 ,
∞∑

j=0
h2

j .

式(28)和(29)两式意味着,在正态输入下,利用
系统的输入和输出可以得到线性子系统的脉冲响应

序列,利用脉冲响应序列进一步就可得到线性子系
统的各个未知参数. 脉冲响应序列与线性子系统参
数之间的关系分析如下:

作如下假设:

B6) ρ =
1√

2πσ3

w
R

xg(x) exp{− x2

2σ2
}dx 6= 0.

利用式(28)−(29),在式(23)两边同时乘以uk−j

并取期望可得以下公式:

hj − c1hj−1 − · · · − cjh0 = dj ,

0 6 j 6 p ∧ (q − 1),
(30)

hj − c1hj−1 − · · · − cphj−p = dj ,

p + 1 6 j 6 (q − 1),
(31)

其中: d0 , 1,

hj − c1hj−1 − · · · − cjh0 = 0,

q 6 j 6 p,
(32)

hj − c1hj−1 − · · · − cphj−p = 0,

j > p ∨ (q − 1) + 1.
(33)

定义矩阵

M ,




hp∨(q−1) · · · hp∨(q−1)+1−p

hp∨(q−1)+1 · · · hp∨(q−1)+2−p
...

. . .
...

hp∨(q−1)+p−1 · · · hp∨(q−1)




. (34)

从式(32)和(33)可以得下面线性方程组:

M [c1 · · · cp]T = −[hp∨(q−1)+1 · · · hp∨(q−1)+p]
T.

(35)

利用第2.1节的思路和式(28)−(29),基于回归函
数Fj(x) = −(x− ρhj),可以构造随机逼近算法来
估计ρhj , j > 0;进一步,如果矩阵M又是非奇异

的,利用hj , j > 0的估计和式(30)−(35)就可以得到
线性子系统未知参数ci和dj的估计.

关于矩阵M的非奇异性有以下结论:

引引引理理理 2 [29] 假设B1)−B2)成立,则式(34)定义
的矩阵M是非奇异的．

由上面的分析可见,在B1)−B6)假设条件下,可
以首先得到线性子系统参数的估计,利用这些估计
值,可以估计Wiener系统的内部信号vk,进而利用
核函数的思想来估计系统的非线性函数. 在这个思
路下,构造递推辨识算法:

第第第1步步步 (c1, · · · , cp), (d1, · · · , dq−1)的估计.

以Fj(x) = −(x− ρhj)为回归函数的扩张截尾
随机逼近算法如下:

αk+1(i) =

[αk(i)− 1
k + 1

(αk(i)−uk−iyk+1)] ·
I[|αk(i)− 1

k+1
(αk(i)−uk−iyk+1)|6M∆k(i)]

, (36)

∆k+1(i)=
k∑

j=0
I[|αj(i)− 1

j+1
(αj(i)−uj−iyj+1)|>M∆j(i)]

,

(37)

其中: {Mk}k>0为单调递增的正序列, Mk →∞,

∆0(i) = 0,初值α0(i), i = 0, · · · , (p∨(q−1))+p任

意给定.

可以证明, {αk(i)}k>1收敛到hiρ,因此,由hi,k

, αk(i)/αk(0), i = 1, · · · , (p ∨ (q − 1)) + p就得到

hi的估计,进一步,将式(30)−(35)中的hi用其估计

值hi,k代替,就可以估计出ci和dj .
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第第第2步步步 估计系统内部信号vk.

第 k步递推计算时 ci和 dj的估计值分别记为

ci,k和dj,k,矩阵C和D中的未知参数用其估计值代

替,相应的矩阵记为Ck和Dk:

Ck ,




c1,k 1

c2,k 0
. . .

...
. . . 1

cs,k · · · · · · 0




, Dk ,




1
d1,k

...
ds−1,k




.

利用Ck和Dk来估计内部信号vk,估计值记为
v̂k:

x̂k+1 = Akx̂k + Bkuk, (38)

v̂k+1 = Hx̂k+1, (39)

初值x̂0 = 0．

第第第3步步步 估计函数值g(v∗).

与式(17)类似,首先定义核函数

ŵk(v∗) , 1√
2π

1
bk

exp{−1
2
(
v̂k − v∗

bk
)2}, (40)

其中: bk =
1
kα

, 0 < α <
1
10

. 注意式 (40)中,系统

内部信号vk用估计值v̂k代替.

注意到输入信号{uk}k>0为标准正态分布,经过
简单推导可得

Ewk(v∗)yk −→
k→∞

ρ(v∗)g(v∗), (41)

Ewk(v∗) −→
k→∞

ρ(v∗), (42)

其中ρ(v∗) =
1√
2πσ

e−
(v∗)2
2σ2 .

与第2.1节类似,基于回归函数−(x−ρ(v∗)g(v∗))
和−(x− ρ(v∗)), g(v∗)的递推辨识算法如下:

η̄k+1(v∗) =

[η̄k(v∗)− 1
k + 1

(η̄k(v∗)− ŵk(v∗)yk)] ·
I[|η̄k(v∗)− 1

k+1
(η̄k(v∗)−ŵk(v∗)yk)|6Mλ̄k

], (43)

λ̄k+1 =
k∑

j=0
I[|η̄j(v∗)− 1

j+1
(η̄j(v∗)−ŵj(v∗)yj)|>Mλ̄j

]

(44)

和
¯̄ηk+1(v∗) =

[¯̄ηk(v∗)− 1
k + 1

(¯̄ηk(v∗)− ŵk(v∗))] ·
I[|¯̄ηk(v∗)− 1

k+1
(¯̄ηk(v∗)−ŵk(v∗))|6M¯̄λk

], (45)

¯̄λk+1 =
k∑

j=0
I[|¯̄ηj(v∗)− 1

j+1
(¯̄ηj(v∗)−ŵj(v∗))|>M¯̄λj

],

(46)

其中: λ̄0 = ¯̄λ0 = 0, η̄k+1(v∗)和¯̄ηk+1(v∗)可为任意
初值.

定定定理理理 4[29] 假设B1)−B6)成立,则上述辨识算
法是强一致的,即

αk(l)− hlρ = O(
1

k
1
2
−$

) a.s. ∀ l > 0, (47)

|ci,k − ci| = O(
1

k
1
2
−$

) a.s. i = 1, · · · , p, (48)

|dj,k−dj |=O(
1

k
1
2
−$

) a.s. j =1,· · ·, q−1, (49)

|v̂k − vk| = O(
1

k
1
2
−$

) a.s., (50)

|ŵk(v∗)− wk(v∗)| = O(
1

k
1
2
−3α−$

) a.s., (51)

η̄k(v∗) −→
k→∞

g(v∗)ρ(v∗) a.s., (52)

¯̄ηk(v∗) −→
k→∞

ρ(v∗) a.s., (53)

对任意$ ∈ (0,
1
2
).

证证证 与定理1−3类似并结合扩张截尾随机逼近
算法的收敛速度定理[36],详细证明从略.
由定理4可得Wiener系统参数(c1, · · · , cp), (d1,

· · · , dq−1)和函数值g(v∗)的强一致估计.

2.3 NARX系系系统统统的的的递递递推推推辨辨辨识识识(Recursive identifica-
tion of NARX systems)
考虑单输入单输出NARX系统

yk+1 =f(yk, · · · , yk+1−p, uk, · · · , uk+1−q) + εk+1.

(54)

对NARX系统(54),要估计非线性函数f(·)在任意给
定点ϕ∗ = [y(1) · · · y(p)u(1) · · ·u(q)]T ∈ Rp+q的函数

值.
与Hammerstein系统、Wiener系统相比, NARX

系统中的非线性函数本身包含动态随机项,因而与
前两者相比,辨识的难度更大.这里采用如下思路:
首先定义向量

Vk+1 , [yk+1 · · · yk+2−p uk+1 · · · uk+2−q]T,

ϕ1(Vk), [f(yk, · · · , yk+1−p, uk, · · · , uk+1−q)

yk· · · yk+2−p]T,

ϕ(Vk) , [ϕ1(Vk)T 0 uk · · · uk+2−q]T,

ξk+1 , [εk+1 0 · · · 0 uk+1 0 · · · 0]T,

可将NARX系统表示成下面状态空间方程的形式:

Vk+1 = ϕ(Vk) + ξk+1. (55)

由式(55)可见, {Vk}k>0构成以(Rp+q,Bp+q)为
状态空间的马氏链,因而可用马氏链的理论来分析
{Vk}k>0的相关性质. 为此,选取输入信号{uk}k>0
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为 iid序列, Euk = 0, Eu2
k < ∞,有概率密度函数

fu(·), fu(·)在R上连续且为正,并作如下假设:
C1) {εk}k>0也为iid序列, Eεk = 0, Eε2

k < ∞,
有概率密度函数fε(·), fε(·)在R上一致连续且为正;

C2) {εk}k>0和{uk}k>0相互独立;
C3) f(·)在Rp+q上连续,存在Rp上的向量范数

‖ · ‖ν ,以 及 常 数0<λ<1, c1 >0, c2 >0和l>1
使得对∀ x ∈ Rp+q,

‖ϕ1(x)‖ν 6 λ‖s‖ν +c1

q∑
i=1

|ti|l+c2, (56)

其中: s , [s1 · · · sp]T ∈ Rp, t , [t1 · · · tq]T∈Rq,

x , [sT tT]T ∈ Rp+q, ϕ1(·)由式(55)定义;
C4) E|uk|l < ∞, Y0 , [y0 y−1 · · · y1−p]T满足

E‖Y0‖ < ∞．
注注注 2 条件(56)为系统稳定性条件,可以证明

式(56)包含稳定的线性系统、Hammerstein系统等为
特例[30].
式(55)所定义的马氏链有以下性质:

引引引理理理 3[30] 假设C1)−C4)成立,则
i) {Vk}k>0是几何遍历的马氏链,即存在(Rp+q,

Bp+q)上的概率分布函数PIV(·),非负可测函数
M(x)及常数M1 > 0, 0 < ρ1 < 1使得∀ x ∈ Rp+q,

‖Pk(x, ·)− PIV(·)‖var 6 M(x)ρk
1, (57)

‖Pk(·)− PIV(·)‖var 6 M1ρ
k
1. (58)

ii) PIV(·)有概率密度fIV(·), fIV(·)在Rp+q上为

正．

iii) {Vk}k>0是α–混合相依的,混合系数记为
{α(k)}k>0,满足α(k) 6 M2ρ

k
2 ,其中常数M2 > 0,

0 < ρ2 < 1．

为估计函数f(·)在给定点的函数值ϕ∗,与式(17)
(40)类似地构造核函数

wk(ϕ∗) =

1

(2π)
p+q
2

1
bp+q
k

exp{−1
2

p∑
i=1

(
yk+1−i − y(i)

bk
)2 −

1
2

q∑
i=1

(
uk+1−i − u(i)

bk
)2}, (59)

其中: bk =
1
kδ

, δ ∈ (0,
1

2(p + q + 1)
).

利用引理3所给出的系统马氏性的相关结论,可
以证明:

引引引理理理 4[30] 假设C1)−C4)成立,则上面定义的
核函数有下面关系成立:

Ewk(ϕ∗)f(Vk) −→
k→∞

fIV(ϕ∗)f(ϕ∗), (60)

Ewk(ϕ∗) −→
k→∞

fIV(ϕ∗). (61)

引理4启发笔者以−(x−fIV(ϕ∗)f(ϕ∗))和−(x−
f(ϕ∗))为回归函数来构造辨识算法,与第2.1节和
第2.2节类似,递推辨识算法构造如下:

θ̄k+1(ϕ∗) =

[θ̄k(ϕ∗)− 1
k + 1

(θ̄k(ϕ∗)− wk(ϕ∗)yk+1)] ·
I[|θ̄k(ϕ∗)− 1

k+1
(θ̄k(ϕ∗)−wk(ϕ∗)yk+1)|6Mσ̄k

], (62)

σ̄k =
k−1∑
j=1

I[|θ̄j(ϕ∗)− 1
j+1

(θ̄j(ϕ∗)−wj(ϕ∗)yj+1)|>Mσ̄j ]

(63)

和

¯̄θk+1(ϕ∗) =

[¯̄θk(ϕ∗)− 1
k + 1

(¯̄θk(ϕ∗)− wk(ϕ∗))] ·
I
[| ¯̄θk(ϕ∗)− 1

k+1
(¯̄θk(ϕ∗)−wk(ϕ∗))|6M¯̄σk

]
, (64)

¯̄σk =
k−1∑
j=1

I
[| ¯̄θj(ϕ∗)− 1

j+1
(¯̄θj(ϕ∗)−wj(ϕ∗))|>M¯̄σj

]
,

(65)

其中: {Mk}k>0为单调递增的正序列, Mk→∞, σ̄0

= ¯̄σ0 = 0.

定定定理理理 5[30] 假设C1)−C4)成立,则

θ̄k(ϕ∗) −→
k→∞

f(ϕ∗)fIV(ϕ∗) a.s. (66)

¯̄θk(ϕ∗) −→
k→∞

fIV(ϕ∗) a.s. (67)

以及

θk(ϕ∗) , θ̄k(ϕ∗)/ ¯̄θk(ϕ∗) −→
k→∞

f(ϕ∗) a.s. (68)

证证证 以式(62)−(63)为例,简述证明思路,细节
可见文献[30].

算法(62)可以改写为

θ̄k+1(ϕ∗) =

[θ̄k(ϕ∗) +
1

k + 1
(F (θ̄k(ϕ∗))− ek+1)] ·

I[‖θ̄k(ϕ∗)+ 1
k+1

(F (θ̄k(ϕ∗))−ek+1)‖6Mσ̄k
], (69)

其中:

F (θ̄k(ϕ∗)) = −(
θ̄k(ϕ∗)− f(ϕ∗)fIV(ϕ∗)

)
, (70)

ek+1 = f(ϕ∗)fIV(ϕ∗)− wk(ϕ∗)yk+1. (71)

可以验证回归函数F (·)和噪声ek+1分别满足扩

张截尾随机逼近算法收敛所需的假设条件(参考附
录或文献[36]),从而就得到式(66),式(67)可以类似
地证明,而式(68)是式(66)和(67)的直接结论.
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3 分分分布布布式式式随随随机机机化化化PageRank算算算法法法的的的强强强一一一致致致收收收
敛敛敛性性性(Strong consistency of distributed rand-
omized PageRank algorithms)
PageRank算法利用网络节点之间的链接结构给

出节点重要性排序.下面首先简述基本的PageRank
算法:
考察有n个节点(n > 2)的网络G = (V ,E ),其

中: V = {1, 2, · · · , n}是节点的指标集, E ⊂ V ×V

为有向边集,刻画节点之间的链接结构: 若(i, j) ∈
E ,则认为节点i指向节点j.
记Sj为从节点j出发所指向的节点构成的集合,

Sj中节点的数目记为nj . 对网络G定义链接矩阵如

下:

A = [aij ]n×n, aij =





1
nj

, j ∈ Li,

0, 其他,
(72)

其中Li = {j : (j, i) ∈ E }. 由式(72)可知
n∑

i=1
aij =1

或0.
n∑

i=1
aij = 0的情形对应着一类节点,这类节点

不存在指向其他节点的边. 从实际应用的角度,这
类节点很少,另外也可以在网络中人为地加入链接
来改变这种情况. 从而,对链接矩阵A,不妨作如下
假设:

D1) 矩阵A满足
n∑

i=1
aij = 1, j = 1, · · · , n.

第 i个节点的PageRank值记为x∗i ,假设x∗i ∈
[0, 1], i ∈ V ,

n∑
i=1

x∗i = 1.

PageRank算法的基本思想是节点的重要性用指
向它的那些节点的重要性来刻画,具体的数学模型
如下:

x∗i =
∑

j∈Li

x∗j
nj

. (73)

定义向量x∗ , (x∗1, · · · , x∗n)T,则式(73)可以等
价地表示为

x∗ = Ax∗, x∗i ∈ [0, 1]. (74)

由式(74)可见,网络的PageRank值实为链接矩
阵特征值1对应的特征向量. 为保证特征值1对应特
征子空间的维数为1,文献[35]基于链接矩阵A定义

矩阵M如下:

M , (1− α)A + α
S

n
, (75)

其中: α ∈ (0, 1), S为n× n维矩阵、各元均为1.

引引引理理理 5[35] 假设D1)成立,则矩阵M有特征值1,
对应的特征子空间维数也为1.

定定定义义义 1[35] 网络G的PageRank值x∗定义为

x∗ = Mx∗, x∗i ∈ [0, 1],
n∑

i=1
x∗i = 1. (76)

一般说来,由于网络的节点数目很大,从定义出
发直接计算x∗费时费力、很难在容许时间内得到有
意义的计算结果,因而如何计算PageRank值引起许
多学者的关注[26, 37–39]. 文献[26]从链接矩阵A出发,
通过分布式、随机化的思想构造“稀疏”的链接矩

阵,然后计算PageRank值.具体算法如下:
基于矩阵A,定义Ai, i = 1, · · · , n

(Ai)jl ,





ajl, 如果j = i或者l = i,

1− ail, 如果j = l 6= i,

0, 其他.

(77)

取{θ(k)}k>0为iid序列,概率分布满足

P{θ(k) = i} =
1
n

, i = 1, · · · , n. (78)

基于Ai, i = 1, · · · , n和{θ(k)}k>0,构造算法递
推地估计x∗

xk+1 = (1− α1)Aθ(k)xk +
α1

n
1, (79)

x̄k+1 =
1

k + 1

k∑
l=0

xl, (80)

其中: 参数α1 ∈ (0, 1),初值x0满足各分量之和为1.
上述算法称为分布式、随机化的PageRank

算 法 (distributed randomized PageRank algorithm,
DRPA)[26].

定定定理理理 6[31] 假若 D1)成立,并且参数 α1 =
2α

n− α(n− 2)
,则 x̄k强一致地收敛到PageRank值,

即

x̄1,k − x∗ −→
k→∞

0 a.s. (81)

证证证 算法(80)可以改写为

x̄k+1 = x̄k − 1
k + 1

(x̄k − xk) =

x̄k − 1
k + 1

(x̄k − x∗ + x∗ − xk). (82)

定义F (x) = −(x− x∗)和 ek+1 = −(x∗ − xk).
可见,式(82)是以F (·)为回归函数、以ek+1为噪声的

随机逼近算法,应用随机逼近算法收敛性的相关结
论(见文献[36])就可以证明式(81).

4 辨辨辨识识识与与与参参参数数数估估估计计计问问问题题题的的的一一一个个个可可可行行行框框框架架架

(A feasible framework for identification and
parameter estimation)
第 2节和第 3节给出了Hammerstein系统、

Wiener系统和NARX系统强一致的递推辨识,以及
DRPA的收敛性分析.从形式上看, Hammerstein系
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统、Wiener系统、NARX系统和网络的PageRank问
题各不相同,彼此存在很大差异,但从处理方法和算
法上看,又有很大共性: 首先,这几类系统的辨识、
估计问题最终都转化成求根问题,比如, Hammer-
stein系统辨识的关键之处在于求解Yule-Walker方
程, Wiener系统、NARX系统和DRPA的辨识与估计
最终转化为求线性方程的零点等,这恰为利用“随
机逼近”这一求函数零点的有力工具创造了条件.
另一方面,如何适当地构造回归函数并分析噪

声,往往是随机逼近算法能否有效解决问题的关键.
一般说来,选取适当的回归函数可以便于分析噪声
和证明算法的收敛性,若不适当,则效果可能相反;
如何选取回归函数并分析噪声,需要根据问题的特
点来具体分析.
扩张截尾的随机逼近算法在一定意义下,对收

敛性所需的假设条件为最弱[36]. 基于扩张截尾随机
逼近算法,笔者初步为Hammerstein系统、Wiener系
统、NARX系统的辨识以及网络相关的DRPA算法
收敛性分析建立了一个统一的处理框架:“构造回
归函数”+“处理噪声”. 应用这个框架,已得到了
一批后续研究成果,比如Wiener-Hammerstein系统
的递推辨识[40]、变量带误差Wiener系统[41]和变量

带误差Hammerstein系统的递推辨识[42]、递推的主

分量分析[43]、多智能体一致性控制[44]等. 由于许多
辨识和估计问题本质上可转化为求某些回归函数的

零点,相信本文所提框架以及所采用的算法将在相
关领域中得到广泛应用.
为方便阅读,扩张截尾随机逼近算法的主要结

论可参考附录.

5 仿仿仿真真真例例例子子子(Examples)
例例例 1 考察下面的NARX系统:

yk+1 =f(yk, uk) + εk+1 = exp{−y2
k − u2

k}+ εk+1,

其中: {εk}为i.i.d.高斯序列, εk ∈ N (0, 1).
取{uk}为i.i.d.高斯序列, uk ∈ N (0, 1), {uk}与

{εk}相互独立. 核函数

wk(y, u) ,
1

2πb2
k

exp{−1
2
(
yk − y

bk
)2 − 1

2
(
uk − u

bk
)2},

其中bk = 1/k0.15.
将区间u ∈ [−1, 1]等分成20个小区间,小区间长

度为0.1,区间y ∈ [−1, 1]等也分成20个小区间,从
而将(y, u) ∈ [−1, 1]× [−1, 1]等分成400个小正方
形,然后估计每一个小正方形顶点的函数值,再将估
计值连起来和真实函数曲面对比,以检验算法效果.

图3中实线构成的是真实函数曲面,而虚线则是

将递推步数等于5000时得到函数估计值连起来构
成的曲面,图4是递推步数等于5000时的估计误差
曲面.

图 3 函数曲面的拟合, k = 5000

Fig. 3 Estimates for function curve at k = 5000

图 4 估计误差曲面, k = 5000

Fig.4 Estimation error at k = 5000

例例例 2 设6节点网络的链接矩阵如下:

A =




0
1
2

0
1
4

1
3

1
2

1
3

0
1
3

1
4

1
3

0

1
3

0 0 0 0 0

1
3

1
2

1
3

1
4

0
1
2

0 0
1
3

1
4

0 0

0 0 0 0
1
3

0




.

图5−7绘制了DRPA算法得到的各个分量的估
计误差序列.

(a) PageRank向量第1个分量的估计误差
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(b) PageRank向量第2个分量的估计误差

图 5 PageRank第1、第2分量的估计误差

Fig. 5 Estimation error of 1st and 2nd elements

(a) PageRank向量第3个分量的估计误差

(b) PageRank向量第4个分量的估计误差

图 6 PageRank第3、第4分量的估计误差

Fig.6 Estimation error of 3rd and 4th elements

(a) PageRank向量第5个分量的估计误差

(b) PageRank向量第6个分量的估计误差

图 7 PageRank第5、第6分量的估计误差

Fig.7 Estimation error of 5th and 6th elements

6 小小小结结结(Concluding remarks)
本文考虑了几类典型随机非线性系统

(Hammerstein系统、Wiener系统和NARX系统)的递
推辨识和一类网络相关的估计问题(PageRank),基
于求回归函数零点的思想,上述问题在统一框架下
得到解决.

系统控制、信号处理、系统生物学等领域的许多

辨识、估计和控制问题本质上是函数求根,因此,本
文的思路及框架对于解决相关问题或有裨益.此外,
时变参数非线性系统的辨识、基于分布式测量的系

统辨识和网络建模与估计也是热点,值得关注.
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附附附录录录 扩扩扩张张张截截截尾尾尾随随随机机机逼逼逼近近近算算算法法法(Appendix Sto-
chastic approximation algorithm with expanding
truncations)

设回归函数函数f(·) : Rl → Rl, f(·)的零点集记为J ,即
∀ x0 ∈ J , f(x0) = 0. 设{Mk}k>0为单调递增的正序列, Mk

−→
k→∞

∞. 任意给定初值x0 ∈ Rl, {xk}k>1由下面的扩张截断

随机逼近算法递推产生,

xk+1 = (xk + akyk+1)I[‖xk+akyk+1‖6Mσk
] +

x∗I[‖xk+akyk+1‖>Mσk
], (A1)

σk =
k−1P
j=0

I[‖xj+ajyj+1‖>Mσj
], σ0 = 0, (A2)

其中

yk+1 = f(xk) + εk+1, (A3)

yk+1为 f(·)在点xk的量测, εk+1为噪声, ak为算法步长,
xk是对f(·)零点集J的第k步逼近.
下面给出基本假设条件:

H1) ak > 0, ak −→
k→∞

0,
∞P

k=1
ak = ∞;
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H2) 存在连续可微的Lyapunov函数V (·) : Rl → R,满足
下面条件:

i) sup
δ6d(x,J)6∆

OV (x)τf(x) < 0, ∀ 0 < δ < ∆,

ii) 集合V (J),{V (x), x ∈ J}无处稠密(nowhere dense),
iii) 对式(A1)中的x∗ ∈ Rl,存在c0 > 0,有‖x∗‖ < c0,并

且V (x∗) < inf
‖x‖=c0

V (x),

H3) 在样本轨道ω上,对算法(A1)−(A2)产生的任意收敛
子列{xnk}k>1,成立下面条件:

lim
T→0

lim sup
k→∞

1

T
‖

m(nk,Tk)P
i=nk

aiεk+1‖ = 0, ∀ Tk ∈ (0, T ],

(A4)

其中

m(nk, Tk) , max{m :
mP

i=nk

ai 6 Tk}.

H4) 未知函数f(·)可测、局部有界.
定定定理理理 A[36] 对随机逼近算法(A1)−(A2),假若H1)−H4)

成立,则在H3)成立的样本轨道ω上,有

d(xk, J) −→
k→∞

0. (A5)

将J的闭包记为J̄ , {xk}的极限点构成的集合记为J∗. 进一步

有

d(xk, J∗) −→
k→∞

0, (A6)

且J∗为J̄的闭连通子集,其中d(xk, J) , inf
y∈J

‖xk − y‖.

显然,若f(x)单零点,即J = {x0},则在定理7假设条件
下有d(xk, x0) −→

k→∞
0, J∗ = J = {x0}.
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