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摘要:由于工业实践的需要,非线性预测控制近年来受到广泛地关注. Volterra模型是一类特殊的非线性模型,非
常适合描述工业过程中的无记忆非线性对象.传统的基于Volterra模型的控制器合成法及迭代计算预测控制器法计
算量大,且不便于处理控制约束. 非线性模型预测控制求解是典型的非线性规划问题,序列二次规划(sequential
quadratic program, SQP)算法是求解非线性规划问题常用方法之一.针对Volterra非线性模型预测控制求解问题,本
文将滤子法与一种信赖域SQP算法相结合,提出一种改进SQP算法用于基于非线性Volterra模型的带控制约束的多
步预测控制求解,并分析了所提方法的收敛性. 工业实例仿真结果证实了所提方法的可行性与有效性.
关键词: Volterra模型;滤子法;序列二次规划(SQP);非线性;模型预测控制
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Volterra model-based model predictive control and its application

HE Jing, ZHAO Zhong†, DONG Ye-wei
(College of Information Science and Technology, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China)

Abstract: Because of the need of industrial application, nonlinear model predictive control has been concerned widely.
Volterra models are a class of special nonlinear dynamic models and are suitable for describing the memoryless nonlinear
dynamic process. Volterra model-based nonlinear predictive controller design is a typical nonlinear programming problem.
But the traditional iterative computation method for solving the Volterra model-based nonlinear predictive controller needs
a large amount of calculation to deal with the constraints. Sequential-quadratic-programming (SQP) is one of the adequate
classical methods for solving the nonlinear programming problem. Combining filter technique and the trust region SQP,
we propose an improved SQP algorithm to solve the constrained nonlinear predictive control problem based on Volterra
model. The convergence property of the proposed method is also proved. The proposed method has been applied to control
the melt index of the polyethylene process. The application results validate the feasibility and effectiveness of the proposed
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(model predictive control, MPC)特

别是基于线性模型的预测控制技术自20世纪70年代
提出以来,在工业过程中得到了广泛的应用并取得了
显著的效果.然而,针对实际过程中具有强非线性的
被控对象,线性模型预测控制很难取得理想的效果.
因此非线性模型预测控制(nonlinear model predictive
control, NMPC)受到学者越来越多的关注[1].
本文主要研究非线性Volterra模型预测控制.在以

往的Volterra模型预测控制研究中,多是运用控制器合
成法或牛顿法求解. Francis J. Doyle III在文献[2]中
针对Volterra模型预测控制系统,运用控制器合成法给

出了非线性控制器求解算法. 这种算法不仅需要知道
被控对象的状态空间模型,而且会用到多维拉普拉斯
变换,推导过程相对复杂. 之后在文献[3]中, Doyle等
又提出了Volterra模型的迭代计算形式,基于牛顿法实
现了多变量聚合反应器的控制仿真. 在文献[4–5]中
都继续沿用了这种迭代格式用于Volterra模型预测控
制.不过这种迭代格式不便于考虑控制约束,且计算
量大,不利于实现多步预测控制.

为了克服上述缺点,本文将序列二次规划(sequen-
tial-quadratic-programming, SQP)算法引入到Volterra
模型预测控制中. 因为NMPC需要求解一个非线性规
划问题[6–10],而在非线性规划的数值求解中, SQP是
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常用有效的方法之一[11]. 该算法不仅思路简明,而且
不需要再额外给出被控对象的状态空间模型.

SQP算法的主要思想是: 利用原来非线性约束优
化问题相关信息来构造某一简单的近似优化问题,通
过求解它来给出对当前迭代点的修正,主要用一系列
的线性规划或二次规划来逐次逼近原非线性规划问

题[12]. 大多SQP类算法采用线搜索保证全局收敛性,
但求解效率并不高;而信赖域方法能在确定方向的同
时确定步长,具有强收敛性、强适应性和稳定性等优
点[13]. 文献[14]研究了信赖域初始半径的选取对算法
有效性的影响,通过近似模型和目标函数沿负梯度方
向的近似程度调节信赖域半径;文献[15]则提出了一
种自适应信赖域方法,每次迭代自动调整信赖域半径.
文献[16]提出了一种基于信赖域二次规划的非线性模
型预测控制优化算法. 另外传统的SQP算法都是利
用价值罚函数来判断迭代点的好坏.在2000年,随着
Fleteher和Leyrfer等提出了求解非线性优化问题的滤
子法[17],从另一层面上发展了SQP算法,由于滤子法
免去了价值罚函数的使用,从而也克服了选择罚函数
参数难的问题.
本文将文献[16]中的信赖域SQP算法与滤子法相

结合,提出了一种改进的SQP算法. 文中将基于这种
改进的SQP算法用于求解Volterra模型预测控制.考虑
到以往Volterra模型的迭代格式不便于实施多步预测
控制,本文提出了一种模型预测输出表达形式,该形
式简单明了,不需要迭代,从而免去了以往迭代格式
计算的繁复.然后基于这种新的模型输出计算格式,
首先给出带控制约束条件下的Volterra模型多步预测
控制的SQP子问题形式,然后运用所提的改进的SQP
算法进行求解. 工业实例仿真结果证实了所提方法的
可行性与有效性.

2 信信信赖赖赖域域域方方方法法法与与与滤滤滤子子子法法法(Trust region method
and filter technique)

2.1 信信信赖赖赖域域域方方方法法法(Trust region method)
考虑带不等式约束的非线性优化问题




min
x

f(x),

s.t. Ci 6 0, i ∈ Θ,
(1)

其中f(x), Ci(x)是二次连续可微函数. 在当前迭代
点xk求解下面的非线性规划子问题获得试探步dk,




min
dk

q(dk) = ∇fT(xk)dk +
1
2
dT

k Hkdk,

s.t. Ci(xk) +∇CT
i (xk)dk 6 0, i ∈ Θ,

‖dk‖ 6 rk,

(2)

其中: Hk是正定对称矩阵, rk是信赖域半径, ‖ · ‖是欧
式范数. 目标函数f(x)在点xk + dk处相对于点xk的

真实下降量为f(xk + dk)− f(xk),预测的下降量为
q(dk),定义真实下降量与预测下降量之比为

ρk =
f(xk)− f(xk + dk)

−q(dk)
. (3)

通常要根据ρk大小来调节信赖域半径的大小.

2.2 滤滤滤子子子法法法(Filter technique)
为了判断所求dk是否对当前迭代点xk有改善作

用,引入滤子方法进行评价. 滤子方法的基本思想是
将约束优化问题看成是双目标优化问题.一个是最小
化目标函数f(x),另一个是最小化约束违反度函数
V (x)(当x是不可行点时,有V (x) > 0;当x是可行点

时,有V (x) = 0). 约束违反度函数V (x)一般定义如
下:

V (x) = max{0, Ci(x) : i ∈ Θ}. (4)

为便于描述,将滤子的相关概念做具体叙述.

定定定义义义 1 称点x1支配点x2,当且仅当

V (x1) 6 V (x2)和f(x1) 6 f(x2). (5)

定定定义义义 2 滤子为Rn中的点集F , F中的点满足任

意点不被其他点支配.

根据Fleteher和Leyrfer等所提滤子法[17]思想,点
xk被滤子F接受,当且仅当对任意xj ∈ F有

Vk 6 βVj或fk 6 fj − γVj, (6)

其中: β, γ ∈ [0, 1],且β → 1, γ → 0, Vk := V (xk),
Vj := V (xj), fk := f(xk), fj := f(xj).

事实上,运用式(6)中所示的条件会使算法不可避
免的出现Maratos效应[18]. 为了克服该效应,把条件
(6)更改为如下条件:

Vk 6 βVj或Wk 6 Wj − γVj, (7)

其中: Wk :=W (xk), Wj :=W (xj), W (x) := f(x)
+ σV (x).

图1中所示是基本滤子条件(6)的效果图, A1区域
是条件(6)下进入滤子集合的点集.

图 1 基本滤子技巧效果图

Fig. 1 Basic filter skills
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图2中所示是改进的滤子条件(7)在σ < 0情况下
的效果图, A2区域是条件(7)下进入滤子集合的点集.
对比图1与图2可知, A1区域小于A2区域,这说明条件
(7)在σ < 0时,放松了迭代点的限制条件.如果σ > 0,
相对于基本滤子条件,条件(7)将会使迭代点选择条件
变严格.在算法进行时,可以依据需要选择σ的大小.

图 2 改进的滤子技巧(σ < 0)

Fig. 2 Advanced filter skills (σ < 0)

当迭代点xk被滤子F接受时,需要将点xk添加到

滤子F中,并且要去除满足如下条件的点:

Vj > Vk和Wj − γVj > Wk − γVk. (8)

滤子更新规则如下:

F = F ∪ {xk}\D, (9)

其中D = {xj|Vj > Vk和Wj − γVj > Wk − γVk, ∀j
∈ F}.

为了提高算法效率,本文借鉴文献[19]中的思想,
通过求解一个辅助问题,得到当前dk的相对修正量d1

k,
即令dk = dk + d1

k. 辅助问题如下:



min
dk

‖d1
k‖2

2,

s.t. Ci(xk) +∇CT
i (xk)d1

k = −‖dk‖v
2, i ∈ Θ,

(10)

其中1 < υ < 2. 在合理的条件下,辅助问题(10)是相
容的, xk + dk在信赖域半径充分小时,就会被滤子接
受.

2.3 算算算法法法流流流程程程图图图(Program flow chart)
在图3所示的算法流程图中,需要说明的是恢复算

法可以采用如文献 [17, 20]以及文献 [21]的方法. 记
图3中算法为算法1.

2.4 收收收敛敛敛特特特性性性(Convergence property)
引引引理理理 1 考虑{xk}是进入滤子集的无穷序列,与

其对应的Vk > 0且{fk}下有界则Vk → 0[17].

引引引理理理 2 每一个新的迭代点xk+1 6= xk都将被滤

子集接受.

从算法1的流程图中,易证每一个新的迭代点都将
被滤子集接受.

引引引理理理 3 当xk是问题(1)的可行点,但不是Kuhn-
Tucker点时, ∀x ∈ N 0(N 0是xk的邻域),对任意满足
ξ1V (x) 6 γk 6 ξ2(ξ1, ξ2 > 0)的γk,必然存在可行解
满足下面的式子[21]:

−q(dk) > ξ3γk, ξ3 > 0. (11)

定定定理理理 1 如果{xk}是算法1产生的迭代点序列,
那么序列{xk}存在聚点x∗,并且x∗是问题(1)的Kuhn-
Tucker点.

证证证 如果算法 1在有限步 k∗步内结束,那么显然
dk∗ = 0, xk∗ = x∗, x∗是问题(1)的Kuhn-Tucker点. 下
面用反证法证明算法1一定会在有限步数内迭代结束.
假设算法1会迭代无限步,那么根据引理1可知,存

在一个足够大的k0,当k > k0时, Vk → 0. 由引理2可
知,每一个新的迭代点都需要接受滤子集的检验,那
么显然存在ρk > η,由式(3)代入可得

f(xk)− f(xk + dk) > −ηq(dk). (12)

根据引理3得

f(xk)− f(xk + dk) > ξ3γk > ξ3ξ1Vk. (13)

由此可见,当dk → 0时, γk → 0. 对式(13)的两端做
如下变换:

f(xk)+σV (xk)−f(xk + dk)−σV (xk+dk)>

ξ3ξ1Vk + σV (xk)− σV (xk + dk) ⇔
W (xk)−W (xk + dk) >

ξ3ξ1Vk + σ(V (xk)− V (xk + dk)). (14)

因为当k > k0时, Vk → 0,式(14)等价于W (xk)−
W (xk + dk) > ξ3ξ1Vk,这意味着xk + dk将被滤子集

接受.从算法1的流程可知,此时γk将不会减小,这与
γk → 0相矛盾,因此假设不成立,原命题成立.

3 基基基于于于Volterra模模模型型型预预预测测测控控控制制制(Predictive con-
trol based on Volterra model)

3.1 Volterra预预预测测测模模模型型型(Volterra prediction model)
对于工业过程的大多数对象而言,具备二阶核的

Volterra级数已足以描述其主要动态特性. 对于单输入
单输出的离散非线性系统,二阶Volterra模型可以描述
为

y(k) =
M∑
i=1

h1(i)u(k − i)+

M∑
i=1

M∑
j=1

h2(i, j)u(k − i)u(k − j), (15)

其中: yk和uk分别是系统的预测输出和系统输入,
h1(i)和h2(i, j)分别是系统的一阶、二阶Volterra时域
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核, M系统脉冲响应函数的记忆长度(系统记忆长度).
写成矩阵的形式

y(k) = AU(k) + UT(k)BU(k), (16)

其中:

A = (h1(1), h1(2), · · · , h1(M)),

B =




h2(1, 1) h2(1, 2) · · · h2(1,M)
h2(2, 1) h2(2, 2) · · · h2(2,M)

...
...

. . .
...

h2(M, 1) h2(M, 2) · · · h2(M, M)




,

U(k) = (u(k − 1), u(k − 2), · · · , u(k −M))T.

图 3 算法1流程图

Fig. 3 Flowchart of the proposed method

在时刻k,预测第k + i时刻的输出

y(k + i|k) =

AU(k + i) + UT(k + i)BU(k + i), (17)

其中

U(k + i) =

(u(k + i− 1), u(k + i− 2), · · · , u(k + i−M))T.

为了将预测输出中未知的控制序列与已知的控制序

列分开,定义





ũ(k + i)= (u(k + i− 1|k), u(k + i− 2|k), · · · ,

u(k|k), 0, 0, · · · , 0)T,

ũ1(k + i) = (0, 0, · · · , 0, u(k−1),

u(k−2), · · · , u(k + i−M))T,

u = (u(k + Nu − 1|k), u(k + Nu − 2|k), · · · ,

u(k|k))T,

u1 = (u(k − 1), u(k − 2), · · · , u(k −Nt))T,

(18)
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其中: ũ(k + i), ũ1(k + i)均是M维列向量, u代表

未知控制序列, u1代表已知的控制序列, Nu和Nt分

别是u与u1的时域长度,且Nu + Nt = M ,那么

U(k + i) = ũ(k + i) + ũ1(k + i). (19)

根据式(18)中定义知, ũ(k + i)和ũ1(k + i)可以分
别通过u与u1进行适当行变换得到,从而有

U(k + i) = Riu + Siu1, (20)

其中:

Ri =

(
INu×Nu

0

)

M×Nu

, Si =

(
0

INt×Nt

)

M×Nt

,

I是适量维数的单位矩阵. 将式(20)代入如式(17),
得到在k时刻第k + i时刻的预测输出值

y(k+i|k)= ARiu+ASiu1+uTRT
i BRiu+

uTRT
i BSiu1 + uT

1 ST
i BRiu +

uT
1 ST

i BSiu1. (21)

3.2 基基基于于于Volterra模模模型型型预预预测测测控控控制制制问问问题题题描描描述述述(Descrip-
tion of predictive control problem based on
wolterra model)

在每个采样时刻基于Volterra模型的MPC求解
如下优化问题获得控制率:




min
u

J(u),

s.t. u ∈ C,
(22)

其中优化目标函数为

J(u) =
P∑

i=1
(yp(k + i|k)− yr(k + i))2, (23)

P是预测时域长度, yp(k + i|k)是考虑了闭环反馈
校正作用的预测输出, yr(k + i)是参考轨迹,且

yp(k + i|k) := y(k + i|k) + e, (24)

其中: y(k + i|k)指式(21)中所示的模型预测输出, e

指在k时刻的实际输出测量值与预测模型输出之间

的误差. 针对控制作用的约束有控制作用有最大值
最小值的约束和控制变化率约束

umin 6 ‖u‖∞ 6 umax, (25)

∆min 6 ‖∆u‖∞ 6 ∆max, (26)

其中: ∆u=(∆u(k + Nu−1|k),∆u(k + Nu − 2|k),
· · · ,∆u(k|k))T,

∆u(k + i|k) =





u(k|k)− u(k − 1),

u(k + i|k)− u(k + i− 1|k),

其中i = 1, · · · , Nu − 1. 因为

∆u =




1 −1 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1




u +




0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
−1 0 · · · 0




u1 =

Lu + L1u1, (27)

把式(27)代入式(26)得

∆min 6 ‖Lu + L1u1‖∞ 6 ∆max. (28)

这样,考虑式(25)和式(28)中两种约束,基于Volterra
模型的非线性MPC需要求解的优化问题描述如下:




min
u

J(u) =
p∑

i=1
(yp(k + i|k)− yr(k + i))2,

s.t. umin 6 ‖u‖∞ 6 umax,

∆min 6 ‖Lu + L1u1‖∞ 6 ∆max.

(29)

3.3 问问问题题题求求求解解解(Problem solving)

采用改进SQP–滤子方法求解非线性规划问题
(29),首先给出其非线性规划子问题




min
dk

q(dk) = ∇JT(uk)dk +
1
2
dT

k Hkdk,

s.t. Ci(uk) +∇CT
i (uk)dk 6 0,

‖dk‖ 6 rk.

(30)

方便起见,将目标函数写成矩阵形式

J(u) = (yp − yr)T(yp − yr), (31)

其中

yp :=(yp(k+1|k), yp(k+2|k), · · · , yp(k+P |k))T,

那么

∂J

∂u
= 2

∂yT
p

∂u
(yp − yr), (32)

其中

∂yT
p

∂u
=




((AR1+uT
1 ST

1 BR1)T+RT
1 BS1u1+2RT

1 BR1u)T

((AR2+uT
1 ST

2 BR2)T+RT
2 BS2u1+2RT

2 BR2u)T
...

((ARp+uT
1 ST

p BRp)T+RT
p BSpu1+2RT

p BRpu)T
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根据式(32)即可以求出当前迭代点uk处的目标

函数梯度值∇J(uk) .

在非线性规划问题中,要求约束函数二次连续
可微的. 因此,给出与问题(29)的约束条件(25)和
(28)等价的连续可微形式




s.t. umin − ciu 6 0,

ciu− umax 6 0,

∆min − ci(Lu + L1u1) 6 0,

c− i(Lu + L1u1)−∆max 6 0,

i = 1, 2, · · · , Nu,

(33)

其中: ci是Nu维行向量,且c1 = (1, 0, · · · , 0), c2 =
(0, 1, · · · , 0), · · · , cNu = (0, 0, · · · , 1). 根据式(33),
得到∇Ciuk代入式(30),规划子问题转换成




min
dk

q(dk) = ∇J(uk)dk +
1
2
dT

k Hkdk,

s.t. umin − ciu− cidk 6 0,

ciu− umax + cidk 6 0,

∆min − ci(Lu + L1u1)− ciLdk 6 0,

ci(Lu + L1u1)−∆max + ciLdk 6 0,

i = 1, 2, · · · , Nu.

(34)

根据式(4)中的定义,得到针对优化问题(29)的约束
违反度函数具体形式

V (u) =

max{0, umin − ciu, ciu− umax,

∆min − ci(Lu + L1u1),

ci(Lu + L1u1)−∆max|i = 1, 2, · · · , Nu}. (35)

4 工工工业业业实实实例例例仿仿仿真真真(Case study)
以某聚乙烯质量指标熔融指数作为被控对象,

对所提的控制方法进行实例仿真验证. 熔融指数的
机理模型如下[22]:

lnMI = θ0 +
θ1

T
+ θ2 ln(θ3 + θ4

[H2]
[C2]

+ θ5
[C4]
[C2]

),

(36)

其中: MI是熔融指数, T是温度,
[H2]
[C2]
是氢气乙烯

比,
[C4]
[C2]
是共聚单体乙烯比.将

[H2]
[C2]
选作控制变量,

MI作为被控变量.

因为Volterra模型具有线性卷积结构,所以可以
用最小二乘法辨识模型参数. 图4所示是辨识出的
模型参数,图中h1, h2分别为Volterra模型一阶、二

阶时域核参数. 图5所示是仿真模型与辨识结果的
对比效果,从图可以看出, Volterra模型预测值可以
跟踪熔融指数非线性变化趋势.

(a) Volterra模型一阶内核

(b) Volterra模型二阶内核

图 4 模型参数

Fig. 4 Model parameters

图 5 机理模型与辨识结果对比

Fig. 5 Compare model data and measured data

为了验证算法的特性,进行了所提方法与工业
常用线性MPC和传统PID控制器的性能对比仿真,
图6(a)所示是熔融指数控制效果对比,图6(b)所示是
各控制器输出对比;通过仿真对比可以看出当系统
操作点变化时,通过常规工程法所确定参数的传统
PID控制器已经不能跟踪设定值且出现震荡. 而对
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于现行MPC控制器而言,其线性模型在熔融指数为
2.5g/10min附近通过辨识得到,当操作点发生变化
时,虽然线性MPC控制器可以起到稳定控制的作用,
但是相对本文所提方法其超调量过大,收敛较慢,
动态指标相对较差. 仿真对比证实了所提及的方法
的有效性. 表 1是标称操作点下控制指标对比,表 2
是当操作点改变后的控制指标对比.

(a) 熔融指数

(b) 氢气乙烯比

图 6 系统输出与控制作用

Fig. 6 System output and controlling values

表 1 3种控制器性能对比(标称操作点)
Table 1 Performance comparison of three controllers

(nominal operating point)

控制方法 ISE指标 超调量/% 调节时间/min

本文方法 86.8418 7.5208 215

线性MPC 99.7279 18.8947 241.5

传统PID 120.9396 22.6457 495

表 2 3种控制器性能对比(操作点变化)
Table 2 Performance comparison of the three

controllers (shift of operating point)

控制方法 ISE指标 超调量/% 调节时间

本文方法 3.5368 9.06 222/min
线性MPC 4.0882 19.74 246/min
传统PID 6.4276 23.81 N/A

5 结结结论论论(Conclusions)
Volterra模型是一类特殊的非线性模型,非常适

合描述实际工业过程中的无记忆非线性对象.传统
的基于Volterra模型的控制器合成法及迭代计算预
测控制器法计算量大,且不便于处理控制约束. 本
文将滤子法与一种信赖域SQP算法相结合,提出一
种改进SQP算法用于基于非线性Volterra模型的带
控制约束的多步预测控制求解,并分析了所提方法
的收敛性. 工业实例仿真结果证实了所提方法的可
行性与有效性.
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