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摘要:本文围绕Delta算子系统基本理论,对Delta算子系统的最新进展做了简要的综述. 首先,本文介绍Delta算
子系统的研究背景. 其次,给出Delta算子系统的基本性能,并与传统移位算子离散系统进行性能对比. 再次,阐述了
Delta算子系统在鲁棒控制、滤波器设计、时滞系统、故障诊断及滑模控制上的研究进展.然后,对Delta算子系统在
有限频域和网络化控制两个方向上的未来研究工作做出了展望. 最后,通过一个仿真表明Delta算子系统在快速采
样条件下具有数值优势.
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An overview of Delta operator systems
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Abstract: Concerning the basic theory of Delta operator systems, we give a brief overview for its latest progress.
Firstly, the background of Delta operator systems is introduced. Secondly, basic performances of Delta operator systems
and performance comparisons with traditional shift operator discrete-time systems are given subsequently. Thirdly, some
recent results on robust control, filter design, time delays and fault detection are presented for Delta operator systems.
Fourthly, some perspective researches are proposed for Delta operator systems in finite frequency and networked control.
Finally, a numerical example is given to illustrate the advantages of Delta operator systems in numerical properties at high
sampling rates.
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1 研研研究究究背背背景景景(Background of study)
据现有文献可知,国内最早关于Delta算子系统综

述的文章在1998年发表[1],国内第1本关于Delta算子
系统的专著于2005年出版[2]. 近10年来,控制理论的
研究在国内得到了迅猛的发展.与此同时,对各类
Delta算子系统的研究也取得了大量的成果.本文除了
对Delta算子系统研究内容作基本的介绍外,主要对近
年来关于Delta算子系统的最新进展做简要综述.

Delta算子定义为

δ = (q − 1)/T,

其中: q是移位算子表示为qx(k) = x(k + 1), T表示

采样周期.进一步地, s平面、z平面和δ平面之间的系

如下:

z = esT , δ =
z − 1

T
.

令s = σ + jw,则可以得到

z = e(σ+jw)T = eσT ejwT ,

其中: |z| = eσT , ∠z = wT ,并且

δ =
z − 1

T
=

esT − 1
T

=
eσT ejwT − 1

T
.

进一步可得

δ +
1
T

=
1
T

eσT ejwT ,

|δ +
1
T
| = 1

T
eσT , ∠(δ +

1
T

) = wT.

由以上结果可得,当σ = 0时, s = jw为虚轴, s平面虚

轴映射到z平面以原点为圆心,以1为半径的单位圆.
而在δ平面, s平面的虚轴映射到δ平面以(−1/T, j0)
为圆心, 1/T为半径的左复半平面的圆. 当σ < 0时, s

< jw为s平面的左半平面,相应地对应关系为|z| < 1
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和|δ + 1/T | < 1/T . 这说明s平面的左平面映射到z

平面是以原点为圆心,以1为半径的单位圆内,映射到
δ平面是以(−1/T, j0)为圆心, 1/T为半径的圆内. 3
个平面的稳定区域如图1所示阴影部分.

图 1 s域、δ域、z域内的稳定区域

Fig. 1 Stability regions s-domain, δ-domain and z-domain

Delta算子的概念早期是在进行算法的数值特性分
析时以Euler逼近方式或z变换的改进形式提出的,并
被应用于数字滤波领域[1]. 但是, Delta算子离散方法
的研究当时没有在控制领域引起足够重视.众所周知,
在要求快速采样的条件下,有限字长的计算机中实现
对连续的控制系统进行离散化时,采用传统的移位算
子将导致采样系统的所有极点位于稳定边界上,将引
起量化误差、极限环振荡等数值不稳定问题,且易引
入非最小相位零点,使离散化后的系统稳定性变差.
为此,著名学者Goodwin教授等建议采用Delta算子来
离散化连续系统,在快速采样情形下使其离散模型趋
近于原来的连续模型[3]. Delta算子离散方法现己成为
连续时间模型和离散时间模型的统一描述方法. 它既
避免了z变换引起的数值不稳定问题,又使得传统的
用于连续域的各类设计方法可直接用于离散域设计.

此外, Delta算子方法还克服了移位算子方法高速
采样时引发的一系列难题,在高速信号处理、宽带通
讯与数字采样控制方面等众多领域获得成功. Middle-
ton和Goodwin的研究论文[4]发表之后,特别是他们
合著的《Digital Control and Estimation–a Unified Ap-
proach》一书出版以后[5], Delta算子作为一种快速采
样条件下的离散化方法引起了从事控制理论和信号

处理方面研究人员的普遍关注和研究兴趣,得到较为
系统的研究并取得了许多研究成果,如在最优滤
波、信号处理、滑模控制、网络控制等控制领域取得

一系列的新进展和新成果.近几年的IEEE自动控制汇
刊和信号处理汇刊、国际控制杂志、美国控制会议

(ACC)以及IEEE控制与决策会议(CDC)均有多篇关于
Delta算子的研究论文发表.关于Delta算子系统的研
究在国内也取得了丰富的研究成果.

特别地,国内第 1部关于Delta算子系统的专著
《Delta算子控制及其鲁棒控制理论基础: 统一连续
域、离散域的控制理论》介绍了Delta算子的定义和性
质, s域、z域和Delta域的根轨迹,以及Delta算子系统
的多项式稳定性理论、状态空间分析与设计和最优控

制等内容. 2012年 4月Springer出版的《Analysis and

Synthesis of Delta Operator Systems》一书详细地介绍
了Delta算子系统与滑模控制方法、时滞系统、卡尔曼
滤波理论、马尔科夫跳变系统、有限频域理论及网络

化控制系统相结合的最新成果[6]. Delta算子系统理论
在许多控制与估计领域获得成功,如信号处理[7–9]、

系统辨识[10]、2D系统[11]、执行器饱和控制[12]、自适

应控制[13]、容错控制[14–15]、感应电机模型参数估

计[16–17]和电力系统[18–20]等. 综上所述,利用Delta算
子描述离散采样系统的优点可总结如下:

1) 在采样周期趋近于零时, Delta算子系统模型参
数趋近于相应的连续时间模型参数;

2) Delta算子算法的数字特性优于传统移位算子,
如有限字长特性和系数灵敏度等;

3) Delta算子模型中的采样周期作为显式参数,便
于观察和分析不同采样周期下系统的性能.

2 研研研究究究现现现状状状(Research status)
近年来,关于Delta算子系统的研究成果有很多,

其中有研究Delta算子和移位算子的性能比较的文献.
此外, Delta算子系统在鲁棒控制、滤波器设计、时滞
系统及故障检测等方面也有深入研究.

2.1 与与与移移移位位位算算算子子子的的的性性性能能能对对对比比比(Performance compa-
rison with shift operator)
随着工业自动化等领域实际需要的迅猛增加和计

算机技术的飞速发展,离散控制理论越来越重要.
Delta算子和移位算子作为两种采样连续时间系统的
方法分别具有各自的特点. 通过传统的移位算子得到
的离散系统在采样周期较小的时候具有其不可避免

的缺陷. Delta算子方法避免了高速采样时传统的移位
算子方法引起的数值不稳定问题,且当采样周期趋近
于零时, Delta算子模型趋近于离散化前的连续模型.
众多文献资料从不同的角度对比了Delta算子和传统
的移位算子性能.文献[21]研究了Delta算子系统的输
出反馈H2最优控制,分析证明存在输出反馈控制器使
闭环系统内稳定且满足从w到z的传递矩阵Tzw的H2-
范数最小的充要条件,得到两个Delta算子的Riccati方
程,并给出了连续系统、z变换所得到的离散系统和
Delta算子所描述系统三者的H2控制问题的比较. 文
献[22]在双闭环直流调速系统中应用了Delta算子方
法. 文献[23]利用线性矩阵不等式的方法在Delta域内
研究了H∞状态反馈问题,并给出了连续系统、z变换
所得到的离散系统和Delta算子所描述系统中H∞控制
性能的比较.

在应用方面,文献[24]研究了Delta算子的视觉伺
服机器人最优控制方法. 文献[25]在快速热处理中的
应用了一个带分布时滞的多变量随机Delta算子系统.
文献[26]介绍了在动态物理系统中Delta算子和移位
算子之间根据二项式系数的直接转换.文献[27]系统
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地分析比较了Delta算子和移位算子的状态空间参数
的有限字长误差对实际传递函数的影响.文献[28]详
细介绍了使用Delta算子方法和移位算子方法考虑有
限字长时的控制参数实现闭环系统稳定性的灵敏度,
所得结果证明考虑有限字长影响数字控制器在Delta
域内有更好的闭环系统鲁棒稳定性. 文献[29]研究了
有限精度数字控制器的执行问题,提出了控制器结构
在移位算子和Delta算子的参数化设计.文献[30]从离
散时间控制的角度分析了较小采样周期下的Delta算
子和移位算子的数字特性.

线性时不变连续时间系统状态空间模型给出如下:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),

其中: 状态变量x(t) ∈ Rn,控制向量u(t) ∈ Rm,输出
向量y(t) ∈ Rp, A, B和C为相应维数的常值矩阵. 相
对应的z域离散时间系统模型为

x(k + 1) = Azx(k) + Bzu(k),

y(k) = Czx(k),

其中: Az = eAT , Bz =
w T

0
eA(T−s)Bds, Cz = C. 对

应的离散系统在Delta域内的状态空间模型为

δx(tk) = Aδx(tk) + Bu(tk),

y(tk) = Cδx(tk),

其中: Aδ = (Az − I)/T , Bδ = Bz/T , Cδ = C.

笔者知道, s域、z域和Delta域中的Lyapunov方程
与Riccati方程是不同的.

假设A∈Rn×n, Q∈Rn×n, Q = QT,则下面关于
P ∈ Rn×n的矩阵方程称为s域的Lyapunov方程:

PA + ATP = −Q.

上述方程存在惟一解的充要条件是

λi(A) + λj(A) 6= 0, i, j = 1, 2, · · · , n.

假设Az ∈ Rn×n, Q ∈ Rn×n, Q = QT,则下面关
于Pz ∈ Rn×n的矩阵方程称为z域的Lyapunov方程:

Pz −AT
z PzAz = Q.

上述方程存在惟一解的充要条件是

λi(Az)λj(Az) 6= 1, i, j = 1, 2, · · · , n.

假设Aδ∈Rn×n, Q∈Rn×n, Q = QT,则下面关于
Pδ ∈ Rn×n的矩阵方程称为Delta域的Lyapunov方程
有两种表达形式:

AT
δ Pδ + PδAδ + TAT

δ PδAδ + Q = 0,

Pδ − (TAT
δ + I)Pδ(TAδ + I) = TQ.

上述方程存在惟一解的充要条件是

[(Tλi(Aδ) + 1)(Tλj(Aδ) + 1)] 6= 1,

其中i, j = 1, 2, · · · , n.

除此之外,文献[2]中还给出了s域的Riccati方程

XA + ATX −XBBTX + CTC = 0.

z域的Riccati方程

AT
z (I + XBzB

T
z )−1XAz −X + CTC = 0.

Delta域的Riccati方程

(TAT
δ + I)(I + TXR)−1X(TAδ + I)−

X + TQ = 0.

可见,在Delta域的Lyapunov方程与Riccati方程中
采样周期均为显示参数,而s域与z域中方程不具备这

样的特点.

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制研研研究究究(Study of robust control)
控制系统鲁棒性是指系统在一定的参数摄动下,

维持某些性能的特性. H∞控制方法是鲁棒控制理论
发展的最突出标志之一,分析和设计鲁棒控制问题使
用较多的方法是线性矩阵不等式方法. 因为这种方法
克服了解Riccati方程方法的缺陷.同时H∞鲁棒控制
理论的实际应用研究也很广泛,如对航天飞机重返大
气层的侧轴飞行控制系统的设计[31]等等. 连续系统和
传统的离散系统鲁棒性能的研究已经取得了大量的

成果,其理论研究也有了很大的进展.但是,有关离散
时间系统和采样数据系统的研究相对比较薄弱. 而
Delta算子描述的系统的鲁棒控制与H∞控制的研究虽
然不是很多,但也取得了新的进展.

文献[32]讨论了Delta算子描述的离散系统鲁棒稳
定性,给出了保证系统稳定的特征方程系数的最大摄
动区间. 文献[33]研究了Delta算子描述的离散系统鲁
棒稳定性,给出了保证系统稳定的特征方程系数的最
大摄动区间. 文献[34]研究了Delta算子离散系统的控
制器的设计方法,并用例子证明了当采样周期T趋于

零时,离散控制器趋于连续控制器. 文献[35]研究了
Delta算子的不确定奇异系统的鲁棒容许性分析和鲁
棒容许控制. Delta算子系统与D稳定性方面也有很多
结合点. 文献[36]研究了具有执行器故障的Delta算子
线性不确定系统鲁棒D稳定可靠控制问题,即设计控
制器消除系统不确定性和执行器故障的影响,并且保
证闭环系统极点落在复平面指定圆盘区域内.文
献[37]在Delta域内研究了非线性系统的建模与辨识
问题.文献[38–39]同时研究了一类具有变时滞切换
Delta算子系统的l1--增益控制问题,针对这类系统的
鲁棒H∞状态反馈问题在文献[40]中给出.文献[41]利
用T--S模糊方法研究了一类带执行器饱和条件的非线
性Delta算子系统鲁棒控制问题.

考虑一组带不确定参数的Delta算子系统,描述为

δx(tk) = (A + ∆A(tk))x(tk) + Bu(tk),
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其中: x(tk) ∈ Rq为状态变量, u(tk) ∈ Rm为控制输

入. 另外, ∆A(tk)可以为常用的范数有界不确定参数
矩阵,描述如下:

∆A(tk) = DF (tk)E, FT(tk)F (tk) 6 I,

其中D, G与E为已知合适维数的常值矩阵. 除此之
外, ∆A(tk)还可以描述为线性分式不确定参数,定义
如下:

∆A(tk) = DF̂ (tk)E,

F̂ (tk) = F (tk) [I −GF (tk)]
−1

,

其中: D, G与E为已知合适维数的常值矩阵, F (tk)为
未知的时变矩阵且满足FT(tk)F (tk) 6 I . 对于任何
的F (tk)与 I −GTG > 0,假设 [I −GF (tk)]−1是可

逆的. 可以看出这类线性参数不确定是一类比范数有
界不确定更广泛的参数不确定,因为只要令线性分式
不确定参数中的G = 0,上面两类参数不确定表达式
是等价的. 由此可见, Delta算子系统鲁棒性的研究空
间还很大,需要大家的共同努力探究.

2.3 滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Design for filter)
滤波器是一种用来消除干扰杂讯的器件,将输入

或输出经过过滤而得到纯净的直流电,其功能就是得
到一个特定频率或消除一个特定频率.近年来,很多
学者致力于研究滤波问题.连续系统和离散系统的滤
波理论经过了最优滤波和鲁棒滤波两个阶段. 将含有
不确定性和未建模动态的系统滤波问题统称为鲁棒

滤波.在滤波器的设计中,卡尔曼滤波和H∞滤波取得
了一定的成果.文献[42]设计了Delta域中的卡尔曼滤
波器,并对所设计的卡尔曼滤波器的收敛性进行了分
析.近年来, Delta算子系统的鲁棒滤波取得了一系列
进展,鲁棒控制理论最突出的标志之一就是H∞控制.
如果系统不存在干扰影响,这是一个状态观测器设计
问题;如果系统受到干扰,且仅知道干扰的统计特性,
则可以利用随机估计理论得到最小方差准则下的最

优状态估计,这是一个随机滤波问题.

文献[43]利用线性矩阵不等式的方法在Delta域内
设计了H∞滤波器. 在线性分式参数不确定和时变时
滞情况下,文献[44]考虑了Delta算子系统的鲁棒H∞
滤波器的问题.文献[45]提出了圆形区域极点配置约
束下的Delta算子系统非脆弱滤波器的设计.文献[46]
提出了前向差分Delta算子方法所描述的最小均方自
适应滤波,该算法有效地加快了系统的收敛速度,并
有效地改善了系统的跟踪性能.文献[47]在Delta算子
系统中研究了低灵敏度与系数变化条件下的滤波器

设计问题.文献[48]研究了多面体Delta算子系统的
H∞滤波问题,主要目的是获得一个稳定的线性滤波
器,使得滤波误差系统保持稳定. 文献[49]提出了
Delta算子高性能的数字滤波器变频器应用,给出了

Delta算子较移位算子数字实现无限脉冲响应滤波器
的优势,同时讨论了移位算子滤波器如何转到以Delta
算子滤波器的方法. 文献[50]研究了在Delta算子区域
内采用最小二乘误差准则为基础的条件下设计2-D数
字滤波器.

在众多文献资料中笔者仍了解到,格型滤波器结
构在离散时间信号的滤波和预测中有着深入的研究,
探讨了连续和离散格子滤波之间的联系后发现,在采
样连续时间信号过程中离散滤波问题产生,当采样周
期趋于零时,离散格型滤波器收敛到适当的连续时间
滤波器. 由上述的各类文献了解到, Delta域内滤波器
的研究已经取得了一定成果,在Delta算子域内对滤波
器的继续深入研究探讨是非常有意义的.

Delta域中的系统方程描述为

δx(tk) = Ax(tk) + Bu(tk) + Dw(tk),

y(tk) = Cx(tk) + v(tk),

其中: A, B, C和D是常数矩阵, w(tk)∈Rn, v(tk)∈
Rm为不相关的高斯白噪声且满足

w(tk) ∼ (0, Q), Q = Qs,

v(tk) ∼ (0, R), R = Rs,

其中Q与R为协方差矩阵,初始条件为

x̂(0) = E[x(0)],

P (0) = E[(x̂(0)− x(0))(x̂(0)− x(0))T].

Delta域中设计的卡尔曼滤波公式为

K(tk) = P (tk)CT(CP (tk)CTT + R)−1,

δx̂(tk) = Ax̂ + Bu(tk) + K(tk)[y(tk)− Cx̂]−
TK(tk)C[Ax̂ + B(u(tk))],

δP (tk) = −KCP (tk) + AP (tk) + P (tk)AT −
T [AK(tk)CP (tk) + K(tk)CP (tk)AT].

2.4 时时时滞滞滞系系系统统统研研研究究究(Study of delay systems)
时滞出现在很多动态系统中,例如生物系统、化学

系统、冶炼加工系统、核反应堆、液压系统和电网等.
在近些年来,对存在于网络控制中复杂时滞问题的研
究进入了一个新的领域.时滞是震荡、不稳定和性能
差的根源,很多探索研究已被应用到线性时滞系统的
不同方面. 在时滞控制系统中除了不确定性或扰动所
造成的困难外,延迟的引进使得系统的分析更加复杂.
因此,稳定分析和时滞控制系统受到了越来越多的关
注.

文献[51]受到Delta算子的启发,在线性控制法中
提出了使用合理传递函数实现分布式延迟. 对于网络
控制中的随机长时间延迟这种情况,文献[52]建立了
鲁棒模糊控制和Delta算子系统框架的桥梁,通过
Delta算子的方法解决了具有时滞的T--S模糊系统的
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H∞控制.在一类不确定系统状态和输入均有时滞的
情况下,文献[53]研究了Delta算子方法最优保持成本
控制.文献[54]研究了不确定Delta算子系统时滞依赖
鲁棒滤波器的设计.文献[55]考虑Delta算子的不确定
时延交换系统鲁棒控制问题,提出带有时延交换的系
统稳定充分条件.文献[56]研究了Delta算子方法带有
时延和不确定的离散系统鲁棒H∞滤波问题.

也有一些文献考虑了Delta域中时变时滞的问题,
如文献[57]研究了Delta域中带有时变时延的神经网
络的时滞依赖稳定性判据问题.文献[58]提出用Delta
算子方法设计时变时滞离散系统的状态反馈控制器,
该文献所提出方法可以结合连续和离散系统时滞问

题统一到Delta算子系统体系框架中. 文献[59]研究
Delta算子的带有时变时延的线性局部跳变系统鲁棒
H∞状态反馈控制.文献[60]研究Delta算子的不确定
时滞系统鲁棒控制问题,通过模型变换,将带有时变
时延的Delta算子系统转换成内部相关联的系统,这样
方便处理不确定项.文献[61]给出了Delta算子的带有
时变时滞的双向联想记忆神经网络系统渐近稳定性

分析.文献[62]考虑Delta算子的带有时变时滞的不确
定线性系统渐近稳定与镇定问题,在Delta域内在对时
滞系统的研究主要难点在于考虑设计符合各种时滞

情况的Lyapunov函数并减小保守性.

下面给出如下带有时变时延的Delta算子系统模
型:

δx(tk) = Ax(tk) + Adx(tk − d(k)),

其中: x(tk) ∈ Rq是状态变量,时间延时d(k)为一个
时变函数,满足0 6 dm 6 d(k) 6 dm, dm = nmT ,
dM = nMT , nm, nM是两个已知的正整数. 对系统进
行了鲁棒稳定性分析,选择如下Lyapunov函数:

V (x(tk)) =
5∑

i=1

Vi(x(tk)),

其中:

V1(x(tk)) = xT(tk)Px(tk),

V2(x(tk)) = T
n∑

i=1

xT(tk − iT )Qx(tk − iT ),

V3(x(tk)) = T
nM∑
i=1

xT(tk − iT )Sx(tk − iT ),

V4(x(tk)) = T 2
nM∑

i=nm

i∑
j=1

xT(tk− jT )Qx(tk− jT ),

V5(x(tk)) =
nM∑
i=1

i∑
j=1

eT(tk − jT )Re(tk − jT ),

其中: e(j) = x(j)− x(j + T ),并且P , P , R和S为正

定矩阵.

2.5 故故故障障障诊诊诊断断断研研研究究究(Study of fault detection)
控制系统的故障检测与诊断技术为提高实际系统

的可靠性、可维修性和安全性提供了一项重要途径,
由于其在各种控制系统中保证更高的安全性和可靠

性,故障检测在研究领域中显得越发重要,取得了许
多成果.近年来学者对观测器故障检测的基本方法是
通过对输出估计误差进行适当转换生成残差信号来

构建不同类型的观测器. 文献[63]研究具有执行器故
障的Delta算子线性不确定系统的可靠鲁棒H∞问题,
设计控制器确保在执行器发生故障时闭环系统仍能

保持鲁棒稳定,且满足给定的H∞指标. Delta算子方
法在故障检测与容错控制中的应用也取得了一些研

究成果[64].

目前,滤波器的鲁棒故障检测备受关注,而延时又
广泛存在于实际控制系统中. 文献[65]提出了随着控
制延迟下Delta算子的鲁棒故障检测滤波器的设计.文
献[66]利用传统鲁棒故障检测滤波器和线性矩阵不等
式的方法,研究了带有不确定时延的网络化控制系统
的故障诊断问题.文献[67]研究Delta算子的T--S模糊
系统容错控制问题,首先设计模糊故障检测观测器在
非线性系统中建立了一种新的故障估计的方法,然后
设计控制器保证在系统发生故障时候能够实现有效

地容错控制.文献[68]考虑Delta算子的有限频域的故
障检测,在外界扰动和故障同时存在的情况下保证设
计的故障检测滤波器对故障的灵敏度最大,对扰动的
灵敏度最小. 文献[69]利用T--S模糊Delta算子系统描
述一类非线性系统,并在此基础上研究故障诊断与容
错控制方法.

考虑存在故障的Delta算子系统为

δx(tk) = Ax(tk) + Bu(tk) + Bdd(tk) + Bff(tk),

y(tk) = Cx(tk) + Du(tk) + Ddd(tk) + Dff(tk),

其中: d(tk) ∈ Rnd表示扰动向量, f(tk) ∈ Rnf表示故

障输入向量. 设计的故障检测滤波器为

δx̂(tk) = Ax̂(tk) + Bu(tk) + L(y(tk)− ŷ(tk)),

ŷ(tk) = Cx̂(tk) + Du(tk),

r(tk) = y(tk)− ŷ(tk),

其中r(tk) ∈ Rny为残差信号. Delta域中选择的残差
估计函数Jr(n)为

Jr(n) =

√
T

n

k0+n∑
k=k0

rT(tk)r(tk),

Jth = sup
f=0

Jr(n),

其中Jth表示阈值.当满足以下条件时可以检测出故
障: {

Jr(n) 6 Jth, 不报警,

Jr(n) > Jth, 报警.
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2.6 滑滑滑模模模控控控制制制研研研究究究(Study of sliding mode control)
滑模控制本质上属于一类特殊的非线性控制,且

非线性表现为控制的不连续性. 与其他控制的不同之
处在于系统的结构并不固定,而是可以在动态过程中
根据系统当前的状态有目的地不断变化,迫使系统按
预定的“滑动模态”的状态轨迹运动.变结构滑模控
制中抖震的存在是一个不可克服的缺点. 当采样周期
比较小时可以有效地控制抖震对系统性能的影响.因
此,适用于快速采样的Delta算子离散方法在研究滑模
控制中具有天然的优势. 文献[70]研究了Delta算子的
一类不确定参数的时滞鲁棒滑模控制面. 文献[71]则
在一类不确定非线性扰动Delta算子系统下研究了滑
模控制的观测器问题.在较早文献[72]中Delta算子方
法已经被用于一类离散系统的自适应滑模控制.文献
[73]在不确定Delta算子系统框架下提出了离散鲁棒
自适应滑模控制器,自适应控制与滑模的有效结合减
小了扰动,使控制器具有良好的性能.文献[74]研究了
Delta算子系统最优滑模控制的综合问题,设计了
Delta算子系统的最优滑模控制器,不仅保证了系统在
有限时间内趋近最优滑模面,而且有效地消弱了系统
的抖振.

考虑下面的线性Delta算子系统:

δx(tk) = Ax(tk) + B(u(tk) + w(tk, x(tk))),

其中: x(tk) ∈ Rn是状态变量, u(tk) ∈ Rm是控制输

入, w(tk) ∈ Rm是不确定扰动项.选择一个非奇异矩
阵Ψ ,满足

ΨB =

[
0(n−m)×m

B2

]
,

其中: B2 ∈ Rm×n是非奇异矩阵, Ψ =[U2 U1]T,并且
U1 ∈ Rn×m与U2 ∈ Rn×(n−m)满足

B = [U1 U2 ]

[
Σ

0(n−m)×m

]
V T.

上式中, Σ ∈ Rm×m是对角线正定矩阵, V ∈ Rm×m

是酉矩阵,通过状态转换z(tk) = Ψx(tk), Delta域中
的状态方程变为

δz(tk) = Āz(tk) +

[
0

B2

]
(u(tk) + w(tk, x(tk))),

其中Ā = ΨAΨ−1. 上述系统可以写成以下形式:

δz1(tk) = Ā11z1(tk) + Ā12z2(tk),

δz2(tk) = Ā21z1(tk) + Ā22z2(tk) + B2(u(tk) +

w(tk, x(tk)).

上述第1个系统代表系滑动模态. 因此,选择如下的滑
动面:

S(tk) = [C I]z(tk) = Cz1(tk) + z2(tk) = 0,

其中C ∈ Rm×(n−m)是滑模面参数矩阵,将式子
z2(tk) = −Cz1(tk)与前面系统相结合,则得到以下
动态滑模系统:

δz1(tk) = (Ā11 − Ā12C)z1(tk).

在此基础上,设计了具有自适应的控制器使Delta域中
的系统能够在有限时间内达到滑模面并保持在滑模

面上运动[73]. 但在Delta算子系统中对滑模控制的研
究还不是很成熟, Delta域内滑模面的选取和Delta算
子逆算子的应用是一个难点,还有很大的发展空间.

3 研研研究究究前前前景景景(Research prospects)
Delta算子系统可以和控制领域中的诸多内容有结

合点,值得进行深入研究.以下探讨Delta算子系统与
控制领域中的有限频域和网络化控制结合的创新点

和难点.

3.1 有有有限限限频频频域域域(Finite frequency)
在控制系统的设计中,每个设计规范并不是被赋

予整个频率范围内,而通常是在一个有限频域范围内.
在频域稳定区域图1中可以清楚地看出,快速采样时
使用传统移位算子极点会位于稳定的边界,而且离散
系统在计算机有限字长时会失去稳定性. 文献[75]利
用频域不等式在有限和半无限频率范围内研究了开

环鲁棒PID控制,在这篇文献中给出了Delta域内的扩
展的Kalman-Yakubovic̆-Popov(KYP)引理. 文献[76]
研究了在Delta域内的一个低频范围内的正实控制问
题,并进一步推广了Delta域内的KYP引理. 文献[77]
分析了Delta域内高频网络控制系统的稳定性,并在反
馈通道中设计了网络预测控制方案来弥补网络引起

的延迟和数据丢包.

针对线性Delta算子系统分别给出满足高中低频条
件下的KYP引理,即下面两个条件等价:

1) 有限频域不等式[
(ρI −A)−1B

I

]∗
Θ

[
(ρI −A)−1B

I

]
< 0.

2) 在矩阵P , Q ∈ Hn满足Q > 0,
[

A B

I 0

]T

Ξ

[
A B

I 0

]
+ Θ < 0,

其中: ρ = (ejθ − 1)/T , θ ∈ Λ,并且

Λ := {λ ∈ |σ(λ, Φ) = 0, σ(λ, Φ) > 0}.
另外, Ξ的取值在表1中给出.在表1中:

ϑc := (ϑ1 + ϑ2)/2, ϑo := (ϑ2 − ϑ1)/2,

κl = 1− cos ϑl, κm = cos ϑc − cos ϑo,

κh = cos ϑc − 1,

LF , HF与MF分别代表低频(|θ| 6 ϑl),中频(ϑ1 6
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θ 6 ϑ2)和高频(|θ| > ϑh).

表 1 Ξ矩阵取值

Table 1 The matrix values of Ξ

Ξ

LF

"
T 2P TP + TQ

TP + TQ 2κlQ

#

MF

"
T 2P TP + T ejϑcQ

TP + T e−jϑcQ 2κmQ

#

HF

"
T 2P TP − TQ

TP − TQ 2κhQ

#

可见,在Delta算子系统中对限频的研究还很少,
主要难点在于加权函数和频域网格方法具有各自的

缺点,目前Delta域内广义KYP引理还不成熟只能适用
于简单的线性Delta算子系统并不能适用于复杂的非
线性控制系统.

3.2 网网网络络络化化化控控控制制制(Networked control)
当今时代,网络已经逐渐进入人们的视野,并引领

控制系统的结构发生着变化. 而由通信引起的有限带
宽、数据包丢失、数据包延迟等实际问题使得网络控

制系统的分析设计有些困难.近年来,网络化控制被
广泛的应用到各个领域,对网络化控制系统的关注也
越来越多. 从众多有关网络控制的文献中可知,网络
引起的延迟和丢包是网络系统中关键的两个问题,而
采样周期越短,网络控制系统的性能就越好,但采样
周期短会增加网络拥塞的可能性. 而在Delta算子系统
中采样周期是明确的参数,它可以根据网络负载的条
件选择一个适当的值.因此,在采样网络控制系统中
应用Delta算子方法比移位算子的方法可以获得更好
的控制结果.

文献[78]详细介绍了通过Delta算子系统对依赖模
式下的时滞Markovian跳变系统的稳定性,并给出了
在快速采样条件下时滞与Markovian跳变模态相关时
对网络控制系统的描述. 文献[79]研究了网络控制系
统的非均匀采样周期下的稳定性,得到了一种Delta算
子系统中新型的延迟交换来解决网络控制系统的稳

定性问题.文献[80]研究了Delta算子的带有饱和执行
器的网络化控制系统的稳定性问题.文献[81]研究的
网络控制系统是一种带有时延的马尔科夫链的

Delta算子系统,为了处理网络时延和丢包,考虑了网
络服务质量. 文献[82]利用网络测量的方法研究了
Delta算子系统的增益调度控制问题.

假设网络化控制系统中标称时延的上界最大值是

hmax = NT ,也就是存在以下公式:

0 6 hk = nkT 6 NT = hmax.

在反馈通道中考虑标称时延hk = nkT是输入时变时

延,带有输入时延的系统可以写成如下Delta算子系

统:

δx̂(tk) = Ax̂(tk) + Bu(tk − hk),

其中网络控制信号u(tk)是如下形式的分段函数:

u(tk−hk)=Fx̂(tk−hk), ∀ tk∈ [nT−hk, nT ),

其中F为适当大小的矩阵增益.上述系统和控制器可
以写成带有时变时延的Delta算子系统:

δx̂(tk) = Ax̂(tk) + BFx̂(tk − hk).

系统又可以写成

δx̂(tk) =

Ax̂(tk)+BFx̂(tk)−BFx̂(tk)+BFx̂(tk−hk)=

(A + BF )x̂(tk)−BF · T
nk∑
i=1

δx̂(tk − iT ).

上式又可以写成

δx̂(tk) = AFx̂(tk) + Bw(tk),

z(tk) = Cx̂(tk) + Dw(tk),

其中: z(tk)=Fδx̂(tk), AF =A+BF , C =FA, D =
FB,并且

w(tk) = −TF
k−1∑

i=k−nk

δx̂(ti).

定义一个分布式时延算子∆F : z 7→ w,可得

w = ∆Fz ⇔ w(tk) = −T
k−1∑

i=k−nk

z(ti).

由上可得,在前向通道中设计的带有时延的网络化控
制系统的鲁棒性变得容易. 这个分布式时延算子使得
处理网络化控制系统在前向通道的时滞鲁棒性更加

容易. 这个方法的主要思想是把时滞系统的分析转化
为分析一个线性系统与受扰时滞算子∆F的内连形式.
然后计算引入的增益算子∆F的最大值,应用小增益
定理可以做出稳定性分析.

Delta算子系统与网络控制系统结合的文章还不是
很多,对于Delta算子在网络控制系统接下来的研究中
可以尝试在已有成果的基础上设计新的传感器、控制

器和执行器.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
设连续时间系统状态空间表达式为

ẋ(t) =

[
−1 0
1 − 2

]
x(t) +

[
0
1

]
u(t),

y(t) = [1 1]x(t).

对此系统离散化可以得到在z域内与δ域内相关的离

散系统.当采样周期T = 1时,得到

Az =

[
0.3679 0
0.2325 0.1353

]
, Bz =

[
0

0.4323

]
,

Aδ =

[
−0.6321 0
0.2325 −0.8647

]
, Bδ =

[
0

0.4323

]
.
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当T = 0.55时,得到

Az =

[
0.5769 0
0.2441 0.3329

]
, Bz =

[
0

0.3336

]
,

Aδ =

[
−0.7692 0
0.4438 − 1.2130

]
, Bδ =

[
0

0.6065

]
.

当T = 0.1时,得到

Az =

[
0.9048 0
0.0861 0.8187

]
, Bz =

[
0

0.0906

]
,

Aδ =

[
−0.9516 0
0.8611 − 1.8127

]
, Bδ =

[
0

0.9063

]
.

考虑上述离散系统的输出结果, z域内与δ域内的

不同采样周期的输出曲线分别在图2与图3中给出.

图 2 z域内的输出曲线

Fig. 2 Trajectories of the output in z-domain

图 3 δ域内的输出曲线

Fig. 3 Trajectories of the output in δ-domain

5 总总总结结结(Conclusions)
Delta算子系统的控制理论体系正处于蓬勃发展时

期,近年来有大量新的研究成果发表,同样还有许多
新的问题有待深入研究与挖掘. 笔者有理由相信结合
当前国际上新的控制理论的研究方向,可以取得更多
更好的研究成果.
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