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摘要:利用矩阵的半张量积,通过建立逻辑变量与向量的对应,块序列布尔网络被表示为离散时间系统,将对序
列布尔网络的研究转化为对结构矩阵的研究.块序列布尔网络的结构矩阵是一个逻辑矩阵,利用逻辑矩阵的1特征
值与和1特征向量的特殊性质,从矩阵特征值和特征向量的角度研究了块序列布尔网络的拓扑结构,显式表示出了
不同长度极限环的个数,并指出网络的极限环总数等于(2n−结构矩阵的秩).
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Topological structure of block Boolean networks
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(School of Mathematics and Information Science, Henan University of Economics and Law, Zhengzhou Henan 450046, China)

Abstract: Topological properties of block sequential Boolean networks are discussed by means of matrix theory. Using
semi-tensor product, we express logical variables in vector forms and thus the block sequential Boolean network is ex-
pressed in a discrete time system. Based on the 1 eigenvalue and the 1 eigenvectors of the structure matrix, the numbers of
limit cycles with different lengths are expressed in explicit formulas. Especially, the total number of all cycles is obtained
as ((2n − r), where r is the rank of the structure matrix.

Key words: semi-tensor product; Boolean network; eigenvector; logical matrix

1 引引引言言言(Introduction)
随着系统生物学的发展,基因调控网络成为目前

的研究热点之一.对基因调控网络的研究模型很多.
文献[1–2]用微分方程作为模型,文献[2]利用自治
微分方程作为模型研究了基因调节. 另一方面, Kauff-
man在文献[3–4]中指出采用布尔网络模型研究基因
调控网络是比较合理的.

文献[5]给出了N --K布尔网络的描述. 一个N --K
布尔网络含有N个结点{x1, x2, · · · , xN},结点的状
态xi ∈ D = {0, 1}, i = 1, · · · , N . 结点xi在t + 1时
刻的状态受K个结点{xj1 , xj2 , · · · , xjK

}在时刻t的

状态影响,即

xi(t + 1) = fi(xj1(t), xj2(t), · · · , xjK
(t)), (1)

其中fi是一个含有K个自变量的逻辑函数. 在时刻t,
首先按照一定的概率分布从22K

个不同的逻辑函数中

选取fi,然后从x1, · · · , xN中随机选取K个结点xi1 ,

· · · , xiK
,作为K元逻辑函数fi的自变量. N --K布尔

网络本质上是随机布尔网络. 关于随机布尔网络的相
关内容可参看文献[5–7]. 一般在具体应用模型中,与
各个结点相关的结点个数Ki并不相等,为了研究这类

系统的统计性质,通常取< K >=
1
N

N∑
i=1

Ki. 有关

N --K布尔网络的研究参看文献[5, 8–11].

对于确定性的布尔网络,它的结构通常可以用一
个有向图来表示,这个有向图包含N个结点{x1, x2,

· · · , xN}和一组有向边E ⊂ N× N. 如果 (xi, xj) ∈
E,则有一条从结点xi指向结点xj的边,也就是结点
xj的状态受结点xi的状态影响.这一网络图等价于文
献[12]提到的关联矩阵,关联矩阵只是反映了结点之
间的有无相互作用. 布尔网络的动态方程反映了各个
结点之间相互作用的具体方式,可表示为




x1(t + 1) = f1(x1(t), · · · , xn(t)),
...

xn(t + 1) = fn(x1(t), · · · , xn(t)),

(2)
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其中: xi(t) ∈ D是布尔状态变量, fi(i = 1, · · · , n)是
给定的布尔函数.

在确定性布尔网络的文献中,主要研究内容有以
下两个方面: 一是研究布尔网络的不动点、极限环、
暂态期等拓扑性质;二是已知网络的不动点、极限环,
反过来重构布尔网络. 在系统生物学中,不动点和极
限环的物理意义有两种解释: 一种解释是将不动
点、极限环理解为细胞基因的类型[13],另一种是将不
动点、极限环理解为细胞在生长、分裂、死亡等各个

时期状态的循环[14].

对于布尔网络(2),状态变量(x1(t), · · · , xn(t))的
取值空间中只有2n个元素,因此从任意一个初始状态
出发,系统(2)的轨线最终会收敛到不动点或者极限
环.文献[15]通过对各个结点动态方程的迭代来寻找
网络的不动点或者极限环.文献[16]改进了这种迭代
方法,但是改进后的方法的缺点在于它只能适用于具
体的布尔网络,并且可能会漏掉一些不动点或极限
环[17]. 文献[18]指出寻找布尔网络的不动点和极限环
是多项式复杂程度的非确定性(non-deterministic po-
lynomial, NP)完全问题.

布尔网络是研究基因调控网络的一个重要模型,
近年来,如何从实验数据来辨识出布尔网络成为研究
热点[19–22]. 从布尔网络的状态方程出发,笔者可以找
到它的所有不动点和极限环.但是已知网络的不动点
和极限环,并不能唯一确定所对应的布尔网络. 文献
[21, 23]研究了如何从不动点和极限环得到与之对应
的一组布尔网络. 为了能从实验数据辨识出布尔网络,
文献[20]研究了能辨识出网络模型所需要的输入输出
数据对的上限和下限.文献[19]利用网络结点之间的
关联矩阵给出了一种推导化学反应网络的统计方法.
文献[22]给出了一种REVEAL算法,从网络状态的转
移表格来辨识布尔网络. 文献[21]改进了REVEAL算
法,并证明辨识出一个有n个结点的布尔网络需要有

O(log n)组输入输出数据.

近来,程代展研究员和他领导的科研小组用半张
量积这一新的矩阵乘法,将布尔网络转化为线性离散
动态方程,从得到的线性离散动态方程出发,得到了
求解不动点数目、不同长度的极限环的数目、暂态期

以及每个不动点和极限环的吸引域的显式表达公式,
在研究布尔网络的拓扑结构方面做出了突破性贡

献[17, 24–28],使得布尔网络的拓扑结构性质得到了彻底
解决.
用状态空间方法研究逻辑系统被国内外学者广泛

引用,得到了一大批具有重要价值的结果,形成了状
态空间框架下的逻辑系统控制理论.文献[29–33]分别
研究了布尔控制网络的相关稳定与镇定问题.文
献[30]得到了随机布尔网络的稳定与可镇定的充要条
件;文献[31]给出了带有脉冲的布尔系统的稳定与可

镇定的充要条件;文献[32]对切换系统全局稳定与镇
定进行了讨论.特别地,在文献[32]中针对切换布尔网
络提出了切换能达概念,并利用这一技巧得到切换布
尔网络稳定性的检验条件.文献[34–36]分别从不同角
度研究了布尔网络系统的能控性能观性问题.布尔控
制网络的最优控制问题在文献[37–38]中进行了研究.
在文献[39–40]中定义了奇异布尔网络系统,并在状态
空间框架下进行了研究.文献[41–42]研究了随机布尔
控制网络的稳定性与能控性. 在文献[30, 43–44]中讨
论了带有状态时滞的布尔控制网络的相关能控性. 文
献[45]利用符号动力学的Artin-Mazur Zeta和拓扑熵
研究了布尔网络的极限环个数和布尔控制网络的拓

扑熵.
已有的研究主要是针对同步布尔网络[24]或概率

布尔网络[41–42]. 由于布尔网络各个结点状态更新次
序直接影响到网络的状态演化,文献[46]在状态空间
框架下研究了异步布尔网络. 块序列布尔网络是介于
同步布尔网络和概率布尔网络之间的一类网络系统,
在本质上是一类相对确定的异步布尔网络. 在理论上,
块序列布尔网络是确定性布尔网络到完全随机布尔

网络的过渡,对块序列布尔网络的研究可以对随机布
尔网络的研究起到一定促进作用. 在应用上,块序列
布尔网络比同步布尔网络更接近于实际模型,比如在
系统生物学的基因调控网络中,基因或细胞的状态变
化往往并不是同步的[46]. 因此,对块序列布尔网络的
研究具有重要的理论意义和应用价值.
本文从矩阵的特征值与特征向量角度研究块序列

布尔网络的结构. 在第2部分介绍块序列布尔网络的
代数表示;第3部分从块序列布尔网络的结构矩阵出
发,从矩阵特征值角度研究了网络的极限环性质;第4
部分用一个例子说明了本文方法的正确性;第5部分
是本文的小结.

2 块块块序序序列列列布布布尔尔尔网网网络络络(Block sequential Boolean
network)
矩阵半张量积[47]是本文的主要工具. 笔者将逻辑

变量的取值与向量建立对应,利用矩阵的半张量积,
将高阶逻辑动态系统转化为代数形式,以逻辑动态系
统的结构矩阵为主要研究对象.不引起混淆的情况下,
1 ∼ δ1

2 , 0 ∼ δ2
2 , D ∼ ∆. 本文所指的“半张量积”是

指左半张量积.关于矩阵半张量积的性质可以参看文
献[24, 47].
定定定义义义 1[24] 设A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q. 如果n是p

的因子,即nt = p,记为A ≺t B,或p是n的因子,即n

= pt,记为A Ât B,则定义矩阵A和B的半张量积为

AnB = (A⊗ Iα
n
)(B ⊗ Iα

p
),

其中: α = lcm(n, p)是n与 p的最小公倍数, ⊗是
Kronecker积.

为叙述方便,本文用到的基本符号列表如下:
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·D = {0 ∼ F, 1 ∼ T};

·1k := (1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k

)T;

·δi
n: 单位矩阵In的第i列;

·∆n := {δi
n|i = 1, · · · , n}, ∆ := ∆2;

·矩阵L ∈ Mn×r称为逻辑矩阵,其中Col(L) ⊂
∆n. 全体n× r逻辑矩阵的集合为Ln×r;逻辑矩阵
L = [δi1

n δi2
n · · · δir

n ]记为L = δn[i1 i2 · · · ir];
·矩阵B ∈ Mn×r称为布尔矩阵,其中Bij ∈ D;

全体n× r布尔矩阵的集合为Bn×r.

引引引理理理 1[24] 设x1, · · · , xn ∈ D是n个逻辑变量,
f(x1, · · · , xn)是一个逻辑函数. 则存在唯一的矩阵
Mf ∈ L2×2n ,使得

f(x1, · · · , xn) = Mf

n
n
i=1

xi, xi ∈ ∆.

集合Zn = {1, 2, · · · , n}的一个划分记作τ =
(τ1, · · · , τs),其 中: τi ⊂ Zn, ∀i 6= j, τi ∩ τj = Φ.
比如Z5 = {1, 2, 3, 4, 5}时, τ = ((3), (5), (1, 2, 4))是
Z5的一个分割.
本文主要讨论块序列布尔网络的拓扑结构. 块序

列布尔网络每个结点更新次序由分割τ确定,是介于
完全同步布尔网络和完全异步布尔网络的一类逻辑

系统[12].

例例例 1 设一个含有5个结点的网络,各个结点的
更新律如下:




x1 = f1(x1, x2, x3, x4, x5),
x2 = f2(x1, x2, x3, x4, x5),
x3 = f3(x1, x2, x3, x4, x5),
x4 = f4(x1, x2, x3, x4, x5),
x5 = f5(x1, x2, x3, x4, x5),

(3)

其中: xi(i = 1, · · · , 5)是逻辑变量, fi(i = 1, · · · , 5)
是逻辑函数.

取τ = ((3), (5), (1, 2, 4)),布尔网络(3)在状态更
新序列τ作用下的演化律可描述为



x3(t+1)=f3(x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)),
x5(t+1)=f5(x1(t), x2(t), x3(t+1), x4(t), x5(t)),
x1(t+1)=f1(x1(t), x2(t), x3(t+1), x4(t), x5(t+1)),
x2(t+1)=f2(x1(t), x2(t), x3(t+1), x4(t), x5(t+1)),
x4(t+1)=f4(x1(t), x2(t), x3(t+1), x4(t), x5(t+1)).

(4)

设τ = (τ1, · · · , τs)是Zn的一个划分,如果对于任
意的i < j, τi中的每一个元素都小于τj中的元素,则
称划分τ是有序的. 不失一般性,设块序列布尔网络系
统中各个结点状态更新次序由一个有序划分τ确定,
具体表示为式(5):




x1(t + 1) = f1(x1(t), · · · , xn(t)),
...

xn1(t + 1) = fn1(x1(t), · · · , xn(t)),
xn1+1(t + 1) = fn1+1(x1(t + 1), · · · , xn1(t + 1), xn1+1(t), · · · , xn(t)),

...
xn2(t + 1) = fn2(x1(t + 1), · · · , xn1(t + 1), xn1+1(t), · · · , xn(t)),

...
xns−1+1(t + 1) = fns−1+1(x1(t + 1), · · · , xns−1(t + 1), xns−1+1(t), · · · , xn(t)),

...
xn(t + 1) = fn(x1(t + 1), · · · , xns−1(t + 1), xns−1+1(t) · · · , xn(t)).

(5)

利用紧凑形式,式(5)可表示为



xτ1(t + 1) = Fτ1(xτ1(t), xτ2(t), · · · , xτs
(t)),

xτ2(t + 1) = Fτ2(xτ1(t + 1), xτ2(t), · · · , xτs
(t)),

...
xτs(t + 1) = Fτs(xτ1(t + 1), xτ2(t + 1), · · · , xτs(t)),

其中: τ = (τ1, · · · , τs), τ1 = (1, 2, · · · , n1), τ2 =
(n1 + 1, · · · , n2), · · · , τs = (ns−1 + 1, · · · , n).

注注注 1 对于由非有序划分确定的块序列布尔网络,可
以选择适当的坐标变换,使得新的分块系统具有表达形式(5).
比如,在例子1中,取如下坐标变换:8

>>>>>><
>>>>>>:

y1(t) = x3(t),

y2(t) = x5(t),

y3(t) = x1(t),

y4(t) = x2(t),

y5(t) = x4(t),

则系统(3)具有如下形式:8
>>>>>><
>>>>>>:

y1(t+1) = g1(y1(t), y2(t), y3(t), y4(t), y5(t)),
y2(t+1) = g2(y1(t+1), y2(t), y3(t), y4(t), y5(t)),
y3(t+1) = g3(y1(t+1), y2(t+1), y3(t), y4(t), y5(t)),
y4(t+1) = g4(y1(t+1), y2(t+1), y3(t), y4(t), y5(t)),
y5(t+1) = g5(y1(t+1), y2(t+1), y3(t), y4(t), y5(t)).

(6)

下 面 将 式 (6)转 化 为 代 数 形 式,设 y(t) =
5
n
i=1

yi(t),由引理1,式(6)可以被表示为

y1(t+1) = M1y(t) = N1y(t),

y2(t+1) = M2y1(t+1)y2(t)y3(t)y4(t)y5(t) =

M2M1y(t)y2(t)y3(t)y4(t)y5(t) :=

N2y(t),

y3(t+1) = M3y1(t+1)y2(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) =
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M3N1y(t+1)N2y(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) :=

N3y(t),

y4(t+1) = M4y1(t+1)y2(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) =

M4N1y(t+1)N2y(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) :=

N4y(t),

y5(t+1) = M5y1(t+1)y2(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) =

M5N1y(t+1)N2y(t+1)y3(t)y4(t)y5(t) :=

N5y(t).

进一步将上述各式利用半张量积相乘,利用文
献[24]中的方法,得到

y(t + 1) =
5
n
i=1

yi(t + 1) =

N1y(t)N2y(t)N3y(t)N4y(t)N5y(t) := Ly(t),

其中L ∈ L25×25 .

一般的,对于块序列布尔网络系统(5). 利用矩阵
的半张量积,可以得到fi的结构矩阵Ni,进而式(5)
可以表示为代数形式(7):




x1(t + 1) = N1x1(t), · · · , xn(t),
...

xn1(t + 1) = Nn1x1(t) · · ·xn(t),
xn1+1(t + 1) = Nn1+1x1(t + 1) · · ·xn1(t + 1)xn1+1(t) · · ·xn(t),

...
xn2(t + 1) = Nn2x1(t + 1) · · ·xn1(t + 1)xn1+1(t) · · ·xn(t),

...
xns−1+1(t + 1) = Nns−1+1x1(t + 1) · · ·xns−1(t + 1)xns−1+1(t) · · ·xn(t),

...
xn(t + 1) = Nnx1(t + 1) · · ·xns−1(t + 1)xns−1+1(t) · · ·xn(t).

(7)

设x(t) =
n
n
i=1

xi(t). 将式(7)中的方程依次代入

并利用半张量积乘起来得到

x(t + 1) = Lx(t), (8)

其中矩阵L ∈ L2n×2n ,称L为块序列布尔网络(5)的
结构矩阵.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先讨论布尔网络(8)的极限环性质. 设式(8)有

k个不同的极限环,不妨表示如下:

X1 = {δi11
2n , δi12

2n , · · · , δ
i1j1
2n },

X2 = {δi21
2n , δi22

2n , · · · , δ
i2j2
2n },

...

Xk = {δik1
2n , δik2

2n , · · · , δ
ikjk
2n }.

对于布尔网络的k个极限环Xs,其中

Xs = {δis1
2n , δis2

2n , · · · , δ
isjs
2n }, s = 1, · · · , k.

由极限环的性质,有



Lδis1
2n = δis2

2n ,

Lδis2
2n = δis3

2n ,
...

Lδ
is(js−1)

2n = δ
isjs
2n ,

Lδ
isjs
2n = δis1

2n .

即

L{δis1
2n , δis2

2n , · · · , δ
isjs
2n }={δis1

2n , δis2
2n , · · · , δ

isjs
2n }. (9)

为下文叙述方便,本文将极限环表示为布尔向量形
式,其中Xs = {δis1

2n , δis2
2n , · · · , δ

isjs
2n }可以表示为

Xs = δ
is1,··· ,isjs
2n .

即

LXs = Xs, s = 1, · · · , k. (10)

本文不加混淆的使用极限环的集合与布尔向量

两种形式. 从式(10)可以看出,极限环Xs是逻辑矩

阵L的一个1特征向量.

以下定义布尔和算子⊕,对于布尔向量α, β ∈
Bm,定义α与β的布尔和为

u⊕ v = (ui ∨ vi), i = 1, · · · , n.

例例例 2 设有布尔向量α, β, γ,其中:

α = [1 0 0 1 0 0],
β = [1 0 0 1 1 0],
γ = [0 1 0 0 0 0],

则有
α⊕ β = [1 0 0 1 0 0],
β ⊕ γ = [1 1 0 1 1 0],
γ ⊕ α = [1 1 0 1 0 0].

对于布尔网络的任意两个极限环Xi, Xj ,由式
(10)可知

LXi = Xi, LXj = Xj .

进一步有

L(Xi ⊕Xj) = LXi ⊕ LXj = Xi ⊕Xj .
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即布尔网络的任意两个1特征向量的布尔和仍然是1
特征向量.

由上述讨论可知,本文得到如下命题.

命命命题题题 1 设L ∈ L2n×2n是布尔网络 (8)的结构
矩阵,则有

1) 布尔网络(8)的极限环Xs是结构矩阵L的1特
征向量.

2) 结构矩阵L的1特征向量X是布尔网络(8)的
一个极限环或若干个极限环的布尔和,即

X = X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xs, s > 1.

为了建立1特征向量与极限环的对应,本文引进
基本特征向量.

定定定义义义 2 设布尔向量X = δi1,··· ,is
2n 是逻辑矩阵

的1特征向量,如果存在{i1, · · · , is}的真子集{j1,

· · · , jτ}使得布尔向量X
′
= δj1,··· ,jτ

2n 是逻辑矩阵L

的1特征向量,则称X是L的非基本特征向量;否则
称X是L的基本特征向量.

逻辑矩阵的基本特征向量有如下性质.

命命命题题题 2 设α, β是逻辑矩阵L的两个不同基本

特征向量,则αTβ = 0.

证证证 不妨设α = δi1,i2,··· ,is
2n , β = δj1,j2,··· ,jt

2n ,则

Lα = α, Lβ = β.

断言: 集合S1 = {i1, i2, · · · , is}与S2 = {j1, j2,

· · · , jt}交集为空.事实上,布尔向量α可以分解为

s个逻辑向量的布尔和,即α = δi1
2n ⊕ δi2

2n ⊕ · · · ⊕
δis
2n . 对于逻辑向量δi1

2n ,一定存在{δi2
2n , · · · , δis

2n}中
的一个向量,不失一般性记为δi2

2n ,使得

Lδi1
2n = δi2

2n .

类似地 



Lδi1
2n = δi2

2n ,

Lδi2
2n = δi3

2n ,
...

Lδ
is−1

2n = δis
2n ,

Lδis
2n = δi1

2n .

对于β,有 



Lδj1
2n = δj2

2n ,

Lδj2
2n = δj3

2n ,
...

Lδ
jt−1

2n = δjt
2n ,

Lδjt
2n = δj1

2n .

如果S1 ∩ S2 6= ∅,不妨设i ∈ S1 ∩ S2,则必有

Lδi
2n ∈ S1 ∩ S2. 即存在i∗ ∈ S1, j∗ ∈ S2,使得

Lδi
2n = δi∗

2n , Lδi
2n = δj∗

2n .

由于L是逻辑矩阵,每一列只有一个元素为1,必有
i∗ = j∗. 按类似的方法可以得到S1 = S2,断言成立.

由于S1 ∩ S2 = ∅,所以

αTβ = a1b1 + a2b2 + · · ·+ a2nb2n = 0.

命命命题题题 3 结构矩阵L的基本特征向量是布尔网

络的极限环.

证证证 不妨设α = δi1,i2,··· ,is
2n 是布尔网络(8)的一个

基本特征向量,即
Lα = α.

如果α不是极限环,则由命题1, α必为若干个极

限环的和,即α可以分解为

α = α1 ⊕ · · · ⊕ αs, s > 1,

其中αj = δ
j1,··· ,jp

2n 为布尔网络(8)的一个极限环,并
且有

Lαj = αj .

另一方面, {j1, · · · , jp} ⊂ {i1, i2, · · · , is},这与α为

基本特征向量矛盾. 因此,结构矩阵L的任何一个基

本特征向量都是布尔网络的极限环,即基本特征向
量不是极限环的布尔和.

事实上,由命题1和命题3可以看出,结构矩阵的
基本特征向量和极限环之间是一一对应的,笔者可
以将对极限环的研究转化为布尔网络极限环的研

究.得到本文的主要结论.

定定定理理理 1 设矩阵L是块序列布尔网络(2)的结构
矩阵,并且rank(L− I) = r,则块序列布尔网络(2)
含有k = 2n − r极限环.

证证证 由上述定理和命题,为了求出各种长度极
限环的个数,只需找到逻辑矩阵L所有基本特征向

量的个数. 考虑如下其次线性方程组:

(L− I)X = 0,

其基础解系中含有线性无关解向量的总数为k =
2n − r,其中r为系数矩阵(L− I)的秩.

命命命 题题题 1 设X = η = (η1, · · · , η2n)T ∈ ∆2n是

布尔网络(8)的一个极限环,则极限环X的极限环长

度是
2n∑

j=1
ηj .

证证证 极限环X = η = (η1, · · · , η2n)T ∈ ∆2n中

元素为1的各个分量,分别代表布尔网络的一个状
态,因此极限环中不同状态的个数就是极限环的长
度.

记布尔网络(8)的结构矩阵L的所有基本特征向



第 2期 宋金利等: 块序列布尔网络的拓扑结构 147

量集合为σ(1). 根据基本特征向量的长度分类如下:

W1 = {ξ | ξ ∈ σ(1), |ξ| = 1},
W2 = {ξ | ξ ∈ σ(1), |ξ| = 2},

...
W2n = {ξ | ξ ∈ σ(1), |ξ| = 2n}.

推推推论论论 1 布尔网络(8)的结构矩阵为L,则布尔
网络长度为s的极限环个数为

Ns = |Ws|, s = 1, · · · , 2n.

证证证 注意到布尔网络的极限环与结构矩阵的基

本特征向量有一一对应关系.由命题1可知,因此长
度为s的极限环个数即模为s的基本特征向量的个

数.

一般情况下,结构矩阵的基本特征向量很难直
接得到. 下面本文讨论如何从结构矩阵的一般1特
征向量组得到不同长度极限环个数. 记Σ(1)={X1,

· · · , Xm}是结构矩阵的所有1特征向量集合.接下
来本文从布尔网络的结构矩阵得到不同长度极限环

的个数. 定义
V1 = {ξ | ξ ∈ Σ(1), |ξ| = 1},
V2 = {ξ | ξ ∈ Σ(1), |ξ| = 2},

...
Vt = {ξ | ξ ∈ Σ(1), |ξ| = t},

其中: ξ = (ξ1, · · · , ξ2n)T ∈ B2n
, |ξ| =

2n∑
i=1

ξi.

对于布尔向量集合V1和V2,定义

Span⊕(V1, V2) = {u⊕ v, u, v ∈ V1 ∪ V2}.
类似地,本文可以定义

Span⊕(V1, · · · , Vk)={u⊕ v, u, v∈V1∪ · · · ∪Vk}.
定定定理理理 2 长度为s的极限环个数Ns即为集合Vt

可以由下述式子计算:



N1 = |V1|,
Ns = |Vs \ Span⊕(V1, · · · , Vs−1)|.

(11)

由Vi的构造和Span⊕的定义,重述定理2如下.

推推推论论论 2 布尔网络(8)长度为Ns的极限环个数

递推计算如下:



N1 = |V1|,

Ns = |Vs|−
∑

t1+···+ts−1=s

(
N1

t1

)
· · ·

(
Ns−1

ts−1

)
.

(12)

设C : η = δi1,··· ,is
2n ∈ B2n是布尔网络(8)的一个

极限环.本文可以利用下述算法找到收敛到极限
环C的所有状态集合即收敛域.对极限环C中的每

一个状态δ
ij
2n ∈ C, j = 1, · · · , s,进行如下运算:首

先将方程组Lkx = δ
ij
2n的所有解用Bj,k表示. 由于

布尔网络(8)只有2n个不同的状态,本文只需考虑当
k 6 2n时方程组Lksx = δ

ij
2n的解. 因此,极限环C的

吸引域表示为

B =
⋃

j=1,··· ,s

⋃
t=1,··· ,2n

Bj,k∗s .

4 例例例子子子(An illustrative example)
本部分给出一个例子,说明如何从布尔网络结

构矩阵得到网络的极限环结构.

例例例 3 考虑如下布尔网络:



x1(t + 1) = x1(t) ∨ x3(t),
x2(t + 1) = (x1(t + 1) ∧ x2(t)) → x4(t),
x3(t + 1) = x1(t + 1) ↔ x3(t),
x4(t + 1) = x4(t) ∨ x3(t + 1).

(13)

设x(t) =
4
n
i=1

xi(t),得到式(13)中各个结点的代

数形式为 



x1(t + 1) = L1x(t),
x2(t + 1) = L2x(t),
x3(t + 1) = L3x(t),
x4(t + 1) = L4x(t),

(14)

其中:



L1 =δ2[1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2],
L2 =δ2[1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1],
L3 =δ2[1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1],
L4 =δ2[1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1].

(15)

利用矩阵的半张量积,将式(14)中各式分别代入
得到布尔网络(13)的代数形式为

x(t + 1) = Lx(t), (16)

其中

L = δ16[1 5 3 8 1 1 3 4 1 5 9 9 1 1 9 9].

容易检验

rank(L− I) = 13.

由定理1可知,布尔网络(13)有(24 − 13) = 3个极限
环.

接下来,本文寻找不同长度极限环的个数. 将结
构矩阵L作为系数矩阵构造线性方程组

Lx = x.

通过计算得到上述方程组的基本特征向量为

x1 = δ
{1}
16 ∼ {(1 1 1 1)},

x2 = δ
{3}
16 ∼ {(1 1 0 1)},

x3 = δ
{4,8}
16 ∼ {(1 1 0 0), (1 0 0 0)}.
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因此布尔网络(13)有两个不动点,一个长为2的极限
环.

另一方面,从布尔网络(13)状态轨线图1得到布
尔网络(13)的极限环个数和本文的结论一致.

图 1 布尔网络(13)的状态图

Fig. 1 State graph of Boolean network (13)

5 结结结论论论(Conclusions)
通过建立逻辑变量的逻辑取值与单位向量的一

一对应,利用矩阵的半张量积将块序列布尔网络表
示为代数形式. 在布尔网络的状态空间框架下,通
过对网络结构矩阵的研究,得到了块序列布尔网络
的极限环等拓扑结构,利用结构矩阵的秩表示了不
同长度极限环的个数和结构. 同时利用实例检验了
本文结果的正确性.

对含有n个结点的块序列布尔网络,如果将结点
分为n块,那么块序列布尔网络就退化为一般的同
步布尔网络. 因此一般的非块序列布尔网络即同步
布尔网络是块序列布尔网络的特例,本文的方法可
以直接用于解决同步布尔网络极限环的结构. 另一
方面,本文的方法也可以用于研究多值、混合值逻
辑系统的极限环性质.

下一步,笔者将研究如何从结构矩阵本身的性
质从特征值与特征向量的角度得到随机逻辑系统的

极限环结构特点.
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