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摘要:为提高原子力显微镜(atomic force microscope, AFM)中微悬臂梁分布参数模型的精度,本文提出了包含非
线性时空特性的改进模型,在此基础上简化控制器的结构. 首先加入非线性补偿项修正传统分布参数模型;然后采
用Karhunen-Loève(K–L)方法提取系统主导空间基函数,实现系统输出的时空变量分离. 利用求解得到的时间系数
和系统激励,建立系统时域Hammerstein模型,使系统无限维偏微分方程模型转化为时域有限维常微分方程形式,控
制器的设计无需考虑空间耦合的影响;最后,利用最小二乘支持向量机结合奇异值分解法辨识模型中的参数. 与传
统分布参数模型进行仿真和实验结果比较,验证了方法的有效性.
关键词: 原子力显微镜;最小二乘向量机; Hammerstein模型;分布参数;系统辨识
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Hammerstein model for distributed parameter system of
micro-cantilever in atomic-force microscope

XU Yun-yang†, XU Kang-kang
(State Key Laboratory of High Performance Complex Manufacturing, Central South University, Changsha Hunan 410012, China)

Abstract: To improve the accuracy of the distributed-parameter model of the micro-cantilever in an atomic-force mi-
croscope (AFM), we propose a modified model which contains the nonlinear spatial-temporal properties. On this basis,
the structure of the controller is simplified and a nonlinear compensation term is added to correct the traditional distributed
parameter model. Next, the Karhunen-Loève (K–L) decomposition method is applied to extract the dominant spatial basis
function of the system, achieving the space-time decomposition. Then, a temporal Hammerstein model is identified by
the temporal coefficients obtained from the decomposition and the input signal, which transforms the infinite dimensional
partial differential equation model into the finite-dimensional ordinary differential equation model, making it possible to
design the controller without considering the space coupling. Finally, we use the leas t-squares-support-vector-machine
algorithm and the singular-value decomposition method to identify the parameters of the model. Simulation and experi-
mental comparisons with the traditional distributed parameter model are given to validate the effectiveness of the proposed
method.

Key words: atomic force microscope; least-squares vector machine; Hammerstein model; distributed parameter; system
identification

1 引引引言言言(Introduction)
过去20年间,纳米技术的飞速发展使包括医

学、生物学和材料科学在内的诸多领域的研究进入纳

米层面. 其中被广泛应用于纳米成像和操作的研究工
具是原子力显微镜(atomic force microscope, AFM)[1],
其发明对科技的发展产生了深远的影响.

AFM中的柔性微悬臂梁是扫描和成像系统中的关
键部件[2],其一端固定在压电陶瓷驱动器上,另一端
带有针尖并悬空.微悬臂梁属于分布参数系统(distri-
buted parameter system, DPS),此类对象的模型为偏
微分方程形式,其参数时空分布且有无穷维特性.

欧拉–伯努利梁分布参数方程是较常用的描述微
悬臂梁动力学特性的模型[3],它的精度虽高于传统线
性集中参数模型,但其推导过程包含了一些假设与近
似处理,且仅能反应悬臂梁的线性动态特性. 实际的
柔性微悬臂梁存在复杂的非线性特性和参数不确定

性[4–5],这会影响微悬臂梁探针系统的定位和控制效
果.因此,建立更精确的微悬臂梁可控模型对探针的
准确定位和力检测十分重要,这能进一步提高AFM扫
描成像的精度.

对无穷维时空耦合系统的建模与控制, H. S. Tzou
和J. H. Ding在论文[6]中采用空间分布的传感器、驱
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动器和控制器结合最优线性二次状态反馈控制算法

实现了对弹性抛物面壳体的振动主动控制,借助多个
采样点来设计控制量. 这种在无穷维上直接设计控制
器的方法精度高,效果显著.若利用时空变量分离和
低维近似则可将控制量设定在时域内,无需考虑空间
信息,简化控制器的结构,便于应用. 实现这一目标的
方法大体上有两类: 一类是基于机理的方法,如谱方
法[7];另一类是基于数据的方法,如正则化正交分
解[8–9](Karhunen-Loève, K–L),以及奇异值分解等. 谱
方法将时空变量表示为一系列的空间基函数与时间

项系数的组合,将原模型方程进行时间空间特征的分
离,然后利用Galerkin截断[10]将无穷维时空耦合系统

降阶为有限维时域系统,并基于低维的时域模型设计
控制器. 但这种方法的局限性在于,必须首先获得原
分布参数系统的完整偏微分方程,而实际情况下对于
复杂工业过程,精确机理模型难以建立. 针对谱方法
的不足,文献[11–12]提出一种完全基于数据的黑箱建
模法,利用K–L分解,从大量的系统输出采样数据
(snapshots)中提取出能反应系统特性的一组空间基函
数,进行输出变量时空分离,再利用得到的时间项系
数和系统输入建立时域模型,从而在无需系统完整先
验知识的前提下达到了模型降维和在时域设计控制

器的目的.

柔性微悬臂梁的受迫振动中存在机理尚难以准确

描述的非线性特性,而传统的线性模型对于非线性的
描述能力非常有限.针对非线性分布参数系统的建模,
一类块结构的非线性动态模型成为新的研究热点[13],
这类模型的结构包含了线性动态模块和无记忆的非

线性静态模块,模型简单,参数辨识容易,相比传统的
线性动态模型,其更能反应系统的实际特性,模型精
度更高. 按照块的连接形式,可分为Hammerstein模
型、Wiener模型,以及组合形式的Hammerstein-
Wiener, Wiener-Hammerstein模型.由于Hammerstein
模型非线性部分的计算无需过去的输入、输出信息,
其计算量少于Wiener模型,因而Hammerstein模型的
应用最为广泛,本文采用的就是Hammerstein建模法.

对Hammerstein模型参数辨识的研究,向微等[14]

将线性动态部分和非线性静态部分分别用Laguere级
数和非线性基表示,辨识得到两部分的参数. Chen[15]

提出递推最小二乘法辨识对模型参数进行辨识.
Krzyzak等[16]使用递推核回归法和协相关法辨识

Hammerstein模型的参数,对模型的线性部分使用协
相关系数求解,模型的非线性部分由递推核回归法得
到. Pelckmans和Goethal等[17]使用最小二乘支持向量

机对Hammerstein模型参数加以辨识,采用冗余参数
法以及增加约束,辨识得到了线性部分和非线性部分
的系数.

本文对AFM微悬臂梁非线性分布参数系统的建模

进行了研究,将基于模块的非线性Hammerstein模型
的应用扩展到分布参数系统中,利用K–L分解提取出
反应系统本身特性的空间基函数,实现对系统输出的
时空分离,将时空分布参数系统建模转化为传统的时
域建模问题,使得后续的控制器设计无需考虑空间信
息,简化了控制器的结构. 由于最小二乘支持向量机
能很好地表示非线性过程[18],且其参数具有冗余性,
因此,采用最小二乘支持向量机算法,通过增加约束
条件,结合奇异值分解,辨识得到了Hammerstein模型
中的参数.

2 改改改进进进的的的非非非线线线性性性欧欧欧拉拉拉–伯伯伯努努努利利利梁梁梁模模模型型型(Improv-
ed nonlinear Euler-Bernoulli beam model)

2.1 传传传统统统欧欧欧拉拉拉–伯伯伯努努努利利利梁梁梁模模模型型型(Traditional Euler-
Bernoulli beam model)
微悬臂梁是原子力显微镜扫描成像系统中的关键

部件,其一端固定在压电陶瓷上,另一端和探针相连
并悬空.在扫描的过程中,探针和样品表面间的时变
原子力会使梁受迫振动,产生动态弯曲变形. 微悬臂
梁–探针系统结构示意图见图1所示.

图 1 AFM柔性微悬臂梁示意图

Fig. 1 Structure of flexible AFM micro-cantilever

柔性微悬臂梁是一个复杂的非线性分布参数系统,
其参数空间分布和柔性特性使其在外力激励下的动

态特性存在非线性时空耦合.完全基于理论得到的描
述其动态特性的分布参数欧拉–伯努利梁方程[19]

m
∂2y(x, t)

∂2t
+c

∂y(x, t)
∂t

+EI
∂4y(x, t)

∂4x
=

−F (t)δ(x− L) (1)

满足如下边界条件:

y(0, t) = 0, yx(0, t) = 0, (2)

yxx(L, t) = 0, EIyxxx(L, t) = −F (t)δ(x− L),

(3)

其中: m是线密度, c是阻尼常数, E是弹性模量, I是

截面惯性矩, L是悬臂梁的长度, δ(x− L)是狄拉克函
数, F (t)是针尖处所受原子力, y(x, t)是微悬臂上的
质点相对于原平衡位置的形变量,它是空间位置和时
间的函数.

2.2 改改改进进进的的的欧欧欧拉拉拉–伯伯伯努努努利利利梁梁梁模模模型型型(Improved Euler-
Bernoulli beam model)
以上模型的精度虽较传统线性集中参数模型高,
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但其仅能反应微悬臂梁线性动态特性,实际的柔性微
悬臂梁中还存在复杂的非线性特性和参数不确定

性[4]. 这会影响微悬臂梁探针系统的定位和控制精度.
因此,为提高微悬臂梁模型的精度,在此对原机理模
型加以改进,使其能体现系统的非线性不确定性,模
型形式如下:

m
∂2y(x, t)

∂2t
+ c

∂y(x, t)
∂t

+ EI
∂4y(x, t)

∂4x
+

f(y(x, t)) = −F (t)δ(x− L), (4)

式中非线性函数f(·)是柔性微悬臂梁模型的非线性补
偿项,它是位移y(x, t)、空间位置x以及时间t的函数.

3 微微微悬悬悬臂臂臂梁梁梁分分分布布布参参参数数数系系系统统统Hammerstein模模模型型型
(Hammerstein model for micro-cantilever
distributed parameter system)

3.1 微微微悬悬悬臂臂臂梁梁梁时时时空空空分分分布布布参参参数数数模模模型型型(Time-space dis-
tribution parameter model of micro-cantilever)
在传统Hammerstein模型中引入空间变量,可将

Hammerstein模型的应用扩展到分布参数系统[17],见
图2所示. 其中: ζ, x为定义在空间域Ω内的空间变量,
ζ是输入信号的空间位置, x是输出位移的空间位置,
u(ζ, t)代表t时刻的输入, y(x, t)表示t时刻的输出,
e(x, t)代表未建模的动态特性和随机扰动. f(·)是静
态非线性函数, G(·)是线性动态部分.

图 2 时空分布参数系统Hammerstein模型
Fig. 2 Structure of spatial-temporal distributed parameter

Hammerstein model

此时系统的输入输出关系可表示为如下形式:

y(x, t) =
t∑

τ=0

w
Ω

g(x, ζ, τ)f(u(ζ, t− τ))dζ + e(x, t).

(5)

3.2 微微微悬悬悬臂臂臂梁梁梁时时时域域域 Hammerstein模模模型型型 (Time
domain Hammerstein model of micro-cantil-
ever)
对分布参数系统而言,时空变量能用一个有限数

目的空间基函数和时间项系数的乘积之和表示[20]:

y(x, t) =
n∑

i=1

φi(x)yi(t). (6)

用K–L方法对系统输出进行时空变量分离,进而
可以利用时域输入输出信息建立微悬臂梁时域

Hammerstein模型,建模思路如图3所示.

图 3 微悬臂梁分布参数系统时域Hammerstein建模思路
Fig. 3 Temporal Hammerstein model methodology for

micro-cantilever distributed parameter system

4 Karhunen-Loève分分分解解解法法法 (Karhunen-Loève
expansion method)
K–L(Karhunen-Loève)分解法,又称正交分解技术

或主成分分析,能以最小的自由度来表示一个随机
域[8]. 利用K–L技术对测得的数据进行时空正交分解,
能从大量系统实测输出采样数据(snapshots)中提取出
能反应系统特征的空间基函数. 基函数的形式有很多,
如傅里叶级数、样条函数、Chebyshev多项式、Jacobi
多项式、拉格朗日多项式等. 数学上已经证明,在给定
模型精度的前提下,基于K–L分解获得的空间基函数
数组能最优地描述实测数据集[21].

K–L时空分离后的时域Hammerstein模型结构如
图4所示.

图 4 非线性分布参数系统的时域Hammerstein模型
Fig. 4 Temporal Hammerstein model of nonlinear distributed

parameter system

假设所得输出数据{y(xi, t)}N,T
i=1,t=1在时间和空间

域上均匀采样,定义全体平均值和内积的概念如下:

全体平均值:

〈y(x, t)〉 =
1
T

T∑
t=1

y(x, t). (7)

内积:

(y(x), g(x)) =
w

Ω
y(x)g(x)dx. (8)

寻找最能体现采样信息特征的空间基函数

{φi(x)}n
i=1等同于求解如下目标函数的极小值问题:

min < [y(x, t)−
n∑

i=1

φi(x)(φi(x), y(x, t))]2 >

(φi(x), φi(x))=1, φi(x) ∈ L2(Ω), i=1, · · · , n,

(9)

式中: φi(x)是系统空间基函数,内积(φi(x), y(x, t))
的值就是第i阶基函数对应的时间项系数,约束条件
(φi(x), φi(x)) = 1保证了空间基函数的唯一性. 上式
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的含义是时空重组数据和实测采样数据间误差平方

的均值最小.
此约束优化问题可用拉格朗日条件极值法表示如

下:

J = < [y(x, t)−
n∑

i=1

φi(x)(φi(x), y(x, t))]2 > +

n∑
i=1

λi((φi(x), φi(x))− 1). (10)

方程有解的必要条件是

dJ(φ + δφ)
dδ

(δ = 0) = 0, (φ, φ) = 0. (11)

将式(7)−(8)(10)代入式(11)中,并令φ(x)为任意函数,
则有解的必要条件可简化成w

Ω
R(x, ζ)φi(ζ)dζ = λiφi(x), (φ, φ) = 1, (12)

其中R(x, ζ) = 〈(y(x, t), y(ζ, t)〉是空间两点间的相
关方程,它是对称正定的. K–L分解的核心问题就是
计算特征值和对应的特征向量. λi是第i阶空间基函

数对应的特征值.
特征方程φi(x)可以写成采样值的线性组合

φi(x) =
T∑

t=1

βity(x, t). (13)

把方程(13)代入式(12)中,得如下特征值问题:w
Ω

1
T

T∑
t=1

y(x, t)y(ζ, t)
T∑

k=1

βky(x, t)dζ =

λi

T∑
t=1

βty(x, t). (14)

定义两点间的时间相关方程

Ctk =
1
T

w
Ω

y(ζ, t)y(ζ, k)dζ. (15)

方程(14)中的N ×N维特征值问题可以简化成如下

的T × T维特征值问题:

Cβi = λiβi. (16)

由上式可以解得特征向量β1, · · · , βT ,代入方程(13)
中可解得特征方程φ1(x), · · · , φT (x).
由于时间相关方程矩阵对称半正定,因此计算得

到的特征方程满足正交性. 定义系统的总能量等于所
有特征值的和,对每个特征空间基函数,其所占系统
总能量的比例如下:

Ei =
λi

n∑
i=1

λi

. (17)

通常认为,能涵盖系统总能量 99%的特征空间基
函 数 的 数 目 决 定 方 程 的 阶 数[19]. 对 函 数 集
{φi(x)}n

i=1,有关系式
n∑

i=1

〈(y(x, t), φi)2〉 =
n∑

i=1

λ2
i >

n∑
i=1

〈(y(x, t), φi)2〉.
(18)

从上式可以看出,在一类线性组合表示方法中,

K–L分解最优,即在满足一定逼近误差的条件下,所
需K–L基的个数是最少的.

5 Hammerstein模模模型型型最最最小小小二二二乘乘乘支支支持持持向向向量量量机机机
参参参数数数辨辨辨识识识(Hammerstein model identified by
LS–SVM)
最小二乘支持向量机(least squares support vector

machine, LS–SVM)和传统的二次规划问题不同,它使
用最小二乘系数作为损失函数,给定一个用于训练的
数据集合{(xi, yi)}N

i=1,由LS–SVM理论,输入空间
Rn通过一个非线性函数φ(xi)被映射到一个高维特征
空间Z,在这个特征空间中,采用如下的表达式来近似
未知函数[22]:

y(x) = ωTϕ(x) + b, ω ∈ Z, b ∈ R. (19)

这就使得原样本空间中非线性函数估计变成了高维

特征空间中的线性函数估计,式中的参数ω, b待求. 这
一回归问题,根据结构风险最小原理[23],可以表示为
一个等式约束问题,因而LS–SVM的优化问题

min
ω,e

J(ω, e) =
1
2
ωTω +

1
2
ρ

N∑
i=1

e2
i (20)

满足等式约束条件

yi = ωTϕ(xi) + b + ei, i = 1, 2, · · · , N. (21)

目标函数(20)的第1项对应模型的泛化能力,第2
项表示模型的精确性,正的常数ρ是模型泛化能力和

精确性的一个折中参数,可以根据需要进行调整, ei是

第i组实验数据和预测输出间的误差.
时域Hammerstein模型输入u(t)和输出y(t)能用

以下关系式表达:

yi(t) =
n∑

j=1

βjyi(t− j) +
m∑

k=1

Ckf(u(t− k)) +

e(t)
n∑

j=1

βjyi(t− j)+
m∑

k=1

nu∑
l=1

ckf(ul(t−k))+e(t),

(22)

其中: u(t) = [u1(t) · · · unu(t)]表示时域输入信号,
yi(t)表示时域输出值, n,m表示系统输入输出的阶

数, f(·)是系统非线性部分的方程, nu表示时域输入

号u(t)的个数, β = [β1 · · · βn]T和Ck = [c1 · · ·
cl · · · cnu ]T以及 cl = [cl(1) · · · cl(m)]是系统回
归参数.
根据LS–SVM理论,时域Hammerstein模型中的非

线性项可以表示为

cl(k)f(ul(t− k)) = cl(k)(ωTϕ(ul(t− k)) + d).

(23)

于是总的Hammerstein模型可以写成如下形式:

yi(t) =
n∑

j=1

βjyi(t− j) +
m∑

k=1

(ωT
k ϕ(u(t− k)) +
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Ckd) + e(t), (24)

式中: ω = [b1 · · · bnuω]T,
m∑

k=1

Ckd = c. 因此,原

问题的最优化问题可以写成如下形式:

min
ωk,c,βj ,e

J(ωk, βj, e) =

1
2

m∑
k=1

ωT
k ωk +

1
2

n∑
j=1

βT
j βj +

ρ

2

T∑
t=r

e2(t). (25)

约束条件为



n∑
j=1

βjyj(t− j) +
m∑

k=1

(ωT
k ϕ(u(t− k)))+

c + e(t)− yi(t) = 0,
T∑

t=1

ωT
k ϕ(u(t)) = 0,

(26)

式中: t = r, · · · , T, r = max(m,n) + 1.

为求解方程(25)在约束条件(26)下的优化问题,使

用拉格朗日乘子法构造拉格朗日函数如下:

L(ωk, βj, e, αt, δk, c) =

J(ωk, βj, e)−
T∑

t=r

[
n∑

j=1

βjyi(t− j) +
m∑

k=1

(ωT
k ϕ(u(t− k))) +

c + e(t)− yi(t)]−
T∑

t=1

δkω
T
k ϕ(u(t)), (27)

式中αt, δk是拉格朗日乘子. 由拉格朗日函数的最优

值条件 



∂L

∂ωk

= 0,
∂L

∂βj

= 0,

∂L

∂e
= 0,

∂L

∂αt

= 0,

∂L

∂c
= 0,

∂L

∂δk

= 0

(28)

得到如下线性方程组:


0 0 1T 0
0 0 yp 0
1 yT

p D+ρ−1I E

0 0 ET T







c

α

β

δ


 =




0
0
yi

0


 , (29)

式中:

D(T−r+1)×(T−r+1) =
m∑

k=1

ϕT(u(τ − k))ϕ(u(t− k)), τ, t = r, · · · , T,

E(T−r+1)×m =
T∑

τ=1

ϕT(u(τ))ϕ(u(t− k)),

k = 1, · · · ,m, t = r, · · · , T,

Qu(T×T )(τ, t)=ϕT(u(τ))ϕ(u(t)), t, τ =1, · · · , T,

T = 1T
T QuIm,

α =




α1

...

αm


 , β =




β1

...

βT


 , δ = [δ1 · · · δm]T.

待求的参数αt, δk, βi, c可以通过求解方程组(29)
得到,下面通过奇异值分解法求解回归参数Ck(k =
1, · · · ,m),构造等式(30):




C1

C2

...
Cm







f̂
T
(u(1))

f̂
T
(u(2))

...

f̂
T
(u(T ))




T

=




βT · · · βr 0
βT βr

. . . . . .
0 βT · · · βr


×




DT,1 DT,2 · · · DT,T

DT−1,1 DT−1,2 · · · DT−1,T

...
...

. . .
...

Dr−(m−1),1 Dr−(m−1),2 · · · Dr−(m−1),T


 +




δ1

δ2

...
δm




T∑
t=1




Qu(t,1)

Qu(t,2)

...
Qu(t,T )


 , (30)

其中: f̂(u(k))是非线性部分的估计值, f(u(k)) =
f(u(k))− c. 因此非线性部分f为

f(u) = f̂(u) +
c

m∑
k=1

Ck

.

方程(30)等式右边为已知项,因此对其进行奇异
值分解即可求得系数Ck.

6 实实实验验验与与与仿仿仿真真真研研研究究究(Experimental and simula-
tion study)
为验证模型的效果,对方程(31)描述的微悬臂梁

系统进行实验结合仿真研究:

m
∂2y(x, t)

∂2t
+ c

∂y(x, t)
∂t

+ EI
∂4y(x, t)

∂4x
+

f(y(x, t)) = −F (t)δ(x− L). (31)

以上偏微分方程满足如下边界条件与初始条件:

y(0, t) = 0, yx(0, t) = 0, (32)

yxx(L, t) = 0, EIyxxx(L, t) = −F (t). (33)

将方程(1)描述的模型定义为微悬臂梁机理模型,
方程(31)描述的模型为微悬臂梁改进的非线性模型.

对AFM而言,受限于激光位置检测传感器的数量
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和空间布置,目前只能测得AFM微悬臂梁针尖处的弯
曲变形值,梁上除针尖外其余点的形变量不能同时准
确测得. 由于本文的目的是在机理模型的基础上辨识
出等效可控时域模型,用于针尖的定位和控制,因此
辨识等效可控模型所需非针尖数据可由改进后的机

理模型数值仿真得到. 当改进后的机理模型输出与实
验结果足够接近时,辨识所得等效可控模型就可以满
足实际需求. 因此,先设定改进非线性模型的近似形
式,非针尖点的数据由改进后的近似模型通过有限差
分法产生. 对比针尖处实验数据和改进模型数值仿真
产生的结果,不断修正改进模型中的参数值和非线性
补偿项的形式,以使二者的值尽量接近,最终使方程
(31)描述的模型尽可能的接近实际系统,修正后的模
型将用于数值仿真以获得足量的实验数据.

AFM实验仪器如图5所示.

图 5 AFM实验仪器

Fig. 5 AFM experimental instraments

微悬臂梁参数如下:

m = 4.08× 10−7 kg/m, E = 169 Gpa,

L = 232 µm, w = 40 µm,

d = 4 µm, c = 0.01 kg/ms,

其中w和d分别是梁的宽度和厚度,非线性补偿项估
计值可由针尖处实验数据采用多项式拟合或者神经

网络近似替代.

系统的响应数据由实验结合数值仿真有限差分得

到,一共获得700组输入输出数据,采样间隔0.01 s,仿
真时长7 s. 前400组数据用于训练模型,后300组数据
用于检验模型的精度.

为评估所建模型的效果,定义如下性能参数:

模型预测误差绝对值:

e(xi, t) = |y(xi, t)− ŷ(xi, t)|. (34)

均方根误差:

RMSE(t) = (
1

NT

N∑
i=1

T∑
t=1

(y(xi, t), ŷ(xi, t))2)
1
2 .

(35)

相对均方根误差:

RRMSE(t) = (
1

NT

N∑
i=1

T∑
t=1

(
y(xi, t)− ŷ(xi, t)

y(xi, t)
)2) 1

2 .

(36)

微悬臂末端处针尖所受原子力F (t)是输入信号,
如图6所示;仿真产生的悬臂梁受迫振动形变如图7所
示. 本文取前5阶空间基函数,使用K–L分解得到的满
足正交性前5阶空间基函数如图8所示.

图 6 输入信号曲线

Fig. 6 Input signal curve

、 图 7 系统响应输出数据

Fig. 7 System response output data

图 8 K–L分解得到的空间基函数

Fig. 8 Spatial basis function acquired by K–L decomposition

Hammerstein模型参数调整方法如下: 先将m,n

设为某固定值,然后调整ρ和δ,使用10折交叉验证
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法[24],使得模型在满足最小训练误差的前提下复杂度
最小. 得到最优ρ和δ值后,再在此基础上调节m和n,
得到m和n的最优值.经验证,最终取Hammerstein模
型的阶数m和n分别为3和6,模型正则化参数ρ=100,

δ = 0.001.

模型第1阶和第5阶预测与仿真时域响应对比分别
如图9−10. 改进的非线性模型预测输出如图11,机理
模型预测输出如图12,改进非线性模型预测误差如
图13,机理模型预测误差如图14.

图 9 时间系数y1(t)

Fig. 9 Temporal coefficient y1(t)

图 10 时间系数y5(t)

Fig. 10 Temporal coefficient y5(t)

图 11 改进非线性模型输出预测值

Fig. 11 Predicted output of the modified nonlinear model

图 12 机理模型输出预测值
Fig. 12 Predicted output of the theoretical model

图 13 改进的非线性模型预测误差绝对值
Fig. 13 Predicted absolute error of modified nonlinear model

图 14 机理模型预测误差绝对值
Fig. 14 Predicted absolute error of theoretical model

微悬臂末端针尖处的预测误差对比如图15. 从
对比图中可以看出,改进的非线性模型预测误差较机
理模型明显减小,机理模型的均方根误差达到了
1.7321× 10−11 m,而改进的非线性模型均方根误差
仅为1.2452× 10−12 m. 机理模型的相对均方根误差
为11.27%,而改进非线性模型的相对均方根误差仅
为0.73%. 这说明论文提出的非线性模型较原机理模
型更能反应系统的真实情况.

(a) 改进非线性模型误差绝对值
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(b) 机理模型误差绝对值

图 15 微悬臂梁针尖处模型误差绝对值对比
Fig. 15 Absolute error comparison in tip position

7 结结结论论论(Conclusions)

论文针对AFM柔性微悬臂梁非线性分布参数系
统,对系统输出进行Karhunen-Loève分解,提取出反
应系统特征的主导空间基函数,实现了系统输出的时
空分离. 利用分离得到的时间项系数和系统输入激励
信号,建立了时域Hammerstein模型,使得后续的控制
器设计无需考虑空间信息,简化了控制器的结构. 采
用最小二乘支持向量机和奇异值分解法对模型中的

参数进行辨识,避免了过去迭代法辨识的繁琐步骤.
本文的方法无需知道对象精确的偏微分方程,减少了
对系统先验知识的依赖,计算量少,便于实施.仿真结
果表明,所建模型预测准确,精度较原机理模型高,更
能反应系统的真实情况. 建模方法对微悬臂梁以及此
类非线性分布参数系统皆具有较高的实际应用价值.
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