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摘要:传统Markov跳变系统H∞滤波方法要求所有子系统对全频域的噪声具有同样的干扰抑制水平,由于没有
充分利用噪声的频率信息,导致传统滤波方法可能含有较大的保守性. 本文针对特定频段的干扰信号,提出基于有
限短时间的H∞滤波器设计方法. 在引入有限频段的同时,结合有限短时间稳定理论,提出有限频段以及有限时间
两尺度滤波方案,为降低滤波理论的工程保守性提供了思路. 仿真结果表明本文所提滤波方法与现有滤波方法相
比,具有一定的优越性.
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Finite-time H-infinity filtering for Markov jump systems in
finite frequency domain
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Abstract: The traditional H-infinity filtering methods for Markov jump systems require all the subsystems have the
same level of noise attenuation in full frequency. Because the frequency information of noise is not efficiently used, the
traditional filtering methods may lead to more conservativeness. This paper proposes a finite time based H-infinity filter
design method by considering the noise in specific frequency. Combining with the definition of finite frequency and finite
time stability theory, we develop the finite frequency and finite time filtering scheme, named as two dimensional filtering
technique, to reduce the engineering conservation of filtering theory. Simulation results show that the proposed filtering
method has certain advantages compared with the existing ones.
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1 引引引言言言(Introduction)
从模拟滤波、数字滤波,到维纳滤波,进而到卡尔

曼滤波,滤波技术在控制理论发展及工程实践中一直
独具魅力,而H∞滤波由于不需要获取输入噪声的统

计信息、鲁棒性强等特点,吸引了众多研究人员的注
意力[1–4]. 另外,现代工程领域中存在着大量既随时间
连续演化,又受离散事件驱动的混杂系统,而Markov
跳变系统作为一类重要的混杂系统,因能描述大量的
实际系统而受到广泛关注[5–10]. 目前Markov跳变系统
的H∞滤波问题已经得到了充分研究,如文献[11–13]
针对带有时滞或不确定性的线性Markov跳变系统,研
究其H∞滤波器设计方法;文献 [14–15]利用神经网
络、T–S模糊等工具,处理非线性Markov跳变系统的

H∞滤波问题.此外,考虑转移概率部分未知或时变等
复杂情形,离散Markov跳变系统的H∞滤波器设计也

同样有学者关注[16–17].

梳理众多的Markov跳变系统H∞滤波研究成果,
从线性到非线性,从转移概率精确已知到随机变化,
均要求所有子系统对全频域的噪声具有同样的干扰

抑制水平. 而除了白噪声,任何噪声的绝大多数能量
都集中在一定频率范围内,由于不能凸显有限频率范
围特性,已有的H∞滤波方法可能含有较大的保守性.
基于有限频段的广义卡尔曼–雅克布–波波夫(Kalman
-Yakubovic-Popov, KYP)引理的提出[18],为解决有限
频段滤波问题带来了全新的思路,提高了频域方法在
滤波器设计中的实用性. 由于广义KYP引理能够直接
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刻画和处理特定频段性能指标,使得基于有限频段的
H∞滤波方法得到了广泛关注[19–21],但主要针对基于
时间演化的所谓单一动态系统,对于既含时间演化又
有事件驱动的Markov跳变系统还没有文献涉及.
本文针对离散Markov跳变系统,不仅考虑具有特

定频段的噪声干扰信号,而且考虑系统在有限时间内
的暂态特性,研究其H∞滤波器设计方法. 从频率和时
间两个角度,提出有限频段与有限时间两尺度滤波方
案.由于Markov跳变系统含多个子系统,通过限定各
子系统传递函数的最大奇异值小于给定值,从而确保
整个系统在特定频段具有H∞干扰抑制水平. 再利用
广义KYP引理,将频域不等式转化成线性矩阵不等式,
同时结合有限短时间稳定理论,获取H∞滤波器存在
的充分条件.仿真结果表明,与已有的全频段有限时
间H∞滤波方法相比,该方法具有更好的扰动抑制能
力.
文章的结构安排如下: 首先通过一些基本的定义

及引理,对本文要解决的问题作具体描述;其次通过
引理4及引理5得出系统分别满足有限频段及有限时
间两个性能指标的充分条件,并在定理1中归纳出本
文的主要结果;接着通过仿真验证本文方法的有效性;
最后对全文做了总结.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下一类离散时间Markov跳变系统:



x(k + 1) = A(σk)x(k) + B(σk)w(k),

y(k) = C(σk)x(k) + D(σk)w(k),

z(k) = L(σk)x(k),

(1)

其中: x(k) ∈ Rn为系统的状态变量; y(k) ∈ Rp表示

系统的可测输出; z(k) ∈ Rq表示系统的被控输出;
w(k)∈ lm2 [0,+∞)为外部干扰,并满足能量有界条件

‖w‖2

2 = [
N∑

k=0

wT
k wk] < h2,

A(σk), B(σk), C(σk), D(σk)和L(σk)是已知的依赖
于模态σk的适维矩阵. σk是随时间k在有限集合S =
{1, 2, · · · , N}中取值的离散Markov链,其状态转移
概率满足

P{σk+1 = j |σk = i} = pij,

其中pij > 0表示从模态i到模态j的转移概率,并满足

条件
N∑

j=1

pij = 1. 为表述方便,当σk = i时,分别用Ai,

Bi, Ci, Di和Li表示A(σk), B(σk), C(σk), D(σk)和
L(σk).

针对系统(1),构造如下的全维滤波器:{
x̂(k + 1) = Afix(k) + Bfiy(k),

ẑ(k) = Cfix̂(k),
(2)

其中: x̂(k) ∈ Rn是滤波器的状态向量, ẑ(k) ∈ Rq为

滤波器的被控输出, Afi, Bfi, Cfi为待求的滤波器参

数.

定义估计误差

e(k) = z(k)− ẑ(k),

状态变量

x̃(k) = [x(k) x̂(k)]T,

可以得到如下增广的滤波误差系统:{
x̃(k + 1) = Āix̃(k) + B̄iw(k),

e(k) = C̄ix̃(k),
(3)

其中:

Āi =

[
Ai 0

BfiCi Afi

]
, B̄i =

[
Bi

BfiDi

]
,

C̄i = [Li −Cfi ].

在得到本文的主要结果之前,有必要给出以下基
本的定义以及要用到的一些引理:

定定定义义义 1 滤波误差跳变系统(3)是关于(c1, c2, N,

R, h2)有限时间有界的,其中c1 < c2, R > 0, N为给

定正整数,如果有下式成立:

x̃T(k0)Rx̃(k0) 6 c1 =⇒ E{x̃T(k)Rx̃(k)} < c2,

k ∈ {1, 2 · · ·N}. (4)

定定定义义义 2 定义Gi
we(e

jθ)为第 i个子系统从干扰

w(k)到误差e(k)的传递函数, Markov跳变系统的有
限频域H∞滤波就是设计一组滤波器,对于给定的性
能指标γ > 0,使得

supσmax(Gi
we(e

jθ)) < γ, ∀θ ∈ Θ, i ∈ S, (5)

其中Θ代表不同的频域范围,其定义如表1所示.

表 1 不同频段的定义
Table 1 Definition of different frequency ranges

低频 中频 高频

Θ |θ| 6 ϑl ϑ1 6 θ 6 ϑ2 θ > ϑh

注注注 1 在工程实际中,有时希望某一特定子系统对特
定频段的外部干扰衰减有不同的度量要求,此时可设计一组
模态依赖的度量指标γi,使得对不同频段的θi满足

σmax(Gi
we(e

jθi)) < γi, ∀θ ∈ Θ, i ∈ S.

引引引理理理 1(广义KYP引理[18]) 给定系统矩阵(A,B,

C, D)以及适维的对称矩阵Π ,则下列两个表述是等
价的:

1) 有限频域不等式

[G∗(e jθ) I]Π

[
G(e jθ)

I

]
< 0, ∀θ ∈ Θ, (6)

其中G(e jθ) = C(e jθI −A)−1B + D为传递函数.
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2) 存在n阶厄尔米特矩阵P, Q(Q > 0)满足
[

A B

I 0

]T

Ξ

[
A B

I 0

]
+

[
C D

0 I

]T

Π

[
C D

0 I

]
< 0,

(7)

其中: 在低频段

Ξ =

[
−P Q

Q P − (2 cos ϑl)Q

]
;

中频段

Ξ =

[
−P e jϑcQ

e−jϑcQ P − (2 cos ϑd)Q

]
,

(ϑc =
ϑ1 + ϑ2

2
, ϑd =

ϑ1 − ϑ2

2
);

高频段

Ξ =

[
−P −Q

−Q P + (2 cos ϑh)Q

]
.

注注注 2 应该指出的是式(6)中Π的作用是刻画具体的性

能指标,如果定义Π =

"
I 0

0 −γ2I

#
,经过简单矩阵运算,式

(6)变为

GT
we(e

jθ)Gwe(e
jθ)− γ2I < 0, (8)

即‖Gwe(e
jθ)‖ < γ,代表的是H∞性能指标.

引引引理理理 2(射影定理[22]) 给定矩阵Γ, Λ, Ψ ,存在矩
阵F满足ΓFΛ + (ΓFΛ)T + Ψ < 0,当且仅当下面两
个条件成立:

Γ⊥ΨΓ⊥T
< 0, ΛT⊥ΨΛT⊥

T

< 0,

其中上标“⊥”表示矩阵的零空间.

引引引理理理 3 给定适维的对称正定矩阵X以及一般

矩阵N ,有如下不等式成立:

−NX−1NT 6 X−NT −N, (9)

证明见文献[23].

本文的目的是从有限时间以及有限频段两个尺度

设计滤波方案,并以低频段为例,即考虑当外部干扰
为低频噪声时,设计滤波器使得滤波误差系统(3)满足
有限频段H∞性能指标

supσmax(Gi
we(e

jθ)) < γ, |θ| 6 ϑl, (10)

同时考虑系统在有限短时间内的暂态性能,设计滤波
器使滤波误差系统(3)满足有限时间有界条件(4).

3 有有有限限限频频频段段段H∞滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Finite frequency
H-infinity filter design)
为使得滤波误差系统(3)对于低频噪声满足低频

段H∞性能指标(10),限定各子系统传递函数的最大奇
异值小于给定的衰减系数,从而确保整个系统在特定

低频段满足H∞干扰抑制水平,得到如下引理:

引引引理理理 4 给定γ > 0, ϑl,如果存在对称矩阵Pi,
正定对称矩阵Qi及矩阵Wi满足



−Pi Qi −Wi 0 0
∗ ∆i Wi

TB̄i C̄T
i

∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ −I


 < 0, (11)

其中

∆i = Pi − (2 cos ϑl)Qi + Wi
TĀi + ĀT

i Wi,

则滤波误差系统(3)满足低频段H∞性能指标(10).

证证证 根据Schur引理,式(11)等价于

−Pi Qi −Wi 0
∗ ∆i + C̄T

i C̄i Wi
TB̄i

∗ ∗ −γ2I


 < 0. (12)

根据引理1及注2,系统满足有限低频段H∞性能

指标(10)等价于
[

Āi B̄i

I 0

]T

Ξ

[
Āi B̄i

I 0

]
+

[
C̄i 0
0 I

]T

Π

[
C̄i 0
0 I

]
<0,

(13)

其中:

Π =

[
I 0
0 −γ2I

]
, Ξ =

[
−Pi Qi

Qi Pi−(2 cos ϑl)Qi

]
.

令Γ = [−I Āi B̄i ]T,则

Γ⊥ =

[
ĀT

i I 0
B̄T

i 0 I

]
.

同时令

J =

[
I 0 0
0 I 0

]T

, H =

[
0 C̄i 0
0 0 I

]T

,

则式(13)可整理如下:

Γ⊥(JΞJT + HΠHT)Γ⊥T
< 0. (14)

再取Λ = [0 I 0],则ΛT⊥ =

[
I 0 0
0 0 I

]
,可验证

ΛT⊥(JΞJT + HΠHT)ΛT⊥
T

< 0. (15)

令Ψ = JΞJT + HΠHT,于是利用引理2,式(14)−
(15)等价于

(JΞJT + HΠHT) + He(ΓWΛ) < 0, (16)

其中He(ΓWΛ) = ΓWΛ+(ΓWΛ)T. 将式(16)展开
即可得式(12). 因此,式(11)成立可确保式(13)成立,
即满足低频段H∞性能指标. 证毕.

注注注 3 值得注意的是引理4中的矩阵不等式(11)既从时
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域角度给出了滤波误差系统(3)具有H∞性能指标的充分条

件,又从频域角度通过引入干扰的低频段ϑl来确保误差系统

对特定频段的干扰信号具有干扰抑制能力,放松了传统滤波

误差系统对全频域的干扰信号都具有干扰抑制能力的要求,

降低了设计方法的保守性.

引理4确保了滤波误差系统(3)对于低频噪声满足
H∞性能指标,但不能确保系统状态轨迹在时间域内
的演化行为,因此给出如下引理使得滤波误差系统(3)
在有限短时间内满足一定的暂态性能,即确保系统是
有限时间有界的.

引引引理理理 5 给定α > 1,如果存在正定对称矩阵P̂i

及一般矩阵Wi使得


P̄i −Wi −WT
i WT

i Āi WT
i B̄i

∗ −αP̂i 0
∗ ∗ −γ2I


<0, (17)

αN(c1 max
i∈S

λmax(P̃i) + γ2h2) < c2 min
i∈S

λmin(P̃i),

(18)

其中: P̃i = R− 1
2 P̂iR

− 1
2 , P̄i =

N∑
j=1

pijP̂j . 则滤波误差

系统(3)是关于(c1, c2, N,R, h2)有限时间有界的.

证证证 首先选取Lyapunov函数

V (k) = x̃T
k P̂ixk, (19)

则当σk = i, σk+1 = j时，

E{V (k + 1)− V (k)} =

x̃T(k + 1)P̄ix̃(k + 1)− x̃T(k)P̂ix̃(k) =

x̃T(k)(ĀT
i P̄iĀi−P̂i)x̃(k)+2x̃T(k)ĀT

i P̄iB̄iw(k) +

wT(k)B̄T
i P̄iB̄iw(k)=ζT(k)Φiζ(k), (20)

其中:

ζT(k) = [xT(k) wT(k)],

Φi =

[
ĀT

i P̄iĀi − P̂i ĀT
i P̄iB̄i

∗ B̄T
i P̄iB̄i

]
.

由引理3,式(17)可推出

−WT

i P̄−1
i Wi WT

i Āi WT
i B̄i

∗ −αP̂i 0
∗ ∗ −γ2I


 < 0, (21)

对上式两边分别乘以对角阵diag{W−1
i , I, I},再

利用Schur补定理可得[
ĀT

i P̄iĀi − αP̂i ĀT
i P̄iB̄i

∗ −γ2I + B̄T
i P̄iB̄i

]
< 0. (22)

根据式(22),可得

V (k + 1) < αV (k) + γ2w(k)Tw(k).

对上式进行递推,有

V (k) < αV (k − 1) + γ2w(k − 1)Tw(k − 1) <

α2V (k − 2) + αγ2wT(k − 2)w(k − 2) +

γ2wT(k − 1)w(k − 1) < · · · <
αkV (0) + γ2

k−1∑
l=0

αk−l−1wT(l)w(l) <

αk(V (0) + γ2h2). (23)

另一方面,利用矩阵特征值的性质,有

V (0) = x̃T(0)P̂σ0 x̃(0) <

max
i∈S

λmax(P̃i)x̃T(0)Rx̃(0) <

max
i∈S

λmax(P̃i)c1.

同理V (k) > min
i∈S

λmin(P̃i)x̃T(k)Rx̃(k),所以

x̃T (k)Rx̃(k) <
αk(max

i∈S
λmax(P̃i)c1 + γ2h2)

min
i∈S

λmin(P̃i)
.

(24)

结合条件(18)可得x̃T(k)Rx̃(k)<c2,则滤波误差系统
(3)是有限时间有界的. 证毕.

注注注 4 应该指出的是与已有文献中有限时间有界的充

分条件相比,引理5中的式(17)中不仅包含了变量P̂i,还引入

了新的松弛变量矩阵Wi,此变量的引入在增加有限短时间下

系统状态轨迹吸引域的同时,也为低频干扰情形下滤波器的

求解提供了统一方法.

同时考虑有限频段与有限时间两尺度滤波,基于
引理4−5即可得到本文的主要结论如下:

定定定理理理 1 对离散时间Markov跳变系统(1),给定
θl, γ, α > 1,如果存在对称矩阵Pi, Qi > 0, P̂i > 0,
以及矩阵Mi1,Mi2,Mi3, AFi, BFi, CFi(其中i ∈ S, Pi

=

[
Pi1 Pi2

∗ Pi3

]
, Qi =

[
Qi1 Qi2

∗ Qi3

]
, P̂i =

[
P̂i1 P̂i2

∗ P̂i3

]
)

满足


−Pi1 −Pi2 Ω13 Ω14 0 0
∗ −Pi3 Ω23 Ω24 0 0
∗ ∗ Ω33 Ω34 Ω35 LT

i

∗ ∗ ∗ Ω44 Ω45 −CT
Fi

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0,

(25)


Υ11 Υ12

∗ Υ22

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

Υ13 AFi Υ15

Υ23 AFi Υ25

−αP̂i1 −αP̂i2 0
∗ −αP̂i3 0
∗ ∗ −γ2I




< 0, (26)
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λ1R < P̂i < λ2R, (27)

αN(c1λ2 + γ2h2)− c2λ1 < 0, (28)

其中:

Ω13 = Qi1 −MT
i1, Ω14 = Qi2 −MT

i3,

Ω23 = QT
i2 −MT

i2, Ω24 = Qi3 −MT
i2,

Ω33 = Pi1 − 2 cos ϑlQi1 + He(Mi1Ai + BFiCi),

Ω34 = Pi2−2 cos ϑlQi2+AFi+(Mi3Ai+BFiCi)T,

Ω35 = Mi1Bi + BFiDi, Ω45 = Mi3Bi + BFiDi,

Ω44 = Pi3 − 2 cos ϑlQi3 + AFi + AT
Fi,

Υ11 =
N∑

j=1

pijP̂j1 −Mi1 −MT
i1,

Υ12 =
N∑

j=1

pijP̂j2 −Mi2 −MT
i3,

Υ22 =
N∑

j=1

pijP̂j3 −Mi2 −MT
i2,

Υ13 = Mi1Ai + BFiCi, Υ15 = Mi1Bi + BFiDi,

Υ23 = Mi3Ai + BFiCi, Υ25 = Mi1Bi + BFiDi,

则存在一组滤波器使得滤波误差系统(3)是有限时间
有界的,且满足低频段H∞性能指标(10). 进一步,如
果线性矩阵不等式(25)−(28)有可行解,则可求得滤波
器参数

Afi = M−1
i2 AFi, Bfi = M−1

i2 BFi, Cfi = CFi.

证证证 由引理3−4,式(11)以及式(17)−(18)可确保
滤波误差系统(3)有限时间有界,并且满足有限频段
H∞性能指标(10),但变量之间存在耦合,需要将其转
化为线性矩阵不等式.

将矩阵Pi, Qi,Wi, P̂i作如下分解:

Pi =

[
Pi1 Pi2

∗ Pi3

]
, Qi =

[
Qi1 Qi2

∗ Qi3

]
,

Wi =

[
Mi1 Mi2

Mi3 Mi2

]T

, P̂i =

[
P̂i1 P̂i2

∗ P̂i3

]
,

并令

AFi = Mi2Afi, BFi = Mi2Bfi, CFi = Cfi, (29)

经过变量替换等计算可得到式(11)等价于式(25),式
(17)等价于式(26).

另外式(27)−(28)两式可确保式(18)成立.

证毕.

注注注 5 传统Markov跳变系统的有限时间H∞滤波器设

计方法仅仅从时域角度进行分析,没有充分利用噪声的频率

信息,该方法可能具有较大的保守性. 定理1不仅从时域,而

且利用广义KYP引理从频域角度分析问题,因此具有一定的

优势.

注注注 6 为获得最优的H∞性能指标,可将问题转化为
(

min ρ,

s.t.式(25)− (28)
(30)

其中γ =
√

ρ.

注注注 7 在有限短时间控制问题中,总是期望c2的值越

小越好,为得到可行的最小c2值,可以求解下述问题:
(

min c2,

s.t.式(25)− (28).
(31)

4 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation analysis)
为表明本文所提基于有限短时间的有限频段H∞

滤波方法的优越性,与文献[17]提出的全频段有限时
间H∞滤波器设计结果进行比较. 取如下两模态的离
散时间Markov跳变系统,系统参数如下:

A1 =

[
−1.2 0
1.5 0.6

]
, A2 =

[
0 −0.26

1.1 0.8

]
,

B1 =

[
−0.4
0.3

]
, B2 =

[
0.2
0.26

]
,

C1 = [0.5 0.4], C2 = [0.1 0.3],

D1 = [0.4], D2 = [−0.5],

L1 = [0.4 0.2], L2 = [0.3 0.5],

其状态转移概率矩阵为

Π =

[
0.36 0.64
0.45 0.55

]
.

设系统初值α=1.05, ϑl = π/10, c1 = 1, N = 5,
R = I . 由于文献[17]考虑转移概率部分未知的情形,
当转移概率完全已知时,只需将文献[17]中的N i

K
用N代替.固定c2的值,利用本文方法求解优化问题
(30),当c2 > 23时存在可行解. 通过c2取不同的值可

以得到γ随c2变化曲线如图1中的虚线,对应的利用文
献[17]求得全频段γ优化值曲线为图1中实线.从图中
可以明显看出,取相同的c2值时本文可获得更小的γ

值,即针对特定频段的滤波算法相比较于全频域的滤
波方法,具有更强的干扰抑制能力.

图 1 γ随c2变化曲线图

Fig. 1 The curve of γ over c2 changes
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以c2 = 25为例,利用本文方法求得最优 γ值为

γ = 0.4349,滤波器参数

Af1 =

[
−0.1795 0.8276
0.3091 −0.3727

]
,

Af2 =

[
0.1364 0.0227
0.4907 −0.1017

]
,

Bf1 =

[
1.2478
−1.0391

]
, Bf2 =

[
0.4530
0.1633

]
,

Cf1 = [−0.4287 0.0189],

Cf2 = [−0.5445 −0.7553].

根据文献[17]求解出最优γ值为γ = 0.6076,滤波
器参数

Af1 =

[
−0.0380 0.8677
0.0139 −0.3160

]
,

Af2 =

[
0.0496 0.0115
0.5426 0.1259

]
,

Bf1 =

[
0.7607
−1.7630

]
, Bf2 =

[
0.8969
−1.0116

]
,

Cf1 = [−0.2372 0.0086],

Cf2 = [−0.2785 −0.2841].

将求得的两组滤波器带入滤波误差系统(3),图2
为系统的模态转移及误差响应曲线图. 其中点划线为
本文求得的滤波器误差响应曲线,实线为文献[17]
求得的滤波器误差响应曲线.从图2可以看出,两组滤
波器都能使误差最终趋于零,但本文设计的滤波器具
有更小的输出误差,即具有更好的扰动抑制能力.

图 2 跳变模态及误差响应曲线

Fig. 2 Jump modes and error response

更进一步,以γ为变量,用本文的方法求解优化问
题(31),并与文献[17]进行比较. 表2给出了γ取不同值

时对应的c2值,可见取同样的γ时,本文得到的c2值较

小. 由此说明基于特定频段的H∞滤波方法具有更小

的保守性.

表 2 最小的c2值

Table 2 The minimum value of c2

γ 1 1.5 2 2.5 3

本文c2 26.23 41.22 63.27 91.86 126.89
文献[17]c2 30.58 50.15 78.43 114.98 159.72

5 结结结论论论(Conclusions)
本文从时间和频率两个角度,针对离散时间Mar-

kov跳变系统,以低频段为例,结合有限短时间理论,
给出了有限频段和有限时间两尺度H∞滤波器设计的

具体方法. 仿真结果表明,与全频域滤波方法相比,该
方法具有更好的扰动抑制能力及更小的保守性. 所得
结果可进一步应用到不确定或带时滞的离散Markov
跳变系统.
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