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摘要:传统的图像雅可比矩阵估计的方法没有考虑时延因素,因此具有较大的估计误差. 为补偿时延带来的影
响,提出一种鲁棒卡尔曼滤波的方法,实现时延情况下当前时刻特征点在图像空间中位置和速度的估计,进而得到
时延情况下较为准确的图像雅可比矩阵的估值.具体说,特征点在图像空间中当前时刻位置和速度是首先用卡尔曼
滤波的方法估计的,但观测噪声的描述却采用了马尔科夫链模型,由此产生了过程噪声和观测噪声的互相关,传统
卡尔曼滤波受限.为此,我们引入滤波修正向量并重新定义过程方程及观测方程,结合卡尔曼滤波中噪声的数学特
性,得到滤波修正向量消除互相关性,从而构建出鲁棒卡尔曼滤波模型;其次,针对鲁棒卡尔曼滤波模型中存在的无
法获得时延期间的观测向量的问题,提出利用多项式拟合出这部分观测向量,该多项式的选取综合考虑了特征点的
位置、速度、加速度、加速度的变化率对于特征点轨迹的影响,与实际情况相符;最后,由预测出的当前时刻特征点
在图像空间中的位置和速度,实现时延情况下图像雅可比矩阵较为准确的估计.仿真和实验结果验证了本文方法的
可行性和优越性.
关键词: 鲁棒卡尔曼滤波;特征点图像时延补偿;图像雅可比矩阵时延补偿
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Estimation of image Jacobian matrix with time-delay compensation
based on robust Kalman filtering
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Abstract: Time delay is not considered in the traditional methods for the estimation of image Jacobian matrix, which
leads to large estimation error. To compensate for the impact of the time delay, a robust Kalman filtering method is presented
through which the current position and velocity of the feature point in the image space under time delay are predicted, and
then the accurate image Jacobian matrix under time delay can be obtained. Specifically, the current position and velocity
of the feature point in the image space are predicted by Kalman filtering algorithm, but Markov chain model is used in
the description of the measurement noise, then the cross-correlation between the process noise and measurement noise is
produced, the application of traditional Kalman filtering algorithm is restricted. To deal with this problem, we introduce
a filtering revision vector and redefine the process equation and measurement equation. By considering the mathematical
properties of the noise in Kalman filtering algorithm, we can obtain the filtering revision vector and eliminate the cross-
correlation, thus developing a robust Kalman filtering model. Next, to obtain the measurement vectors which cannot be
acquired in the robust Kalman filtering model owing to the existence of time delay, we propose a polynomial fitting method
for its determination. The polynomial is properly selected by synthetically considering the real situation effects on the
feature point trajectory from the position, the velocity, the acceleration and the change rate of acceleration of the feature
point. Finally, from the predicted position and velocity of the feature point in the image space at the current time, we
obtain the accurate image Jacobian matrix with time-delay compensation. Simulation and experimental results validate the
feasibility and superiority of this method.
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1 引引引言言言(Introduction)
视觉伺服中基于图像的视觉伺服相应于基于位置

的视觉伺服来说,具有不需要三维重建、对标定误差
和空间模型误差不敏感、适应大多数非结构化的环境

中的优点. 目前对于基于图像的视觉伺服系统研究的
关键问题一般也落在了对图像雅可比矩阵进行估计

的问题上.
图像雅可比矩阵描述机器人末端执行器在图像特

征空间中的变化到机器人末端执行器在工作空间中

的变化的一种映射,这里使用以下形式描述这种映射:

ḟ = Jk · ṗ, (1)

Jk =
∂f

∂p
=



∂f1(p)

∂p1
· · · ∂f1(p)

∂pm
...

...

∂fn(p)

∂p1
· · · ∂fn(p)

∂pm


, (2)

这里: ḟ为机器人末端执行器在图像特征空间中的速
度, ṗ为机器人末端执行器在工作空间中的速度,
Jk ∈ Rn×m为图像雅可比矩阵.
对于图像雅可比矩阵估计的问题,传统方法采用

Broyden估计器进行图像雅可比矩阵估计[1–3],在具体
操作中,利用每一步机器人的运动和相应的图像特征
变化,确定每一个时刻雅可比矩阵的估计值,此类方
法从静态Broyden更新法、动态Broyden更新法,过渡
到带遗忘因子的动态Broyden更新法、带遗忘因子的
分块Broyden法.
此外,近年来对于该问题的研究,还出现了以

Kalman滤波、神经网络、粒子滤波、鲁棒信息滤波器
等方法为代表的文献[4–9]. 下面对这些文献所做的工
作进行相应的总结:
基于Kalman滤波的图像雅可比矩阵估计,主要是

将图像雅可比矩阵随时间更新的过程近似为一个线

性--高斯模型,定义雅可比矩阵的观测向量为系统状
态变量,而机械臂末端运动引起的图像特征变化为系
统的输出变量,经过Kalman滤波得到当前时刻的图像
雅可比矩阵的估计值.
另外,部分学者提出了通过人工神经网络不断学

习机器人关节角变化与图像特征变化之间的映射关

系,虽然神经网络在逼近这些映射关系方面有一定优
势,但是合适的神经网络结构比较难以选择,而且用
神经网络离线训练这些映射关系计算量不小,所以这
类方法在实际系统中的应用不多.
同时,有文献在图像雅可比矩阵估计中引入粒子

滤波,主要用于处理噪声是非高斯的情况,而且它的
适用前提是已知实际系统噪声的分布特性,所以在实
际中只能通过仿真验证其优势,无法应用于实际系统;
同时粒子滤波还有这样一些不足,如粒子贫化,计算

量大,运行周期长,实时性需求难以满足等.
目前已有相当多的文献对图像雅可比矩阵的估计

做出了研究,然而,绝大多数文献的研究中,影响视觉
伺服控制的关键因素如当前时刻特征点的图像和图

像雅可比矩阵的估算,都没有考虑时延因素的影响,
然而在实际视觉伺服系统中,由图像采集、传输和处
理带来的时延无法避免,在实际控制中,利用延迟的
图像雅可比矩阵估值及图像特征必将影响控制精度,
甚至产生控制失败. 为实现精确的基于图像的视觉伺
服控制,必须找到能够减小甚至消除时延影响的方法.
目前,极少有文献对此类系统中图像特征及图像

雅可比矩阵的估算进行时延情况下补偿的研究,已取
得的一些研究成果为:

1)国外研究成果: Nishio[10]和Nakadokoro[11]通过

预测图像的变化来补偿这部分时延,并取得了一定的
效果.它通过建立机器人工作空间中当前时刻的运动
和通过预测获得的图像空间中机器人运动之间的非

线性映射关系来补偿时延带来的影响,但是它假定在
时延期间机器人的运动图像特征的加速度不变,所以
这种方法存在较大的局限性.

2)国内研究成果:高振东[12]采用基于多项式局部

拟合的方法估计图像雅可比矩阵,但文中没有考虑图
像采集处理中各种存在的噪声,在实际应用中具有一
定的局限性. 刘文芳[13]通过对目标特征点进行运动建

模,利用常规Kalman滤波估计当前时刻特征点在图像
空间中的位置和速度,进而估计出当前时刻较为准确
的图像雅可比矩阵,但该算法中过程噪声和观测噪声
的方差恒定,时延期间观测向量的估算存在一定问题.

本文从图像特征空间的角度进行时延情况下图像

雅可比矩阵估计补偿的研究,提出一种鲁棒卡尔曼滤
波的方法. 针对文献[10–13]中的不足,给出相应的解
决方案,仿真和实验结果表明,文中方法能够比较准
确地估计出当前时刻目标特征点在图像空间中的位

置和速度,从而实现在未知环境下动态图像雅可比矩
阵的稳定辨识,验证了本文方法的可行性和优越性.

2 带带带时时时延延延补补补偿偿偿的的的特特特征征征点点点运运运动动动状状状态态态及及及图图图像像像雅雅雅

可可可比比比矩矩矩阵阵阵的的的估估估计计计(The estimation of the fea-
ture point motion state and image Jacobian
matrix with time-delay compensation)

2.1 图图图像像像空空空间间间中中中特特特征征征点点点运运运动动动状状状态态态的的的估估估计计计(The
motion state estimation of the feature point in
the image space)
建立如下特征点运动的数学方程:{

xk+1 = xk + vx · T ,
yk+1 = yk + vy · T ,

(3)

这里: xk, yk为特征点k时刻的位置, vx, vy为特征点在
图像空间中x, y方向上的速度, T为采样周期.
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本文中,特征点的加速度看作一种随机噪声,与模
型误差合起来作为动态噪声,考虑特征点运动过程中
的加速度不大的情形,把该动态噪声当作高斯白噪声
处理. 这里,将式(3)的运动方程转化为如下的过程方
程:

Xk+1 = AXk +Wk, (4)

其中: 状态变量Xk为

Xk =

[
xk yk
ẋk ẏk

]
,

状态转移矩阵A为

A =

[
1 T

0 1

]
.

Wk为包含状态噪声、动态噪声等,均值为0、方差为
Qk的高斯白噪声.

建立系统的观测方程如下:

Zk = HXk + Vk, (5)

这里: 观测向量Zk = [xk yk],观测矩阵H = [1 0].

对于大多数的情况,观测噪声的描述可以使用马
尔科夫链模型,即

Vk = ϕk−1Vk−1 + µk−1, (6)

这里: ϕk−1是一个系数矩阵, µk−1是均值为0,方差为
Rk的高斯白噪声. 这种描述更接近于真实的环境,噪
声的描述形式也更加准确.

由公式(4)–(6),可以得到系统k + 1时刻的观测值

如下:

Zk+1 = HXk+1 + Vk+1 =

(HA− ϕkH)Xk + ϕkZk +HWk + µk. (7)

公式(7)可以变化为如下形式:

Zk+1 − ϕkZk︸ ︷︷ ︸
Ẑk

= (HA− ϕkH)︸ ︷︷ ︸
Ĥk

Xk +HWk + µk︸ ︷︷ ︸
V̂k

.

(8)

式(8)可以看作式(5)的等价形式,考虑式(4)和式(8),
噪声Wk和V̂k的统计特性如下:

E[V̂kV̂
T
k ] =

(
HQkH

T +Rk

)︸ ︷︷ ︸
R∗

k

δkj,

E[WkV̂
T
k ] =

(
QkH

T
)︸ ︷︷ ︸

Sk

δkj,

δkj =

{
1, k = j,

0, k ̸= j.

(9)

式(9)表明观测噪声V̂k是均值为0,方差为R∗
k的高

斯白噪声,并且与噪声Wk具有统计相关性,互协方差
为Sk. 在这种情况下,传统卡尔曼滤波的方法受限,为

了消除观测噪声和过程噪声的互相关性,这里引入滤
波修正向量γk,重新定义过程方程(4):

Xk+1 =

AXk +Wk + γk(Ẑk − ĤkXk − V̂k) =

(A− γkĤk)Xk + γkẐk +Wk − γkV̂k︸ ︷︷ ︸
W∗

k

. (10)

为了消除观测噪声和过程噪声的互相关性,必须
使得E[W ∗

k V̂
T
k ] = 0,即

E[W ∗
k V̂

T
k ] = (Sk − γkR

∗
k)δkj = 0,

即Sk = γkR
∗
k,滤波修正向量γk = SkR

∗
k
−1.

由重新定义的过程方程(10)和观测方程(8),根据
最优估计理论,可得如下鲁棒卡尔曼滤波模型:

1)预测方程:

X̂k|k−1 =

AX̂k−1|k−1 + γk−1(Ẑk−1 − Ĥk−1X̂k−1|k−1),

Pk|k−1 =

Qk−1 − γk−1S
T
k−1 + [A− γk−1Ĥk−1]·

Pk−1|k−1[A− γk−1Ĥk−1]
T.

(11)

2)更新方程:
X̂k|k=X̂k|k−1 +Kk(Ẑk − ĤkX̂k|k−1),

Kk=Pk|k−1Ĥ
T
k [ĤkPk|k−1Ĥ

T
k +R∗

k]
−1,

Pk|k=[I −KkĤk]Pk|k−1.

(12)

2.2 特特特征征征点点点图图图像像像及及及图图图像像像雅雅雅可可可比比比矩矩矩阵阵阵带带带时时时延延延补补补偿偿偿的的的

估估估计计计(The estimation of the feature point image
and image Jacobian matrix with time-delay
compensation)
由于系统时延的存在,实际中无法直接获得当前

时刻特征点的状态. 若系统采样周期为T ,由图像采
集、传输和处理等过程产生的时延为hT ,当前时刻为
k + h,则实际上系统只能在h+ 1 ∼ k + h时刻获得

1 ∼ k时刻的图像特征f1 ∼ fk. 由鲁棒卡尔曼滤波模
型(11)–(12),通过此滤波算法进行h步的预测,即可获
得当前时刻特征点在图像空间中运动状态的估计值.
由于k + 1 ∼ k + h时刻系统观测向量无法获得,所
以用观测向量的估值Z̄k代替递推过程中的观测向

量Ẑk. 具体如下:

1)预测方程:
X̂k+1|k = AX̂k|k + γk(Ẑk − ĤkX̂k|k),

Pk+1|k = [A− γkĤk]Pk|k[A− γkĤk]
T+

Qk − γkS
T
k .

(13)
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2)更新方程:
X̂k+1|k+1=X̂k+1|k +Kk+1(Ẑk+1 − Ĥk+1X̂k+1|k),

Kk+1=Pk+1|kĤ
T
k+1[R

∗
k+1 + Ĥk+1Pk+1|kĤ

T
k+1]

−1,

Pk+1|k+1=[I −Kk+1Ĥk+1]Pk+1|k.

(14)

这里: 当k + 1 6 i 6 k + h时, Ẑi用其估计值Z̄i表示:

Z̄i = [x̄i ȳi],

x̄i, ȳi为i时刻特征点在图像空间中x, y方向上位置的

估计值;当k + 1 6 i 6 k + h时, Ẑi的估计值Z̄i可以

通过多项式拟合的方式进行估计.采用时刻k−m∼
k−1的这一部分数据进行拟合.目标是得到一个多项

式,使得拟合的残差最小. 选取

Z̄i+1=α0Z̄i+α1
˙̄Zi+α2

¨̄Zi+α3

...
Z̄i=

[
xi+1
p yi+1

p

]
,

(15)

上式中的xi+1
p , yi+1

p 为i+ 1时刻特征点在图像空间

中x, y方向上位置的估计值.

该多项式的选取综合考虑了特征点的位置、速

度、加速度、加速度的变化率对于特征点轨迹的影响,

与实际情况相符.目标是得到a0, a1, a2, a3使得下式

成立:

min{
k−1∑
k−m

βi[(x
i+1
p − Ẑx

i+1)
2
+ (yi+1

p − Ẑy
i+1)

2
]},

这里Ẑx
i+1, Ẑy

i+1为Ẑi+1在x, y方向上的分量. 获得a0,

a1, a2, a3之后,对于k + 1 ∼ k + h时刻的估计值Z̄i,

可以由式(15)递推计算得出.
k−1∑
k−m

βi=1, βi>0, βi的

选取规则是离当前时刻越近的时刻,给予越高的权值.

状态的估计使用此方法拟合,不仅考虑了特征点

运动的实际情况,也没有增加很多计算量,实时性得

到了一定的保证.

用式(13)–(14)进行h次预测,即可获得当前时刻特
征点在图像空间中运动状态的估计值.由此,根据文
中的滤波算法,利用已知的f1 ∼ fk 可以估计出当前

时刻特征点在图像空间中的位置和速度f̂k+h, ∆f̂k+h;
同时可以实时获得机器人末端在笛卡尔空间中的速

度∆p,故而可以计算出当前时刻较为准确的图像雅
可比矩阵. 利用递推最小二乘法估计出当前时刻的图
像雅可比矩阵Ĵk+h:

Ĵk+h =

Ĵk+h−1 +
(fk+h − fk+h−1) ṗ

T
k+hPk+h−1

λ+ ṗTk+hPk+h−1ṗk+h

−(
Ĵk+h−1ṗk+h −

∂fk+h

∂t
T

)
ṗTk+hPk+h−1

λ+ ṗTk+hPk+h−1ṗk+h

,

Pk+h =

1

λ

(
Pk+h−1 −

Pk+h−1ṗk+hṗ
T
k+hPk+h−1

λ+ ṗTk+hPk+h−1ṗk+h

)
.

Ĵk+h是k + h时刻图像雅可比矩阵的最小二乘估

计, T是采样周期, λ是遗忘因子,
∂f

∂t
T为误差补偿项.

3 仿仿仿真真真和和和实实实验验验(Simulation and experiment)
本文从两方面进行仿真实验: 1)基于本文方法的

图像空间中特征点运动状态估计的仿真; 2)理论轨迹
与计算所得轨迹的对比实验. 仿真1验证在系统时延
存在的情况下,由文中方法对当前时刻特征点运动状
态进行估计产生的效果;仿真2在目标特征点不动的
情况下,由机械臂运动使得目标在图像平面产生了一
段轨迹,对比理论轨迹与通过本文方法和文献[13]中
的方法产生的两段轨迹.

3.1 基基基于于于本本本文文文方方方法法法的的的特特特征征征点点点运运运动动动状状状态态态估估估计计计的的的仿仿仿真真真

(Simulation on the motion state estimation of
the feature point based on the proposed algo-
rithm)
假设特征点在图像空间中产生一段运动,加速度

不恒定,系统采样周期取T = 0.1 s,时延为3个采样周
期即τ = 0.3 s, Pk, Qk, Rk矩阵的初始值分别为:

P0 = 5× I2×2, Q0 = 5× I2×2, R0 = 5× I1×1.

仿真过程如下: 假设当前时刻为k,由于系统的时
延,可以得到前k−3个时刻特征点的运动状态,利用
文中式(13)–(14)进行3次预测,可以估计出当前时刻
特征点在图像空间中的位置和速度.仿真结果如图
1–4所示,这里只列出x方向的预测结果(y方向类似).
图1–2为特征点在x方向的位置预测结果及预测误差,
图3–4为特征点在x方向的速度预测结果及预测误差.

由图1–4看出,特征点位置和速度的预测误差较
小,表明系统在该时延情况下,利用本文的方法较好
地估计出了特征点当前时刻的位置和速度,故而可以
计算出当前时刻较为准确的图像雅可比矩阵.

图 1 x方向的位置预测结果图

Fig. 1 Position prediction in x direction
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图 2 x方向的位置预测误差图

Fig. 2 Position prediction error in x direction

图 3 x方向的速度预测结果图

Fig. 3 Velocity prediction in x direction

图 4 x方向的速度预测误差图

Fig. 4 Velocity prediction error in x direction

3.2 理理理论论论轨轨轨迹迹迹与与与计计计算算算所所所得得得轨轨轨迹迹迹的的的对对对比比比实实实验验验(Com-
parative experiment between theoretical traje-
ctory and calculated trajectories)
实验平台采用华南理工大学研发的ML6--QJ--I型

六足爬壁机器人平台. 该机器人采用真空吸盘式六足
机器人结构,机体平面为正六边形(如图5所示). 机器
人足(腿)由髋关节、膝关节、踝关节、足关节和球铰关
节组成,前4个关节为主动驱动关节,球铰关节为被动
适应关节. 球铰关节和真空吸盘相连,所有机械臂轴

心在同一平面上,髋关节与足关节、踝关节和膝关节
正交,髋关节安装在机体上且轴线方向与机体垂直(六
足机器人各腿的示意图如图6所示),其底层控制周期
为20 ms. 摄像头安装在六腿中待摆动腿上与球铰连
接的吸盘上,摄像头光轴在摆动腿关节节点O2O3O4

O5组成的平面上,并且摄像头光轴平行于吸盘平面,
摄像头与机器人间的空间几何关系已知,且机器人模
型已知. 实验中,摄像头视频采样频率为25 f/s,与视
觉服务器(机载工控机)之间通过电缆和USB接口进行
视频传输,视频采集系统时延约等于两个采样周期.

图 5 ML6--QJ--I型六足爬壁机器人
Fig. 5 ML6--QJ--I type six-legged climbing robot

图 6 六足机器人各腿的示意图
Fig. 6 Schematic diagram of each leg in hexapod robot

实验时,设定摆动腿髋关节O1固定不转动,所选
用的球铰只有在大于扭矩M作用下才会产生转动,摆
动腿吸盘由于重力对球铰所产生的扭矩小于M ,所以
球铰O5也可视为固定不转动.

本实验中,图7中机械臂前方塑料板上的红点是目
标特征点,在实验中静止不动,给定机械臂的控制规
律,控制膝关节、踝关节和足关节转动,使得摄像头能
够一直拍摄到红点图像.在一定的采样周期内,目标
特征点在图像空间中形成一段轨迹,由于控制规律给
定,摄像头与机器人间的空间几何关系已知,可以通
过坐标变换和投影关系计算得到理论轨迹. 实验中,
目标在图像空间中的理论轨迹的起始点(355, 305)同
时作为本文方法和文献[13]中方法产生的轨迹的起始
点,通过本文方法和文献[13]中方法的计算,可以得到
两条运动轨迹,其中一条为文献[13]中方法产生的运
动轨迹,另一条为本文提出的方法产生的运动轨迹(如
图8中所示).

下面根据实验结果给出数据分析: 1)前7个采样
点,文献[13]中方法的误差控制在6–11个像素左右,
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本文方法的误差控制在2–4个像素左右; 2)第8–12个
采样点,文献[13]中方法的误差控制在5–7个像素左
右,本文方法的误差控制在2–3个像素左右; 3)第13–
25个采样点,文献[13]中方法的误差控制在4–7个像
素左右,本文方法的误差控制在1–2个像素左右.

因此,本文所提出的方法其轨迹更接近于理论轨
迹,误差较小,优于文献[13]中的方法.

图 7 实验装置
Fig. 7 The experimental device

图 8 轨迹对比实验
Fig. 8 Trajectory comparative experiment

4 结结结论论论(Conclusions)
通过仿真部分的实验结果,可以看到: 1)由仿

真1所得,时延情况下利用本文的方法,能够较好地估
计出目标特征点当前时刻的位置和速度; 2)由仿真2
所得,本文所提出的方法,其轨迹更接近于理论轨迹,
误差较小,优于文献[13]中的方法. 目标特征点当前时
刻的位置和速度的估算问题,对于图像雅可比矩阵的
估计是非常重要的,也是基于图像的视觉伺服系统中
的关键问题.本文所做的一些工作,主要是针对文献
[10–13]中方法的不足,给出相应的解决方案;仿真和
实验结果验证了本文方法的可行性和优越性.
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