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摘要:本文基于和声搜索算法将精确极点配置的思想推广到圆形区域极点配置,通过对圆域内极点全局优化的
方法,实现圆域内鲁棒极点配置问题.首先,基于几何原理描述极点在圆形区域内的位置信息,确定了在圆形区域内
动态选择极点的规则,可以保证算法在圆形区域内动态选取极点. 然后,对圆形区域内的极点,基于精确鲁棒极点
配置的思想,利用和声搜索算法优化摄动或不确定性的谱范数上界,从而得到一组允许闭环系统具有更大摄动或不
确定性的极点及相应的状态反馈控制器. 最后,通过实例进行仿真,仿真结果表明本文采用和声搜索算法全局优化
动态选择极点方法得到的闭环系统具有更好的鲁棒性.
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Optimization of pole assignment in a circular region
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Abstract: The idea of exact robust pole assignment is extended to region poles assignment by means of global opti-
mization for poles in the circular region based on Harmony Search algorithm. First, a geometric description method for the
position information of poles within the circular region is proposed to formulate the rules for the dynamic selection of poles,
so that the algorithm can select poles dynamically from the circular region. Then, for the circular region poles, the harmony
search algorithm is employed to optimize the upper bound of spectral norm for the perturbation or the uncertainty based
on the idea of exact pole assignment. By this way, a set of poles and the corresponding robust state feedback controllers
can be obtained, which allow the closed-loop system to have a maximum allowable perturbation or uncertainty. Finally,
simulation results of the application example demonstrate that the dynamic selection of circular region poles will provide a
closed-loop system with higher robustness than the other methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际的控制系统中不可避免地存在模型不确定

性和参数不确定性,因此关于线性时不变控制系统的
鲁棒极点配置问题的研究受到了学者的关注.
文献[1]提出极小化特征向量矩阵谱条件数的方

法,实现精确鲁棒极点配置.文献[2]采用牛顿和拟牛
顿迭代的方法极小化特征向量矩阵的Frobenius条件
数实现鲁棒极点配置.文献[3–8]提出梯度流和神经网
络方法实现鲁棒极点配置.然而,鲁棒极点配置问题
是一个多变量的非线性优化问题,上述几种方法需要
利用目标函数的梯度信息,要求目标函数必须二次可
微,限制了方法的适用范畴.最近Le和Wang[9–11]指出

条件数具有非凸性,大部分方法不能保证得到全局最
优解,进而提出一种基于递归神经网络的方法实现鲁

棒极点配置.在该方法中,为了得到全局最优解,不仅
谱条件数的计算需要做凸转化,而且在计算中仍然要
利用优化目标函数的梯度信息,算法的适用范围和复
杂度均没有明显变化. 此外,上述各种方法只是考虑
了闭环系统的精确鲁棒极点配置,关于由极点的选取
对闭环系统的鲁棒性的影响并未考虑.

和声搜索(harmony search, HS)算法是由Geem等
人于2001年提出的一种启发式优化算法[12]. 其主要
参数包括和声记忆库大小(HMS)、和声记忆库考虑概
率(HMCR)、基音调整步长(bw)、基音调整概率(PAR)
和最大迭代次数(NI). HS算法采用贪婪的选择策略,
每次迭代更新和声记忆库都保留最优和声,因此可以
保证算法的收敛性. 与梯度法、牛顿法和神经网络等
方法相比, HS算法的收敛速度和收敛性与所求问题变
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量的初始值无关.此外, HS算法需要的数学信息较少,
可以直接对非线性优化问题求解,不需要考虑目标函
数是否可微等数学条件,也不需要进行拟凸转化. 目
前, HS算法及其改进算法已经成功地应用于各种类型
的工程非线性优化问题[13–15]. 关于HS算法的详细操
作请参见文献[12].

本文基于HS算法全局优化的方法,将文献[1]中精
确鲁棒极点配置思想推广到圆形区域鲁棒极点配置

中. 通过状态反馈在指定的圆形区域内配置极点,使
闭环系统具有一定意义下的“最强”鲁棒性.

2 极极极点点点配配配置置置(Pole assignment)
考虑线性时不变系统

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, (1)

其中: 状态变量x ∈ Rn,控制输入u(t) ∈ Rm,系统矩
阵A ∈ Rn×n,控制输入矩阵B ∈ Rn×m. 假设系统是
完全可控和完全可观测的,取状态反馈控制律

u(t) = Kx(t) + v(t). (2)

将式(2)代入式(1)中,则

ẋ(t) = (A+BK)x(t) +Bv(t), x(0) = x0, (3)

其中: v ∈ Rm是参考输入, K ∈ Rm×n是状态反馈增

益矩阵. 在(A,B)完全可控的假设下,对于任意一组
自共轭复极点{λ1, λ2, · · · , λn},至少存在一个适当
的状态反馈增益矩阵K使得闭环系统矩阵A+BK

的特征值是{λ1, λ2, · · · , λn}.

令Λ=diag{λ1, λ2, · · ·, λn},其中{λ1, λ2 · · ·, λn}
是一组闭环系统(3)的期望极点. 状态反馈极点配置是
指找到实矩阵K和非奇异矩阵X满足

(A+BK)X = XΛ. (4)

由文献[1]中定理3可知,对于任意给定的矩阵Λ和

非奇异矩阵X ,则存在一个矩阵K满足式(4)当且仅当

UT
1 (AX −XΛ) = 0, (5)

其中: B = [U0 U1]

[
Z

0

]
是控制输入矩阵B的QR分

解, U0 ∈ Rn×m和U1 ∈ Rn×(n−m)满足[U0 U1]是正交

矩阵, Z ∈ Rm×m是非奇异矩阵,则状态反馈增益矩
阵可由下式给出:

K = Z−1UT
0 (XAX−1 − Λ), (6)

其中: X=[x1 x2 · · · xn], ∀xi ∈ X(i=1, 2, · · · , n)
是λi对应的特征向量且属于零子空间UT

1 (A− λiIn),
即

xi ∈ Si
∼= (UT

1 (A− λiIn)), i = 1, 2, · · · , n. (7)

同时,在完全可控的假设下, (Si) = m [1–2].

3 圆圆圆域域域鲁鲁鲁棒棒棒极极极点点点配配配置置置(Robust pole assignment
in a circular region)

3.1 圆圆圆域域域鲁鲁鲁棒棒棒极极极点点点配配配置置置(Robust pole assignment in
a circular region)
一般情况下,系统矩阵均为实阵,其复特征根应成

对出现,因此所指定的圆形区域的圆心应在实轴左侧.
设指定圆形区域的半径为r > 0;圆心为(α, 0),其中:
α = −(r + d), d > 0是距虚轴的距离,为方便起见,
将圆形区域记为Ω(r, d),如图1所示.

图 1 圆形区域Ω(r, d)

Fig. 1 The circular region Ω(r, d)

对于线性时不变系统(1)和圆形区域Ω(r, d),令Λ

= diag{λ1, λ2, · · · , λn},其中{λ1, λ2, · · · , λn}是从
圆形区域Ω(r, d)中选择的一组期望极点. 用特征向量
矩阵X替代状态向量x,当系统矩阵A存在摄动(或不
确定性)∆时,则式(4)可改写成

AX +∆X +BKX = X(Λ+X−1∆X). (8)

如果式(8)中Λ+X−1∆X稳定,则表明摄动后的
系统Λ+X−1∆X是稳定的. 由文献[1]中定理6可知,
系统的摄动(或不确定性∆)的谱范数满足

||∆||2 <
min
16i6n

|Re(λi)|

k2(X)
, (9)

其中: ||∆||2是摄动∆的谱范数, λi(i=1, 2, · · ·, n)是
Λ的特征值, Re(·)代表实部, k2(X)是特征向量矩阵

X的谱条件数,即

k2(X) = ||X||2||X−1||2. (10)

由式(10)可知,条件数k2(X)越小,则对于圆形区
域内固定的极点λ1, λ2, · · · , λn系统矩阵允许的摄动

或不确定性∆的范围越大.

本文的目的是从圆形区域Ω(r, d)中选取出一组允

许系统矩阵具有最大摄动范围的动态极点. 由于每一
组极点对应的特征向量矩阵并不唯一,因此优化目标
函数时必须同时考虑极点和特征向量矩阵. 于是鲁棒
极点配置问题转化为下面的优化问题:

max J =
min
16i6n

|Re(λi)|

k2(X)
,

s.t. det(X) ̸= 0. (11)
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这是一个带有约束的非线性优化问题.本文利用
HS算法直接优化目标函数,不需要考虑梯度信息.如
果约束条件det(X) = 0不能满足,则对应的解将被惩
罚掉.

3.2 极极极点点点描描描述述述(Pole description)
在圆形区域Ω(r, d)中配置极点时,圆形区域内期

望极点的信息事先未知. 为了能有效的在圆形区域内
选择极点,本文给出下面的引理1,作为在Ω(r, d)中选

择极点的规则.引理1采用几何原理描述了圆形区域
内极点的位置信息.

引引引理理理 1 对于给定的圆形区域Ω(r, d)和任意一

组自共轭复极点{λ1, λ2, · · · , λn},若∀λi ∈ Ω(r, d),
则λi满足

λi = L cos θ + α+ L(sin θ)j, (12)

λi的共轭复极点λ̄i满足

λ̄i = L cos θ + α− L(sin θ)j, (13)

其中: L ∈ [0, r]是极点λi到圆心的距离, θ ∈ [0, π]是

顶点在圆心,极点λi与圆心的连线与实轴正向的夹角.

证证证

1) 当θ = 0或θ = π时,由式(12)−(13)可知

λi = λ̄i = L+ α或λi = λ̄i = −L+ α.

令λk = ±L+α,则(λk −α)2 = L2. 由于0 6 L 6 r,
进而有0 6 (λk − α)2 6 r2. 所以λk ∈ Ω(r, d).

2) 当0 < θ < π时,由式(12)−(13)可知

λi = L cos θ + α+ L(sin θ)j,

且λ̄i = L cos θ + α− L(sin θ)j,

则(λi−α)(λ̄i−α) = (L cos θ+L(sin θ)j)(L cos θ−
L(sin θ)j) = L2. 由于06L6r,故06 (λi−α)(λ̄i −
α) 6 r2,所以, λi, λ̄i ∈ Ω(r, d).

引理1的几何描述见图2.

图 2 圆形区域Ω(r, d)中极点分布情况

Fig. 2 The distribution of poles in circular region Ω(r, d)

当θ = 0或θ = π时, λi= λ̄i = L+ α或λi= λ̄i =

−L+ α为实极点,如图2中θ = π时的λk.

当0 < θ < π时, λi和λ̄i对应一对共轭复极点.

根据引理 1,圆形区域Ω(r, d)中所有点都可以由

L, θ和α唯一确定. 通过θ和L分别在[0, π]和[0, r]区间

上的取值,可以优化闭环系统的系统矩阵,使其具有
较̀好的鲁棒性.

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
4.1 特特特征征征向向向量量量矩矩矩阵阵阵(Eigenvector matrix)
对于系统(1)和圆域Ω(r, d),假设从Ω(r, d)中任意

选择一组极点对应为{λ1, λ̄1, · · · , λp, λ̄p, λp+1, · · · ,
λn},其中{λi}pi=1和{λ̄i}pi=1是p对共轭复极点,其对
应的自共轭复特征向量分别记为{xi}pi=1和{x̄i}pi=1;
其中{λi}ni=p+1是n− 2p个实极点,其对应的特征向
量记为{xi}ni=p+1. 由于{xi}pi=1和{x̄i}pi=1是共轭复特

征向量, {x̄i}pi=1可以由{xi}pi=1产生,这样可以节省内
存空间,降低计算时间. 特征向量计算步骤如下:

步步步骤骤骤 1 根据式(7)分别计算复极点{λi}pi=1和实

极点{λi}ni=p+1对应零子空间UT
1 (A− λiIn)的基向

量{Si}pi=1和{Si}ni=p+1.

步步步骤骤骤 2 分别计算{Si}pi=1和{Si}ni=p+1对应的标

准正交基{ε1, ε2, · · ·, εm}pi=1和{ε1, ε2,· · ·, εm}ni=p+1.

步步步骤骤骤 3 分别根据{xi}pi=1和{xi}ni=p+1随机生成

特征向量{ε1, ε2,· · ·, εm}pi=1和{ε1, ε2,· · ·, εm}ni=p+1.

步步步骤骤骤 4 根据特征向量{x̄i}pi=1生成其对应的共

轭复特征向量.

步步步骤骤骤 5 根据前面生成的向量构造特征向量矩阵

X = [x1, x̄1, · · · , xp, x̄p, xp+1, · · · , xn].

4.2 算算算法法法(Algorithm)
采用HS算法在圆形区域内的状态反馈鲁棒极点

配置的具体步骤如下:

步步步骤骤骤 1 输入系统矩阵A ∈ Rn×n和控制输入矩

阵B ∈ Rn×m.

步步步骤骤骤 2 对控制输入矩阵B进行QR分解.

步步步骤骤骤 3 初始化优化问题,其定义为

max f(x) = J =
min
16i6n

|Re(λi)|

k2(X)
,

s.t. xjL 6 xj 6 xjU, j = 1, 2, · · · , N,

其中: f(x)是目标函数; xjL和xjU分别是变量xj的下

界和上界; N是变量的维数.

步步步骤骤骤 4 初始化参数,具体为:

初始化圆形区域Ω(r, d)的半径为r,距离为d;和
声记忆库大小为HMS;和声记忆库考虑概率为
HMCR;基音调整步长为bw;基音调整概率为PAR和
最大迭代次数为NI;决策变量距离为L和角度为θ的

范围为[xjL, xjU]
N
j=1.

步步步骤骤骤 5 初始化和声记忆库.

在[xjL, xjU](j = 1, 2, · · · , N)内随机初始化和声

记忆库.
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For i = 1 to HMS do

1) 根据引理以及和声库的信息产生一组极点{λ1,

λ̄1, · · · , λp, λ̄p, λp+1, · · · , λn}构造初始和声记忆库.

2) 计算1)中生成极点对应的特征向量矩阵X ,并
优化目标函数J .

End

步步步骤骤骤 6 即兴产生新和声.

根据和声记忆库考虑、基音调整以及随机选取3
个操作规则即兴创作产生新和声,其主要操作包括:

1) 产生一组新极点.

2) 计算新极点对应的特征向量矩阵X ,并优化目
标函数J .

步步步骤骤骤 7 更新和声记忆库.

若新产生的和声目标函数值优于和声记忆库中的

最差和声,则用新产生的和声替换和声记忆库中的最
差和声.

步步步骤骤骤 8 核查终止准则,如果满足最大迭代次
数NI ,则计算终止,否则转步骤6.

步步步骤骤骤 9 根据公式(6)计算反馈增益矩阵K.

步步步骤骤骤 10 输出反馈增益矩阵K,极点和目标函
数J的优化结果.

5 实实实验验验仿仿仿真真真(Simulation)
在本节中,通过实际案例进行仿真来验证本文方

法的有效性.

例例例 考虑文献[1–3, 9]中采用的化学反应模型,其
系数矩阵为

A =


1.3800 −0.2077 6.7150 −5.6760

−0.5814−4.2900 0.0000 0.6750

1.0670 4.2730 −6.6540 5.8930

0.0480 4.2730 1.3430 −2.1040

 ,

BT =

[
0 5.679 1.136 1.136

0 0 −3.146 0

]
,

系统的极点为1.911, 6.351×10−2,−5.057,−8.6659,
显然系统是不稳定的.

为了使系统稳定,将系统的期望极点配置在圆心
为(−4.5, 0),半径为4.5的圆形区域Ω(4.5, 0)中,并从
Ω(4.5, 0)中选取一组极点和状态反馈控制器,使系统
矩阵A允许最大的摄动或不确定性∆.

应用第4.2节中提出的算法,算法独立运行30次,
实验中取HMS=5,HMCR=0.95, PAR=0.33, bw

= 0.01, NI = 2000时的优化结果为:

允许摄动∆的最大上界为0.5326,状态反馈增益
矩阵

K =

[
0.3795 −1.0672 −1.0672 −1.0416

2.8612 0.0579 1.9933 −1.2477

]
,

闭环系统的极点为−8.9998,−7.2811,−5.0673,
−3.7187.

30次试验中最优值进化曲线如图3所示.

图 3 30次试验2000次迭代||∆||2收敛曲线
Fig. 3 The convergence curves of ||∆||2 for 2000 iterations in

thirty independent experiments

通过图3中30次试验||∆||2的进化收敛曲线可以看
出, HS算法可以保证对非线性优化问题的收敛性.

为了测试闭环系统的鲁棒性,假设系统矩阵存在
摄动∆ = T × L,其中T和L为

T = [0.2 0.3 0.5 0.3]T, L = [0.3 0.3 0.5 0.3],

∥∆∥2 = ∥T × L∥2 = 0.49.

在图4中给出了当初始状态x0为0,参考输入为阶
跃信号时,反馈后标称系统和摄动系统从0 s到30 s状
态变量响应曲线.其中实线描述了系统矩阵A没有摄

动时的状态变化情况,虚线和点划线分别描述了系统
A从0 s到30 s存在摄动A+∆和A−∆时状态的变化

情况. 由图4可知,系统矩阵存在摄动∆ = T × L时,
闭环系统的状态变量在30 s内是稳定的.

图 4 标称系统和摄动系统状态响应曲线
Fig. 4 The state responses of the nominal and

perturbed system

为了进一步验证本文方法的有效性,将本文方法
与文献[9]中精确鲁棒极点配置方法的结果相比较. 文
献[9]中将期望极点配置在−0.2,−0.5,−5.0566
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− 8.6659上,这组极点位于圆形区域Ω(4.5, 0)中,其
优化后的反馈增益矩阵K ′为

K′ =

[
0.181 −0.125 0.257 −0.232

1.069 −0.216 0.659 −0.129

]
.

令摄动∆ = 0.3A,系统的初始状态x0为0,参考输入
为阶跃信号,仿真时间是30 s. 在图5和图6中,图(a)描
述了标称系统的状态变化情况;图(b)和(c)分别描述
了系统矩阵A在0 s到30 s受到摄动A+∆和A−∆时

的状态变化情况.

(a) A

(b) A+∆

(c) A−∆

图 5 采用K′时标称系统和摄动系统状态响应曲线

Fig. 5 The state responses of the nominal and perturbed

system with optimal K′

由图5可知,采用文献[9]中精确鲁棒极点配置方
法得到的优化控制器K ′时,在30 s的仿真时间内,当
系统存在摄动A+∆时,系统的状态是不稳定的.

(a) A

(b) A+∆

(c) A−∆

图 6 采用K时标称系统和摄动系统状态响应曲线

Fig. 6 The state responses of the nominal and perturbed

system with optimal K

由图6可知,采用动态选择极点配置方法得到的优
化控制器K时,在30 s的仿真时间内,当系统存在摄动
A+∆和A−∆的摄动时,系统的状态变量均是稳定
的.

由图5和图6的仿真结果可知,在指定的圆形区域
内,采用动态优化鲁棒极点配置方法得到的闭环系统
具有更好的鲁棒性.
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6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了基于HS算法的线性反馈控制系统在

圆形区域内的鲁棒极点配置问题,给出了相应的状态
反馈器的设计方法. 该方法基于几何原理,在指定的
圆形区域内动态选择极点,基于精确极点配置的思想,
对系统矩阵允许的摄动或不确定性范围的谱范数上

界进行优化,从而得到一组允许系统矩阵具有最大摄
动或不确定性上界的动态极点. 此外,利用HS算法优
化目标函数优化时,不需要考虑其可微性和梯度等信
息,同时也不需要考虑其凹凸性. 仿真结果表明,在系
统受到摄动时,采用本文方法反馈后的闭环系统具有
更好的鲁棒性.
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