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摘要:针对欠驱动惯性轮摆的镇定控制问题,本文提出了一种新型的滑模鲁棒控制策略,可在系统受到不确定性
与外界干扰影响的情况下,实现全局渐近镇定控制.区别于现有方法,本文方法无需切换,且能将无驱动的摆杆摇起
至竖直向上位置的同时,确保惯性轮回到初始位置.具体而言,首先对惯性轮摆系统的非线性模型进行非奇异坐标
变换,将其变为类积分器形式. 随后,根据转换后系统的形式,构造了一种新型的滑模面;经严格分析知,当系统状
态处于该滑模面上时,它们将渐近收敛于平衡点. 在此基础之上,设计了滑模控制律以确保系统状态始终处于该滑
模面上,以实现镇定控制.最后,通过仿真验证了所提控制方法的有效性与鲁棒性,并与现有方法进行了对比.
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Global sliding mode control
of underactuated inertia wheel pendulum systems
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Abstract: For the stabilization problem of underactuated inertia wheel pendulums, a new sliding mode robust control
strategy is proposed, which can achieve global asymptotic stabilization in the presence of uncertainties and disturbances.
Different from existing methods, the proposed approach needs no switching between different control laws, and it can swing
up the unactuated pendulum to its upright position while making the inertia wheel return to its initial position. Specifically,
some nonsingular coordinate changes are performed to transform the nonlinear model into a quasi-chain-of-integrators
form. Based on the transformed model, a new sliding surface is constructed, and rigorous analysis is implemented to prove
the convergence of the state variables to the equilibrium point when they are kept on the sliding surface. Based on that, a
sliding mode control (SMC) law is designed to keep the state variables always staying on the constructed sliding surface, in
order to realize stabilization control. We validate the effectiveness and robustness of the proposed controller and compare
it with existing methods through simulation results.
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1 引引引言言言(Introduction)
直观地讲,欠驱动系统是指独立的控制输入维数

少于其自由度的一类系统[1],它们具有结构简单、成
本低、能耗低、重量轻等诸多优点,在实际应用中占据
着重要的地位,并被广泛地应用于国民经济生产的各
个领域[2–10]. 另一方面,当完全驱动系统的部分执行
机构出现故障之时,亦会退化为欠驱动系统.因此,针
对欠驱动系统的研究具有重要的理论与实际意义.然
而,由于欠驱动系统缺少了部分执行器,其动力学特

性与耦合性往往比完全驱动系统更为复杂,控制器设
计更具挑战性.

惯性轮摆系统是一种典型的欠驱动基准系统,最
早由著名控制学者Spong等人在文献[11]中提出,用
以研究先进的非线性控制算法. 它与常规的倒立摆系
统[12]具有一定的相似性,但在结构与控制原理方面
又存在着明显的不同之处. 该系统的原理图如图1所
示,它由一个摆杆与一个安装于其末端的惯性轮组成.
其中,惯性轮可在电机的驱动下绕摆杆的末端旋转,
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而摆杆则可绕其支点自由旋转,即惯性轮是可驱动的
(actuated),而摆杆为不可驱动的(unactuated). 以摆杆
的位置划分,惯性轮摆系统具有两个平衡点,即开环
不稳定的竖直向上位置与开环稳定的竖直向下位置.
对于惯性轮摆系统,其控制目标是通过合理地调节惯
性轮的转动,实现对摆杆位置(即转角)的镇定或跟踪
控制.简言之,镇定控制是指将摆杆从其初始位置摇
起到竖直向上平衡点,并使其稳定在该位置[11];相比
之下,跟踪控制则是指使用合理的控制律,使摆杆按
照预设的轨迹运动[13–15].

相比跟踪控制,针对惯性轮摆系统镇定控制问题
的研究更加广泛.本文将考虑该系统的镇定控制问题,
因此随后仅回顾其镇定控制的相关研究工作.惯性轮
摆系统为典型的非最小相位、欠驱动系统,其控制器
设计与分析孰非易事. 在该方向上,相关研究人员进
行了深入研究,并提出了不同的控制策略[11, 16–22]. 具
体而言,文献[11]首先对惯性轮摆系统进行部分反馈
线性化处理,然后在此基础上,设计了一种切换控制
策略实现了摆杆的摇起控制; Srinivas等人[16]提出了

两种起摆控制策略,可将摆杆摇起到竖直向上位置附
近,然后切换到平衡控制器(balancing controller),保
证摆杆稳定在开环不稳定平衡点. 但这两种控制方法
均需对控制信号进行切换,无法使用单个控制律完成
控制目标.为此,在文献[17]中, Olfati-Saber将惯性轮
摆模型化为规范形,随后设计了基于反步法的非线性
控制策略,可在不进行切换的前提下,成功把摆杆摇
起到竖直向上位置.近几年来,除上述提及的几种控
制方法外,还有一些研究人员将基于互联阻尼配置
的无源性控制方法 (interconnection and damping
assignment passivity based control, IDA-PBC)[18–20]、

浸入与不变控制方法(immersion and invariance,
I&I)[21]应用于欠驱动惯性轮摆系统的控制;然而,这
些方法要求摆杆在初始时刻不能处于竖直向下的位

置,即仅能保证闭环系统平衡点为几乎全局(almost
globally)渐近稳定.

对于实际机电系统而言,不可避免地受到不确定
因素影响(如外界干扰),如在进行控制器设计与分析
时不能对这些因素加以充分考虑,则可能严重影响控
制系统的性能.就目前而言,已有的惯性轮摆系统控
制策略(包括上面提及的方法)均未对这些不利因素的
影响加以考虑.此外,已经报道的大多数控制策略(如
文献[11,16–17,22]中提出的方法)仅能保证将摆杆摇
起到竖直向上位置,却无法确保惯性轮(转角)回到初
始位置,即仅能实现对部分系统状态的镇定.

针对这些问题,本文提出了一种新型的滑模控制
方法,其能够在有不确定性因素与外界扰动的情况下,
保证摆杆、惯性轮转角从任意初始状态渐近收敛于平

衡点(即全局渐近稳定),在控制过程中无需对控制信

号进行切换.具体而言,首先引入一系列坐标变换,将
惯性轮摆系统的动力学方程转换为类积分器结构. 随
后,在此基础之上,构造了一种新型的滑模面,并设计
了相应的非线性控制器,确保系统状态始终处于所构
造的滑模面上. 通过严格的数学分析知,当状态变量
处于滑模面上时,将全局渐近收敛于平衡点. 为验证
所提方法的有效性,本文借助仿真结果对其控制性能
及鲁棒性进行了验证,并与文献[17]中提出的非线性
控制策略进行了对比,结果表明所提方法能取得更为
良好的控制效果.

本文的剩余部分安排如下: 在第2节中,将给出惯
性轮摆系统的动力学模型,描述其控制问题,并引入
辅助信号进行模型变换;第3节将给出详细的控制器
设计流程,并通过两个定理对其性能加以分析;第4节
将给出仿真结果,验证所提方法的控制性能及鲁棒性;
在第5节中将对本文工作进行总结.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
经Euler-Lagrange方法建模,可得欠驱动惯性轮摆

系统(如图1所示)的动力学模型如下[11, 18]:

(I1 + I2)θ̈1 + I2θ̈2 −mg sin θ1 = 0, (1)

I2θ̈1 + I2θ̈2 = u− d, (2)

式中: I1 := m1L
2
c +m2L

2 + I , m := m1Lc +m2L,
m1, m2分别表示摆杆和惯性轮的质量, L表示摆杆的
长度, Lc为摆杆的转动点与摆杆中心之间的距离, I,
I2分别表示摆杆和惯性轮的转动惯量, g表示重力加
速度常数, θ1(t)表示摆杆与竖直方向的夹角, θ2(t)表
示惯性轮的转动角度, u(t)为作用于惯性轮的转矩,
d(t)为集总干扰 (lumped disturbance)项,由未建模动
态、扰动、摩擦等不确定因素构成. 考虑到实际情况,
集总干扰d(t)有界,即

sup{|d(t)|} < d̄, (3)

其中d̄ ∈ R+表示集总干扰的上限值.

图 1 惯性轮摆系统示意图

Fig. 1 Illustration for an inertia wheel pendulum system
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对于惯性轮摆系统的控制而言,目标为在存在集
总干扰影响的情况下,合理地控制惯性轮的转动,将
摆杆从其任意初始状态(包括竖直向下位置)摇起到竖
直向上位置,并使之随后稳定在此状态,同时使惯性
轮转角恢复到初始状态. 该目标可定量描述如下:

θ1(t) → 0, θ̇1(t) → 0, θ2(t) → 0, θ̇2(t) → 0. (4)

由动态方程(1)–(2)知, [ θ1(t), θ2(t), θ̇1(t), θ̇2(t) ]T

= [ 0, 0, 0, 0 ]T为开环不稳定平衡点.
在开始控制器设计及稳定性分析之前,先对惯性

轮摆系统的动力学模型进行处理. 首先,式(2)可整理
如下:

I2θ̈2 = −I2θ̈1 + u− d. (5)

把式(5)代入式(1),并整理,可得

u = −ψ +mg sin θ1, (6)

式中ψ(t)表示如下辅助控制输入信号:

ψ := I1θ̈1 − d. (7)

在此,引入如下非奇异坐标变换:

χ1 =
(I1 + I2)θ1 + I2θ2

mg
,

χ2 =
(I1 + I2)θ̇1 + I2θ̇2

mg
,

χ3 = θ1, χ4 = θ̇1.

(8)

由式(8)不难发现

χ1, χ2, χ3, χ4 → 0 ⇐⇒ θ1, θ2, θ̇1, θ̇2 → 0. (9)

因此,要实现式(4)所示的控制目标,可等效转换为通
过设计合理的控制器u(t),使χ1(t), χ2(t), χ3(t),

χ4(t) → 0. 那么,根据式(5)–(8),可将惯性轮摆系统
的动力学方程(1)–(2)改写如下:

χ̇1 = χ2,

χ̇2 = χ3 + [sin χ3 − χ3],

χ̇3 = χ4,

χ̇4 =
1

I1
(ψ + d).

(10)

系统(10)与原动力学模型(1)–(2)等效,将用于随后的
控制律设计与分析.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
在本节,将针对惯性轮摆系统设计一种新颖的滑

模控制器,并通过理论分析证明其能在存在集总干扰
的情况下,实现对整个系统的全局镇定控制.

3.1 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
为实现式(4)所示的控制目标,首先引入如下辅助

信号ϕ(t):

ϕ =− χ3 − 2χ4 − k1sat(χ1 + 3χ2 + 3χ3 + χ4)−
k2sat(χ2 + 2χ3 + χ4), (11)

其中sat(∗)表示饱和函数,定义如下:

sat(∗) =


1, ∗ > 1,

∗, | ∗ | < 1,

−1, ∗ 6 −1,

(12)

k1, k2 ∈ R+为正控制增益,且满足如下条件:
0 <

k1
k2

+
8(k1 + k2)

2

k2βπ
< 1, k1 + k2 6

√
2βπ

8
,

3k1 + k2 <
π

8
, k1 > 0, k2 >

3

8
, 0 < β < 1.

(13)
经验证知,式(13)中列出的不等式条件存在可行解. 在
此基础之上,构造如下滑模面s(t):

s(t) = χ4 − χ4(0)−
w t

0
ϕ(τ)dτ. (14)

随后将证明,当系统状态变量处于s(t) = 0之上时,
χ1(t), χ2(t), χ3(t), χ4(t)将渐近收敛于平衡点. 由式
(14)中s(t)的定义可知,在初始时刻(即t = 0时),

s(0) = χ4(0)− χ4(0)−
w 0

0
ϕ(τ)dτ ≡ 0. (15)

式(15)表明,状态变量在初始时刻便处于s(t) = 0上.
接下来,本文将设计合适的控制器以保证χ1(t),

χ2(t), χ3(t), χ4(t)即便在系统受到集总干扰d(t)的影

响下,依然能处于s(t) = 0上. 为此,设计式(7)中ψ(t)
如下:

ψ = I1ϕ− d̄sgn(s)− kϕs, (16)

其中: kϕ ∈ R+为正的控制增益, d̄的定义如式(3)所
示, sgn(∗)表示符号函数,定义为

sgn(∗) =


1, ∗ > 0,

0, ∗ = 0,

−1, ∗ < 0.

(17)

在此基础之上,将式(16)代入式(6),可得最终的控制
输入u(t)的表达式如下所示:

u = −I1ϕ+ d̄sgn(s) + kϕs+mg sin θ1. (18)

接下来,将通过两个定理证明控制器(18)可保证系统
状态能够始终处于s(t) = 0上,且当系统状态在该滑
模面上时,将渐近收敛于平衡点,即该控制器能实现
式(4)所示的控制目标.

3.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析 (Stability analysis)
在给出两个定理之前,首先给出如下引理,以方便

后续的稳定性分析.

引引引理理理 1 如下不等式恒成立:

| sin x− x| 6 x2

π
, ∀ x ∈

[
−π
2
,
π

2

]
. (19)

证证证 参见附录.

定定定理理理 1 在存在集总干扰d(t)的情况下,本文所
设计的非线性滑模控制器(18)能保证状态变量始终处
于s(t) = 0上,即s(t) = 0, ∀ t > 0.
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证证证 定义如下非负标量函数Vϕ(t):

Vϕ =
1

2
s2 =⇒ V̇ϕ = sṡ. (20)

对式(14)中s(t)求导,有如下结果:

ṡ = χ̇4 − ϕ. (21)

将式 (10)中最后一个方程、式 (16)及式 (21)代入式
(20),应用关系式(3),并作整理,可以得出如下结论:

V̇ϕ =− kϕ
I1
s2 +

1

I1
s
[
−d̄sgn(s) + d

]
6

− kϕ
I1
s2 − 1

I1
|s|

[
d̄− |d|

]
6

− kϕ
I1
s2 6 0, (22)

因此

Vϕ ∈ L∞ =⇒ s ∈ L∞. (23)

此外,式(22)表明Vϕ(t)非增,即

0 6 Vϕ(t) 6 Vϕ(0).

从式(15)及式(20)知Vϕ(0) = 0,因此,对于任意t > 0,
恒有Vϕ(t) = 0. 进而,由Vϕ(t)的表达式(参见式(20))
可得s(t) = 0, ∀ t > 0. 因此,定理得证.
由定理1的结论知,在所设计控制器(18)的作用下,

系统状态变量χ1(t), χ2(t), χ3(t), χ4(t)始终满足

s(t) = 0, ṡ(t) = 0, ∀ t > 0. 此时,式(10)中最后一
个方程将退化为χ̇4(t) = ϕ(t)(参见式(21)). 因此,在
应用滑模控制器(18)时,系统(10)可改写如下:

χ̇1 = χ2,

χ̇2 = χ3 + [sin χ3 − χ3],

χ̇3 = χ4,

χ̇4 = ϕ,

(24)

那么,对于式(24),有如下定理.

定定定理理理 2 当状态变量χ1(t), χ2(t), χ3(t), χ4(t)

(对应着θ1(t), θ̇1(t), θ2(t), θ̇2(t))在s(t) = 0上时,它
们将全局渐近收敛于平衡点,即实现式(4)中所示的控
制目标.

证证证 首先,进行如下非奇异坐标变换:
e1 = χ1 + 3χ2 + 3χ3 + χ4,

e2 = χ2 + 2χ3 + χ4,

e3 = χ3 + χ4, e4 = χ4,

(25)

在该变换下,式(24)可重新描述如下:

ė1 = e2 + e3 + e4 + 3γ(e3 − e4) + ϕ, (26a)

ė2 = e3 + e4 + γ(e3 − e4) + ϕ, (26b)

ė3 = e4 + ϕ, (26c)

ė4 = ϕ, (26d)

式中γ(e3 − e4)表示如下辅助信号:

γ(e3 − e4) = sin(e3 − e4)− (e3 − e4). (27)

另一方面,根据式(25),可将式(11)改写为

ϕ =− e3 − e4 − k1sat(e1)− k2sat(e2). (28)

由式(25)易知

χ1, χ2, χ3, χ4 → 0 ⇐⇒ e1, e2, e3, e4 → 0. (29)

进一步,联立式(9)及式(29),可知

θ1, θ2, θ̇1, θ̇2 → 0 ⇐⇒ e1, e2, e3, e4 → 0. (30)

基于此,随后将通过分析式(26a)–(26d)所示系统平衡
点的稳定性来完成对该定理结论的证明. 在开始分析
之前,将式(28)代入式(26a)–(26d)并整理,可得

ė1 = e2 + 3γ(e3 − e4)− k1sat(e1)− k2sat(e2),

(31a)

ė2 = γ(e3 − e4)− k1sat(e1)− k2sat(e2), (31b)

ė3 =− e3 − k1sat(e1)− k2sat(e2), (31c)

ė4 =− e3 − e4 − k1sat(e1)− k2sat(e2). (31d)

首先,分析式(31c)与式(31d)组成的子系统.为此,
构造如下关于e3(t)与e4(t)正定的函数V34(t):

V34 :=
1

2
(e3 − e4)

2 +
1

2
e23 +

1

2
e24. (32)

对其两边关于时间求导,代入式(31c)–(31d),借助加
权算术–几何平均值不等式及|sat(∗)| 6 1 (∀ ∗)放缩
并进行整理,可以得到如下结论:

V̇34 =

− e23 − 2e24 − (e3 + e4) [k1sat(e1) + k2sat(e2)] 6

− e23 − 2e24 +
1

2
e23 +

1

2
[k1sat(e1) + k2sat(e2)]

2
+

3

2
e24 +

1

6
[k1sat(e1) + k2sat(e2)]

2
=

− 1

2
e23 −

1

2
e24 +

2

3
[k1sat(e1) + k2sat(e2)]

2 6

− 1

2
e23 −

1

2
e24 +

2

3
(k1 + k2)

2. (33)

由式(32),不难得出如下关系:
2

3
V34 6 (e23 + e24) 6 2V34. (34)

联立式(33)及式(34),可得

V̇34 6− 1

3
V34 +

2

3
(k1 + k2)

2 =

− 1

3
(1− β)V34 −

1

3
βV34 +

2

3
(k1 + k2)

2,

(35)

式中 0 < β < 1. 那么,当V34(t) > 2(k1 + k2)
2/β时,

V̇34(t) < 0. 经分析不难得知,存在有限时刻T1,当t >
T1时, V34(t) 6 2(k1+k2)

2/β. 根据式(34),可知e3(t),
e4(t)在有限时间内收敛进入如下范围:

e23 + e24 6 4

β
(k1 + k2)

2. (36)
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在此基础上,可进一步推知

|e3| 6
2
√
β

β
(k1 + k2), |e4| 6

2
√
β

β
(k1 + k2).

(37)

于是,可知对于∀ t > 0,信号e3(t), e4(t)有界,即

e3 ∈ L∞, e4 ∈ L∞. (38)

另一方面,借助加权算术–几何平均值不等式,易知如
下不等式关系恒成立:

(e3 − e4)
2 6 2(e23 + e24). (39)

那么,联立式(36)与式(39),可得如下结论:

|e3 − e4| 6
√
2(e23 + e24) 6

2
√
2β

β
(k1 + k2).

由式(13)中第2个不等式,如下结论成立:

|e3 − e4| 6
π

2
, t > T1. (40)

接下来,分析信号e1(t)及e2(t)的有界性. 经分析
可知,式(31a)与(31b)的右边为李普希兹(Lipschitz)连
续,因此,变量 e1(t)与 e2(t)不会在有限时间内发

散[23, 24],即存在有界正数ζ1, ζ2使得

|e1(t)| 6 ζ1, |e2(t)| 6 ζ2, 0 6 t < +∞. (41)

选取如下光滑可导的非负标量函数V2(t):

V2 :=
w e2

0
sat(x)dx. (42)

对V2(t)关于时间求导,代入式(31b),有

V̇2 =− sat(e2)
[
k1sat(e1) + k2sat(e2)−

γ(e3 − e4)
]
. (43)

那么,根据式(27)与式(40),当t > T1时,结合式(39),
由引理1可推知

|γ(e3 − e4)| 6
1

π
(e3 − e4)

2 6 2

π
(e23 + e24).

代入式(36)中结论,可得

|γ(e3 − e4)| 6
8(k1 + k2)

2

πβ
. (44)

在式(44)的基础之上,结合饱和函数的性质,可进一步
将式(43)放缩并整理为如下形式:

V̇2 6− k2|sat(e2)| ·
[
|sat(e2)| − λ

]
=

− k2|sat(e2)| ·
[
(1− α)|sat(e2)|+

α|sat(e2)| − λ
]
, (45)

式中λ < α < 1, λ的表达式为

λ =
k1
k2

+
8(k1 + k2)

2

k2βπ
. (46)

由式(13)中第1个不等式知0 < λ < 1. 从式(45)知,如
果|sat(e2)| > λ/α,则V̇2(t) < 0. 因此,通过进行类于
式(35)的分析可知,必然存在有限时刻T2 > T1,当t >

T2时, |sat(e2)| 6 λ/α. 由于λ < α < 1 =⇒ λ/α < 1,

根据式(12)知,此时饱和函数sat(e2)已经进入线性区

域,即sat(e2) = e2,于是

|e2| 6
λ

α
, t > T2. (47)

联立式(41)和式(47),可知

e2 ∈ L∞, t > 0. (48)

进一步,考虑如下关于e1(t)与e2(t)正定的标量函数
V12(t):

V12 :=
w e1

0
k1sat(x)dx+

w e2

0
k2sat(x)dx. (49)

对式(49)两边关于时间求导数,代入式(31a)与式(31b)
并整理,可得

V̇12 =− [k1sat(e1) + k2sat(e2)]
2 + k1sat(e1)e2+

γ(e3 − e4)[3k1sat(e1) + k2sat(e2)]. (50)

结合式(40)与(47)中结论,当t > T2 > T1时, |e3 − e4|
6 π/2且sat(e2) = e2. 利用引理1的结论,可将式(50)
整理如下:

V̇12 6− [k1sat(e1) + k2e2]
2 + k1sat(e1)e2+

3k1 + k2
π

(e3 − e4)
2. (51)

最后,对所有信号进行分析.将V12(t)与V34(t)结

合在一起,得如下关于e1(t), e2(t), e3(t), e4(t)正定的
标量函数V (t):

V := V12 +
1

2
V34, (52)

求V (t)关于时间的导数,利用式(33)与式(51)的结论
进行整理,可知当t > T2时(此时sat(e2) = e2),

V̇ 6− 1

4
e23 −

1

4
e24 −

2

3
[k1sat(e1) + k2e2]

2
+

k1sat(e1)e2 +
3k1 + k2

π
(e3 − e4)

2. (53)

借助式(39)所示的关系式,可进一步将式(53)放缩为
如下形式:

V̇ 6− π − 8(3k1 + k2)

4π
(e23 + e24)−

2

3
[ sat(e1), e2 ] · Λ · [ sat(e1), e2 ]T, (54)

式中Λ ∈ R2×2表示如下对称矩阵:

Λ =

[
k21 k1(k2 − 3/4)

k1(k2 − 3/4) k22

]
. (55)

不难验证,当控制增益k1与k2满足式(13)中条件时,
e23(t)与e

2
4(t)前的系数为负,且矩阵Λ正定对称,由此

可知V̇ (t)负定,于是

lim
t→∞

e1(t), e2(t), e3(t), e4(t) = 0, (56)

并且,对于t > T2 > T1, e1(t)有界,即
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e1 ∈ L∞, t > T2 > T1. (57)

进一步,由式(30)可知

lim
t→∞

θ1(t), θ2(t), θ̇1(t), θ̇2(t) = 0. (58)

联立式(41)与式(57),有

e1 ∈ L∞, t > 0. (59)

那么,将式(38)(48)及(59)所示的结论依次代入式(25)
(8)与(11),可得如下结论:

χ1, χ2, χ3, χ4 ∈ L∞ =⇒
θ1, θ2, θ̇1, θ̇2 ∈ L∞, ϕ ∈ L∞. (60)

进一步,将式(23)与(60)代入式(16)及(18),易知

ψ ∈ L∞, u ∈ L∞. (61)

联立式(38)(48)(58)–(61),可知定理结论成立.

证毕.

4 仿仿仿真真真验验验证证证与与与分分分析析析 (Simulation and analysis)
在本节,将通过一系列仿真结果验证所提方法的

有效性及鲁棒性.

在仿真中,惯性轮摆系统的参数设置如下:{
I1 = 0.078 kg ·m2, I2 = 0.014 kg ·m2,

m = 0.127 kg ·m, g = 9.8 m/s2.
(62)

为更好地体现所提方法的控制性能,本文选取文
献[17]中所提基于反步法的全局控制方法进行对比,
限于篇幅,此处不再给出对比控制器的表达式. 经充
分调试后,本文方法的控制增益选取为kϕ = 10, d̄ =

2, k1 = 0.2, k2 = 0.46.1 此外,在仿真中,为了消除抖
振现象,将控制器(18)中的符号函数项d̄sgn(s)替换为
d̄tanh(10s).

在随后的仿真中,除了下面第4组仿真外,均考虑
最摆杆初始时刻处于竖直向下位置的情形,2 即

θ1(0) = π, θ2(0) = 0, θ̇1(0) = θ̇2(0) = 0.

此外,为了较全面地验证所提方法的控制性能,在此
进行不同情况下的4组仿真测试,具体如下:

第第第1组组组 无不确定性因素,即式(2)中集总干扰项
为d(t) = 0.

第第第2组组组 有不确定性因素及干扰影响,假设集总
干扰项为d(t) = 0.5 sin t.

第第第3组组组 在第40 s至44 s之间,人为地给摆杆转
角(即θ1(t))添加幅值为2π/3,周期为0.5 s的周期扰动.

第第第4组组组 测试不同摆杆角度初始值[即θ1(0)]时的

性能,为此将θ1(0)的取值依次设置为2π/3, π/2,
−2π/3.

相应的仿真结果如图2−6所示,其中,第3个子图
中e(t)表示由θ1(t)及θ2(t)组成的输出向量的二范

数,即e(t) =
√
θ21(t) + θ22(t),可反映系统输出的变

化情况. 此外,为更好地描述控制系统的响应速度,引
入调节时间ts,它表示e(t)首次进入e(t) 6 5 rad并随

后一直保持在该范围所需要的最短时间.

图 2 第1组仿真: 本文方法控制结果(点线: θ1(t), θ2(t) = 0)
Fig. 2 Group 1: results of the proposed method (dotted line:

θ1(t), θ2(t) = 0)

图 3 第1组仿真: 对比方法[17]控制结果

Fig. 3 Group 1: results of the comparative method in [17]

1值得说明的是,由于Lyapunov分析方法自身的保守性及本文在推导过程中进行了较多的放缩运算,导致式(13)中条件比较保守,
即该条件比实际可用的控制增益范围要小很多. 通过大量的仿真分析表明,在选取控制增益k1及k2时,可适当放宽式(13)中的不等
式约束.

2对于惯性轮摆系统而言,竖直向下位置是最为苛刻的初始状态条件.



第 5期 孙宁等: 欠驱动惯性轮摆系统全局滑模控制 659

图 4 第2组仿真: 本文方法控制结果(点线: θ1(t), θ2(t) = 0)
Fig. 4 Group 2: results of the proposed method (dotted line:

θ1(t), θ2(t) = 0)

图 5 第2组仿真: 对比方法[17]控制结果

Fig. 5 Group 2: results of the comparative method in [17]

从图2可知,本文方法可将摆杆摇起到竖直向上的
位置,并同时使惯性轮的转角转回初始状态,即能够
确保θ1(t)及θ2(t)均趋于零. 相比之下,如图3所示,虽
然文献[17]中方法也能保证θ1(t)收敛为零,将摆杆从
竖直向下位置摇起,但却无法确保θ2(t)回到初始状
态. 此外,值得说明的是,对于图2与图3所示的仿真结
果,本文方法需要的调节时间ts为31 s,而对比方法由
于无法保证θ2(t)的收敛,对应的调节时间则为无穷
大.

观察图4−5可知,在集总干扰的影响下,所提控制
方法依然能保持良好的控制性能,摆杆、惯性轮对应
转角θ1(t), θ2(t)的暂态与稳态响应几乎未受到影

响(对比图2),而对比方法的控制效果则大打折扣,摆
杆在竖直向上位置附近左右晃动.除此之外,由图6可
见,本文控制方法能够快速地调节惯性轮的转动,有
效地消除施加在摆杆[对应θ1(t)]上的周期性外界干扰
所带来的影响(如图6中3个子图中的局部放大图所
示). 图7表明,在无需调整控制参数的前提下,所提控
制方法在不同初始条件的情况下,均可实现对θ1(t),
θ2(t)的镇定控制,体现了该方法的灵活性. 此外,值得
说明的是,尽管在仿真时使用d̄tanh(10s)替换了符号
函数项d̄sgn(s),控制器(18)依然取得了良好的控制效
果,且对不同干扰具有较强的鲁棒性.

图 6 第3组仿真: 周期扰动(点线: θ1(t), θ2(t) = 0)
Fig. 6 Group 3: periodical disturbances (dotted line:

θ1(t), θ2(t) = 0)

图 7 第4组仿真: 不同初始条件(实线: θ1(0) = 2π/3,虚线:
θ1(0) = π/2,点画线: θ1(0) = −2π/3,
点线: θ1(t), θ2(t) = 0)

Fig. 7 Group 4: different initial conditions (solid line:
θ1(0) = 2π/3, dashed line: θ1(0) = π/2,
dotted-dashed line: θ1(0) = −2π/3,
dotted line: θ1(t), θ2(t) = 0)
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5 结结结束束束语语语(Concluding remarks)
针对受不确定因素影响的欠驱动惯性轮摆系统,

本文提出了一种新颖的滑模控制策略,能够实现对该
系统的全局镇定控制.不同于现有方法,所提方法在
无需任何切换的前提下,可以将不可驱动的摆杆摇起
到竖直向上位置的同时,使惯性轮的转角恢复到初始
状态,且对外界干扰表现出较强的鲁棒性,具有重要
意义.在理论分析方面,通过两个定理对闭环系统平
衡点的稳定性进行了严格的数学分析.其中: 第1个定
理表明在所提控制器的作用下,即便在系统受到外界
干扰的影响时,系统状态也将始终保持在滑模面上.
第2个定理则证明当状态变量处于滑模面上时,始终
有界并全局渐近收敛于平衡点. 论文利用仿真结果验
证了所提方法的性能,并将其与已有文献中的方法进
行了对比. 在接下来的工作中,将进一步扩展本文方
法,将其扩展于更为广义的一类欠驱动机电系统的控
制问题.
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附附附录录录 引引引理理理1的的的证证证明明明(Appendix Proof of Lemma 1)

首先,定义如下辅助函数f(x):

f(x) = | sinx− x| − x2

π
, x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
. (A1)

经分析,不难得知f(x)为偶函数. 因此,随后仅讨论区间x ∈
[0, π/2]. 此时,可将式(A1)改写如下:

f(x) = x− sinx− x2

π
. (A2)
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将f(x)对x求导,可得

f ′(x) = 1− g(x), (A3)

式中

g(x) = cosx+
2x

π
.

进一步,对g(x)关于自变量x求导,有如下结论:

g′(x) = − sinx+
2

π
.

令g′(x) = 0,可得x = arcsin(2/π). 进一步地,经分析不难得
知,当x ∈ [0, arcsin(2/π))时, g′(x) > 0,即 g(x)单调递增;当
x ∈ (arcsin(2/π), π/2]时, g′(x) < 0,即 g(x)单调递减. 因此,
g(x)在区间x ∈ [0, π/2]上的最小值gmin为

gmin = min{g(0), g(π/2)} = 1.

因此,由式(A3)可知

f ′(x) 6 1− gmin 6 0,

即f(x)在x ∈ [0, π/2]区间上单调递减,故由式(A2)不难得知,
当x ∈ [0, π/2]时,如下结论成立:

f(x) 6 f(0) = 0 ⇒ | sin x− x| 6 x2

π
.

根据偶函数的对称性质知,对任意x ∈ [−π/2, π/2],不等式关
系| sinx− x| 6 x2/π恒成立,因此,该引理的结论成立.

证毕.
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