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摘要:本文针对一类非线性系统,首次考虑了基于区间观测器的L2增益性能控制器设计问题.该控制器的设计主
要分两个步骤: 首先,设计了该非线性系统的区间观测器,使得观测器系统与原系统之间的误差系统为单调系统;
然后,基于该区间观测器系统设计了观测器状态反馈控制律,使得相应的闭环系统为渐近稳定且具有L2增益性能.
最后,仿真数例表明了本文所提出方法的有效性.
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L2-gain performance synthesis for
a class of nonlinear systems based on interval observer

HE Zhong-wei, XIE Wei†

(College of Automation Science and Technology, South China University of Technology, Guangzhou Guangdong 510640, China)

Abstract: The problem of L2-gain performance controller based on interval observer is considered, for the first time,
for a class of nonlinear systems. First, interval observer systems are designed to guarantee that the error dynamic system
between the observer system and the original system is monotone. Then, based on the interval observer, the state feedback
of interval observer system is designed to ensure the corresponding closed-loop system is asymptotically stable with an
L2-gain performance. Finally, the efficiency of the proposed approach is illustrated through a numerical example.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从Thau在文献[1]中开始对非线性系统设计观

测器以来,非线性系统观测器设计及理论应用得到了
广泛的关注[2–4]. 经过几十年的发展,研究者们提出了
大量有关构造非线性系统观测器的方法. 至今,针对
非线性系统观测器研究的方法主要有: 类李雅普诺夫
方法[5]、坐标变换法[6]、扩展的卡尔曼滤波器[7]、自适

应观测器[8]、区间观测器[9]、变结构观测器及反馈线

性化技术等等. 最近,区间观测器方法得到了深入地
研究并取得了系列重要的成果[9–14]. 文献[9]中对非线
性系统成功地设计了一类区间观测器,且仅须利用测
量输出区间内的部分信息及满足Metzler矩阵的观测
器增益,就可保证误差系统的状态为非负的并以上下
界的形式对原系统的状态实时跟踪. 而经典的观测器
设计要求误差系统为渐近收敛到零,通常误差系统只
是有界而不能完全保证收敛到零. 对于非线性系统
的L2增益性能问题,基于Hamilton-Jacobi不等式方法
已得到广泛而深入地研究[15–18]. 然而,关于基于观测

器方法来研究非线性系统的控制性能问题还并不多

见.文献[19]基于观测器输出反馈讨论了最小相位非
线性系统L2增益干扰抑制问题并得到在某些额外限

制条件下可解的充分条件,但在保证问题可解性时限
定条件较多.

本文主要的工作是把区间观测器设计方法引入到

一类非线性系统的L2增益性能研究中. 针对一类非线
性系统的非线性向量函数,假定其在一个依赖于区间
观测器状态及测量输出的区间内取值并满足李普希

茨条件,从而测量值可考虑用一个合理的区间来代替
单一点的测量值,该假定的优点是能利用部分测量信
息成功设计区间观测器. 结合上述非线性函数的假定,
本文提出的基于区间观测器的非线性系统L2增益性

能设计方法有如下两个方面的特点: 第一,该方法要
求所设计的观测器增益保证误差动态系统为单调的,
根据单调系统理论,被观测的系统状态轨线介于区间
观测器系统轨线的上界与下界之间,从而达到任意时
刻区间观测器系统与原系统的状态变量具有相同的
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动态特性;第二,基于区间观测器系统设计了观测器
线性状态反馈律,得到了闭环系统为渐近稳定的且具
有L2增益性能的线性矩阵不等式(linear matrix in-
equality, LMI)形式下的充分条件.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
对于任意向量x ∈ Rn,符号∥x∥表示欧氏范数. 对

于任意两向量x1, x2之间的关系x1 6 x2(x1 > x2)可

解读为它们相应的元素之间的大小关系,比如两实数

向量 x1=

[
a11

a12

]
6 x2=

[
a21

a22

]
,则满足 a11 6 a21且

a12 6 a22. 对称正定矩阵P记为P = PT ≻ 0. 实数
矩阵A的最大(最小)特征值记为λmax(A)(λmin(A)).

为了便于后面的讨论,先给出如下定义.

定定定义义义 1 矩阵Mn×n称为Metzler矩阵,如果其所
有的非对角线上的元素均为非负的,即对于Metzler
矩阵Mn×n = (aij)n×n

,有aij > 0(1 6 i ̸= j 6 n).

根据单调系统理论[20], Metzler矩阵M所构造的系

统ẋ(t)=Mx(t)+ϕ+(t), ϕ+(t) > 0,其所有的解x(t)

满足: 当t > 0时,均为非负的(x(t) > 0). 本文将考虑
如下非线性系统:

ẋ=Ax(t)+B1w(t)+B2u(t)+f(x, y, t),

y = Cx(t),

z = Dx(t),

(1)

其中: x ∈ Rn, w ∈ Rm, u ∈ Rp, y ∈ Rq, z ∈ Rl分

别为状态向量、干扰输入、控制输入、测量输出及控

制输出.矩阵(A,B1, B2, C,D)为相容维数的常数矩

阵. 非线性向量函数f(x, y, t)满足假设1.

假假假设设设 1 对于任意的x 6 x 6 x̄,存在向量函数
f(x̄, x, y) , f̄(x̄, x, y)满足

f(x̄, x, y) 6 f(x, y, t) 6 f̄(x̄, x, y), ∀t > 0,

并有向量函数f(x̄, x, y) , f̄(x̄, x, y)满足Lipschitz条
件,即存在常数ak > 0(k = 1, · · · , 6),使得∥∥f̄(x̄, x, y)∥∥ 6 a1 ∥x̄∥+ a2 ∥x∥+ a3 ∥y∥ ,∥∥f(x̄, x, y)∥∥ 6 a4 ∥x̄∥+ a5 ∥x∥+ a6 ∥y∥ .

针对上述非线性系统(1),构造类–Luenberger型区
间观测器系统{

˙̄x=Ax̄+B1w+B2u+L(y−Cx̄)+f(x̄, x, y),

ẋ=Ax+B1w+B2u+L(y−Cx)+f(x̄, x, y).

(2)

根据非线性系统(1)及其观测器系统(2),以下将给出
它们的状态轨线之间的关系.

引引引理理理 1 假定存在观测器增益矩阵L满足矩阵

A−LC为Metzler矩阵,假设1及系统的初始条件x(0)

6 x(0) 6 x̄(0)均满足,则非线性系统(1)的解与其相

应的观测器系统(2)的解之间存在如下关系:

x(t) 6 x(t) 6 x̄(t), t > 0. (3)

证证证 类似于文献[9]中的定理1,构造误差动态系
统并根据单调系统理论,关系式(3)易得证.

注注注 1 状态变量x(t)的有界性跟变量x(t)及x̄(t)的有界

性相关,在这意义下,区间观测器系统(2)的输入信号y(t)可认

为依赖状态变量x(t)及x̄(t)的有界外部输入且存在关系

∥y(t)∥ 6 ∥C∥ {∥x(t)∥+ ∥x̄(t)∥}.

针对上述区间观测器系统 (2),定义新的变量 ξ(t)

= [ x̄T(t) xT(t)]T,并设计如下观测器线性状态反馈
控制律:

u = Kx̄+ K̄x = [K K̄ ]

[
x̄

x

]
= Kξ, (4)

其中观测器状态反馈控制增益K及K̄为将要设计的.
结合上述控制律(4),区间观测器系统(2)可改写为

ξ̇=

[
A− LC +B2K B2K

B2K A− LC +B2K

]
ξ +[

B1w

B1w

]
+

[
Ly

Ly

]
+

[
f(x̄, x, y)

f(x̄, x, y)

]
=

M̃ξ + Υ +Ξ + F (ξ, y), (5)

其中:

M̃ = M +∆K,

M =

[
A− LC 0

0 A− LC

]
, ∆ =

[
B2

B2

]
,

K = [K K̄ ], Υ =

[
B1w

B1w

]
,

Ξ =

[
Ly

Ly

]
, F (ξ, y) =

[
f̄(x̄, x, y)

f(x̄, x, y)

]
.

定定定义义义 2 对于控制系统,如果存在正常数λ > 0

及有干扰输入w和控制输出z满足

sup
w ̸=0,∥w∥2<∞

∥z∥2
∥w∥2

< λ, (6)

则控制系统称为具有L2增益性能指标值λ. 其中

∥z∥2 = (
w ∞

0
zT(t)z(t)dt)

1
2 为信号z的L2范数.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本文将针对非线性系统设计区间观测器,并借助

于Lyapunov函数分析方法来研究基于区间观测器控
制系统的L2增益性能,下面的定理给出了本文的主要
结果:

定定定理理理 1 对于非线性系统(1)满足条件2BT
1 B16

I ,如果存在观测器增益L满足矩阵A− LC为Metzler
矩阵,对称正定矩阵P = PT ≻ 0,常数λ > 0及衰

减率γ > 0,并设计观测器状态反馈控制律(4),使得
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Ω P 2

√
2Λ 2Ψ

PT −(λ−2 + 2)I 0 0

2
√
2ΛT 0 −I 0

2ΨT 0 0 −I

 < 0, (7)

则闭环系统(1)−(2)(4)为渐近稳定的且具有L2增益性

能指标值λ. 其中:

Λ=

[
LC

LC

]
, Ψ = [D D]T,

κ=2{(max
k=1,2

ak+a3 ∥C∥)2+(max
l=4,5

al+a6 ∥C∥)2},

Ω = MTP+PM+KT∆TP+P∆K+γP+κI.

证证证 由上述非线性系统的状态变量x(t)与观测器

状态变量ξ(t)构造新的变量η(t) =

[
x(t)

ξ(t)

]
,从而由

非线性系统(1)、区间观测器系统(2)及观测器状态反
馈控制律(4)所构成的闭环系统为

η̇(t)=

[
ẋ(t)

ξ̇(t)

]
=

[
AB2K

0 M̃

][
x(t)

ξ(t)

]
+[

B1w

Υ

]
+

[
0

Ξ

]
+

[
f

F

]
,

z(t) = [D 0]η(t).

(8)

其中符号M̃ , Υ及Ξ为上述式(5)中所定义的变量. 对
于区间观测器系统(5),选取如下Lyapunov函数:

V (ξ(t)) = ξT(t)Pξ(t). (9)

由Schur补引理,矩阵不等式(7)可改写为

MTP + PM +KT∆TP + P∆K + γP +

κI + λ−2P 2 + 2P 2 + 8ΛΛT + 4ΨΨT < 0. (10)

另外,由条件2BT
1 B1 6 I ,并结合

ΥTΥ =
[
wTBT

1 wTBT
1

] [B1w

B1w

]
=

wTBT
1 B1w + wTBT

1 B1w,

有

λΥT(λ−1Pξ) + λ−1ξTP (λΥ ) 6
λ2ΥTΥ + ξTλ−2PPξ 6
λ2wTw + λ−2ξTPPξ. (11)

由变量ξ(t)的定义及∥y(t)∥ 6 2 ∥C∥ ∥ξ(t)∥,易知

zTz 6 4ξTΨΨTξ, ΞTΞ 6 8ξTΛΛTξ . (12)

根据不等式(10),并结合式(11)−(12),对Lyapunov函
数(9)沿观测器系统(5)的状态轨线进行求导,得到

V̇ (ξ(t)) =

ξ̇T(t)Pξ(t)+ξT(t)P ξ̇(t) =

ξT{MTP+PM+KT∆TP+P∆K}ξ+
(Υ+Ξ+F )TPξ+ξTP (Υ+Ξ+F )6
ξT{MTP+PM+KT∆TP+P∆K}ξ+λ2ΥTΥ+

λ−2ξTPPξ+ξTκIξ+ξTPPξ+ΞTΞ+ξTPPξ 6
ξT{MTP+PM+KT∆TP+P∆K+λ−2P 2+

2P 2+κI}ξ+λ2wTw+8ξTΛΛTξ+zTz−zTz6
ξT{MTP+PM+KT∆TP+P∆K+λ−2P 2+

2P 2+κI+8ΛΛT+4ΨΨT}ξ+λ2wTw−zTz<

ξT(−γP )ξ−(zTz−λ2wTw). (13)

首先,考虑闭环系统的渐近稳定性. 当w = 0,根据式
(13)知V̇ (ξ(t)) < ξT(−γP )ξ<0,结合Lyapunov函数
V (ξ(t)) > 0,知区间观测器系统(5)为渐近稳定的,从
而有

lim
t→+∞

ξ(t) = 0. (14)

由引理 1,并结合变量 ξ(t)的定义及式 (14)可知
lim

t→+∞
x(t) = 0,从而由变量η(t)的定义同样可得

lim
t→+∞

η(t) = 0. (15)

因此,当w = 0时,闭环系统(1)−(2)(4)或闭环系统(8)
为渐近稳定的. 其次,考虑闭环系统(1)−(2)(4)的L2增

益性能.根据Lyapunov逆定理[21]及上述 lim
t→+∞

x(t)=

0,存在PT
1 = P1 ≻ 0,使得其对应的Lyapunov函数满

足V (x(t))=xT(t)P1x(t)>0且V̇ (t, x(t))<0. 同时,

由P1及P构造主对角线矩阵Pη=

[
P1 0

0 P

]
,根据代数

学知识有对称正定矩阵PT
η = Pη ≻ 0且满足

V (t, η(t)) = ηT(t)Pηη(t) > 0, V̇ (t, η(t)) < 0及

V̇ (η(t)) = V̇ (x(t)) + V̇ (ξ(t)). (16)

为了证明闭环系统的L2增益性能指标,考虑

J =
w ∞

0
[zT(t)z(t)− λ2w(t)w(t) + V̇ (η(t))]dt =w ∞

0
[zT(t)z(t)− λ2w(t)w(t)]dt+

V (η(+∞))− V (η(0)). (17)

由系统的初始条件及上述闭环系统的渐近稳定性,
V (η(0))=0, 0<V (η(+∞)) < +∞. 如果J <0,则
∥z(t)∥2 < λ ∥w(t)∥2.

对于闭环系统(8),结合式(13)(16)及式(17),有

J=
w ∞

0
[zT(t)z(t)−λ2w(t)w(t)+V̇ (η(t))]dt=w ∞

0
[zT(t)z(t)− λ2w(t)w(t) + V̇ (ξ(t)) +

V̇ (x(t))]dt 6w ∞

0
[zT(t)z(t)−λ2w(t)w(t)+V̇ (ξ(t))]dt6

−γ
w ∞

0
V (ξ(t))dt < 0. (18)
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式 (18)表明
w ∞

0
zT(t)z(t)dt 6 λ2

w ∞

0
wT(t)w(t)dt,

从而由定义2,闭环系统(1)−(2)(4)关于区间观测器状
态线性反馈控制u(t) = Kx̄(t) + K̄x(t)为渐近稳定

的且具有L2增益性能指标值λ.

注注注 2 定理1中的矩阵不等式(7)为非线性的矩阵
不等式,因其中出现矩阵变量之间的乘积.为了解决
此问题,对矩阵不等式(7)左乘diag{XT, I, I, I}及右
边乘diag{X, I, I, I},矩阵不等式(7)可改写为

Π I 2
√
2XTΛ 2XTΨ

I −(λ−2+2)I 0 0

2
√
2ΛTX 0 −I 0

2ΨTX 0 0 −I

<0,

(19)

其中:
Π=XTMT+MX+WT∆T+∆W+γX+κI,

X = P−1, K = WP.

注注注 3 文献[9–10],在其区间观测器的设计过程
中均为预先给定满足矩阵A−LC为Metzler矩阵的观
测器增益L,显然这样增加了区间观测器设计的保守
性. 为了解决此问题,将针对三阶系统以线性矩阵不
等式的形式给出Meltzer矩阵的等价性条件并在仿真
部分比较了该区间观测器设计的保守性更小,同时也
给出了满足Metzler矩阵的观测器增益矩阵L的存在

性条件.

对于三阶系统,其中A=(aij)3×3, C=[c1 c2 c3]

及L = [l1 l2 l3]
T. 矩阵A− LC为Meltzer矩阵的等

价条件为 l2c1 − a21 0 0

0 l3c2 − a32 0

0 0 l1c3 − a13

 =

−a21 0 0

0 −a32 0

0 0 −a13

+

0 1 0

0 0 0

0 0 0

L[c1 0 0] +

0 0 0

0 0 1

0 0 0

L[0 c2 0] +

0 0 0

0 0 0

1 0 0

L[0 0 c3] 6 0,

(20)

 l3c1 − a31 0 0

0 l1c2 − a12 0

0 0 l2c3 − a23

 =

−a31 0 0

0 −a12 0

0 0 −a23

 +

0 0 1

0 0 0

0 0 0

L[c1 0 0] +

0 0 0

1 0 0

0 0 0

L[0 c2 0]+

0 0 0

0 0 0

0 1 0

L[0 0 c3] 6 0.

(21)

4 仿仿仿真真真数数数例例例(Numerical examples)
A) 考虑非线性系统(1),

A=

 −7 7 −1

−0.5−20 1

3 7 −5

 , B1=

 0.2

−0.2

0.1

 , B2=

−1

1

2

 ,

C = D = [−1 1 0.5], f =

0.5x2 + sin(0.8y)

−0.6x1

0.8x3

 .

由假设1,存在向量函数f, f̄满足

[0.5x2 + sin(0.8y) −0.6x̄1 0.8x3]
T =

f 6 f 6 f̄ =

[0.5x̄2 + sin(0.8y) −0.6x1 0.8x̄3]
T,

且其满足如下Lipshitz条件:∥∥f̄∥∥ 6 0.6 ∥x1∥+ 0.5 ∥x̄2∥+ 0.8 ∥x̄3∥+ 0.8 ∥y∥ ;∥∥f∥∥ 6 0.6 ∥x̄1∥+ 0.5 ∥x2∥+ 0.8 ∥x3∥+ 0.8 ∥y∥ .

从而知κ = 16,当衰减率γ = 2时,由控制工具箱[22],

求解线性矩阵不等式(19)–(21),可得观测器增益L =

[−2.3332 0.6118 6.9915]T,使得

A− LC =

−9.3332 9.3332 0.1666

0.1118 −20.6118 0.6941

9.9915 0.0085 −8.4958


为Metzler矩阵;同时有

W = [18.2977 − 1.4283 − 22.0814

13.5196 4.6915 − 12.7120],

X =



17.7350 7.8079 6.4276 − 10.3850 − 2.0113 − 4.8119

7.8079 9.2915 2.8538 − 1.9270 − 2.2338 − 1.5842

6.4276 2.8538 10.2172 − 4.7517 − 1.4740 − 9.4919

−10.3850 − 1.9270 − 4.7517 17.8852 8.0835 6.5854

−2.0113 − 2.2338 − 1.4740 8.0835 9.5987 2.8541

−4.8119 − 1.5842 − 9.4919 6.5854 2.8541 10.1163


.

由X = P−1,对于定理1,存在对称正定矩阵
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P =



0.3436 − 0.2001 − 0.4648 0.2909 − 0.1575 − 0.4489

−0.2001 0.2729 0.0467 − 0.1617 0.1487 0.0547

−0.4648 0.0467 1.8498 − 0.4609 0.0480 1.8084

0.2909 − 0.1617 − 0.4609 0.3591 − 0.2023 − 0.4961

−0.1575 0.1487 0.0480 − 0.2023 0.2689 0.0492

−0.4489 0.0547 1.8084 − 0.4961 0.0492 1.8997


.

状态反馈控制律

K = WP = [ 25.7374 − 7.2646 − 78.4113

25.9433 − 6.2524 − 78.8482].

当干扰输入信号为w(t) =

{
1, 0.2 6 t 6 0.8,

0, 其他,

及系统初始条件为x(0) = [1 0.5 0.5]T时,仿真结
果如图1所示. 图1表明当存在干扰输入时系统的状
态轨线(实线)位于上界及下界区间观测器系统(虚
线)之间并在任意时刻以区间的形式跟踪到原状态:
当定理1的条件均满足时,非线系统(1)及观测器系
统为渐近稳定的,且L2增益性能指标值为λ =

0.1122;同样,通过解线性矩阵不等式(19)可求解
(如表1所示).

图 1 非线性系统与区间观测器系统的状态轨线
Fig. 1 State trajectories of nonlinear and interval

observer systems

表 1 L2增益性能指标值

Table 1 L2-gain performance values

计算增益L的方法 满足A–LC为Metzler矩阵的L 性能指标

L=[−3; 2; 5] 0.1908

文献[9]的方法给定L L=[−5; 2; 8] 0.2427

L=[−3; 2; 4] 0.2045

L=[−2; 1; 3] 0.2246

本文注3的LMI求L L=[−2.3332; 0.6118; 6.9915] 0.1122

注注注 4 对比表1中的性能指标值可知,文献[9]中给

定L为满足A–LC为Metzler矩阵的方法得到的性能指标为

0.1908∼ 0.2427,而本论文注3提出的方法得到的性能指标为

0.1122,从而该区间观测器设计的保守性更小.

B) 考虑文献[23]中出现的双灌系统(two-tank
system),并选取一个子系统:[

ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
−1 1

1 −1

][
x1(t)

x2(t)

]
+

[
1

0

]
u(t) +[

0.2

0.1

]
w(t) +

[
sin(0.2x2)

−0.1x1

]
,

y(t) = [0 1]

[
x1(t)

x2(t)

]
.

其 中: 状 态 变 量x(t)为 水 库 水 位, y(t)为
测 量 输 出.由 控 制 工 具 箱[22]求

解 式(19),知κ = 0.16, γ = 1时,有 观 测 器

增 益 L =

[
0.6

1

]
使 得 矩 阵 A − LC =[

−1 0.4

1 −2

]
为Metzler矩阵;对于非线性项,存在两

向量函数满足

[
sin(0.2x2)

−0.1x̄1

]
6 f 6

[
sin(0.2x2)

−0.1x1

]
,

正定矩阵

P =


0.6377 0.7721 0.4485 0.9417

0.7721 2.4061 0.6773 2.3503

0.4485 0.6773 0.5593 0.5926

0.9417 2.3503 0.5926 3.0775


及 控 制 器 K = [−3.8265 − 7.0441 − 3.5473

− 7.0419]满足定理1中的所有条件,当外部干扰输
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入信号为w(t) =

{
2 , 1.5 6 t 6 4,

0, 其他
及系统的初始

条件为x(0) = [0.5 0.5]T时,仿真结果如图 2所示.
图2表明当存在干扰时,非线系统(1)及其观测器系
统为渐近稳定的且区间观测器系统轨线在任意时刻

跟踪到原状态轨线.此时,系统的L2增益性能指标

值为λ = 0.4658.

图 2 双灌系统与区间观测器系统的状态轨线
Fig. 2 State trajectories of two-tank and interval

observer systems

5 结结结论论论(Conclusions)
本文基于区间观测器设计方法,考虑了一类非

线性系统的L2增益性能控制器设计问题,得到了保
证闭环系统为渐近稳定的且具有L2增益性能的线

性矩阵不等式的条件,为非线性系统的L2增益性能

控制问题研究提供了一种新的研究方法. 在未来的
工作中将考虑减少所提的LMI条件的保守性.
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