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摘要:本文研究了一类时空离散的非线性抛物型偏差分系统的迭代学习控制问题.首先,针对系统含有不确定系
数与非线性特点,设计了开环P型迭代学习控制算法;然后,建立了输出跟踪误差沿迭代轴收敛的充分条件,并利用
离散Gronwall不等式、λ范数以及压缩映射原理,详细给出了收敛性分析证明. 最后通过仿真实例说明了算法的有
效性.
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Iterative learning control of
nonlinear parabolic partial difference systems
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Abstract: The iterative learning control (ILC) technique is applied to a class of spatial-temporal discrete nonlinear
parabolic partial difference systems. For the discussion purpose, an open-loop P-type iterative learning algorithm is de-
signed for the systems containing uncertain coefficients and nonlinear terms. Then, the sufficient condition of the tracking
error to converge is established, and the convergence analysis is discussed using discrete Gronwall inequality, λ-norm and
the contraction mapping principle. Furthermore, a simulation example is given to illustrate the effectiveness of the proposed
algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
偏差分系统是一类系统状态同时含有两个或两个

以上独立变量的差分系统.某些分布参数系统离散化
后即成为偏差分系统,因此本质上它也是一种具有分
布式特点的离散动态系统.偏差分系统用来描述图像
处理[1]、分子轨道模型[2]等,另外在偏微分数值计
算[3–4]中也经常涉及. 目前对偏差分系统(有的是偏差
分方程)的研究取得了大量的研究成果.如系统解的存
在唯一性[5–6]、稳定性[7]、振荡准则[8–10]等. 但对偏差
分系统的跟踪控制问题鲜有报道. 类似偏微分系统跟
踪控制,偏差分系统跟踪控制比一般的常差分系统跟
踪控制问题相对困难.
迭代学习控制是一种模仿人类具有学习能力的先

进智能控制方式,最早起源于工业机器人控制问

题[11–12]. 对于某些有限时间重复运行的动态系统,迭
代学习控制有着显著的优点: 不需要系统模型的精确
信息,但能达到对期望轨迹的完全跟踪. 经过近30多
年的发展,迭代学习控制在理论和应用两方面都取得
了丰富的研究成果.如应用在智能交通系统、生物医
学工程、注塑机注塑过程、炼钢过程等实际问题的控

制中(见参考文献[13–16]). 而在理论上,从研究对象
看,大部分研究成果主要是集中参数系统(常微分或差
分方程描述的动态系统),对分布式系统(如由偏微分
方程或偏差分方程给出的动态系统)的迭代学习控制
目前研究不多[17–20]. 特别地,就作者所知,偏差分系
统的迭代学习控制问题尚无研究.

本文研究一类非线性抛物型偏差分系统的迭代

学习控制问题.在适当的初边值条件下,设计了开环
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P型学习控制律并给出了在该算法作用下使得系统
的输出跟踪误差收敛的充分条件.在证明收敛性过
程中,不同于一般的离散系统对状态估计通常采用
解的表达式(基本解或常数变易公式给出的),基于
偏差分方程直接利用某些基本不等式和离散形式的

Gronwall不等式对系统状态进行估计,再借助压缩
映射原理证明算法的收敛性. 仿真实例也说明了算
法的有效性.

2 系系系统统统描描描述述述及及及准准准备备备 (System statement and
preliminary)
考虑如下的非线性偏差分系统:

∆2q(i, j)=

a(j)∆2
1q(i−1, j)+f(q(i, j), u(i, j), j), (1a)

y(i, j) = g(q(i, j), j) + h(j)u(i, j). (1b)

系统(1)中: i, j是空间和时间的离散变量, 16 i 6 I ,
0 6 j 6 J , I , J为给定的整数; a(j), h(j)为不确定
的有界实数序列,且a(j)>0. q(i, j), u(i, j), y(i, j)

∈ R分别表示系统(1)的系统状态,控制输入和控制
输出. f :R×R× [0, J ] → R, g :R× [0, J ] → R都是
非线性函数,满足下面的一致全局Lipschitz条件:

|f(q1, u1, j)− f(q2, u2, j)|6
lf(|q1− q2|+ |u1 − u2|),
|g(q1, j)− g(q2, j)| 6 lg(|q1 − q2|),

(2)

其中lf , lg为常数.
系统(1)中的差分形式定义如下:

∆2q(i, j) = q(i, j + 1)− q(i, j), (3a)

∆2
1q(i− 1, j)=q(i+ 1, j)−2q(i, j)+q(i− 1, j).

(3b)

设系统(1)相应的初边值条件为

q(0, j) =0= q(I + 1, j), 1 6 j 6 J, (4)

q(i, 0)=φ(i, 0), 1 6 i 6 I. (5)

对系统(1),一般的控制任务是: 已知某一给定的
期望输出yd(i, j),要找到对应的理想输入ud(i, j).
实际上,由于系统的不确定性,理想控制ud(i, j)是

不易直接求出的. 因此借助于迭代学习控制方法,
逐步寻找ud(i, j). 使对给定的目标yd(i, j)满足

lim
k→∞

yk(i, j) = yd(i, j), 1 6 i 6 I, 0 6 j 6 J,

其中yk(i, j)是迭代k次的控制输出,即实现系统实
际输出对期望输出的精确跟踪.

对于系统(1),本文采用下面的P型迭代学习控制
算法:

uk+1(i, j) = uk(i, j) + γ(j)ek(i, j), (6)

其中: ek(i, j) = yd(i, j)− yk(i, j), k为迭代次数,
γ(j)为学习增益.
符号约定: 对函数 v(i) ∈ R, 1 6 i 6 I, ∥ · ∥表

示为 ∥v∥ = (
I∑

i=1
v(i)2)

1
2 . 设λ为一个正常数,对二

元函数φ(i, j): [0, I]× [0, J ]→ R,其λ范数表示为

∥φ∥2λ = sup
06j6J

{∥φ(·, j)∥2λj}.

3 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Convergence analysis)
下面的引理将在算法收敛性分析中用到.

引引引理理理 1[7] 设{v(i)}, {B(i)}, {D(i)}为实数序
列,且i > 0,由

v(i+ 1) 6 B(i)v(i) +D(i), i > 0, (7)

那么有

v(j) 6
j−1∏
i=0

B(i)v(0) +
j−1∑
i=1

D(i)
j−1∏

s=i+1
B(s), j > 0.

(8)

通过学习算法 (6),对于系统 (1)的控制输入
u(i, j),在迭代k次后可得到控制输入为uk(i, j),相
应的系统描述可表示为

∆2qk(i, j) =

a(j)∆2
1qk(i− 1, j) + f(qk(i, j), uk(i, j), j), (9a)

yk(i, j) = g(qk(i, j), j) + h(j)uk(i, j), (9b)

设在迭代过程中,系统(9)的初边值条件与系统(1)的
相同,即

qk(0, j) = 0 = qk(I + 1, j), 1 6 j 6 J, (10)

qk(i, 0) = φ(i, 0) =φk(i, 0), 1 6 i 6 I. (11)

这里边值条件(10)类似于一般偏微分方程的
Dirchlet边界条件(第一类边值条件),初值条件(11)
是恒等初值条件,即每次迭代学习过程都从同一初
值出发.
在系统迭代k次后,相应的差分形式表示为

∆2qk(i, j) = qk(i, j + 1)− qk(i, j), (12a)

∆2
1qk(i− 1, j) =

qk(i+ 1, j)− 2qk(i, j) + qk(i− 1, j). (12b)

定定定理理理 1 若算法(6)中的学习增益γ(j)满足|1−
h(j)γ(j)|2 < 0.5, 0 6 j 6 J ,则当迭代次数k → ∞
时,系统(1)的输出误差ek(i, j)在下面意义下收敛为

零,即
lim
k→∞

∥ek(·, j)∥2 = 0, 0 6 j 6 J. (13)

证证证 由算法(6),可以得到

ek+1(i, j) =

ek(i, j) + yk(i, j)− yk+1(i, j) =

ek(i, j)−h(j)(uk+1(x, t)− uk(i, j))−
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(g(qk+1(i, j), j)− g(qk(i, j), j)) =

[1− h(j)γ(j)]ek(i, j)−
[g(qk+1(i, j), j)− g(qk(i, j), j)]. (14)

对式(14)两边同时平方:
e2k+1(i, j) =

{[1− h(j)γ(j)]ek(i, j)−
[g(qk+1(i, j), j)− g(qk(i, j), j)]}26
2[1− h(j)γ(j)]2e2k(i, j) +

2[g(qk+1(i, j), j)−g(qk(i, j), j)]
2. (15)

再对式(15)两边从i = 1到I求和,得
∥ek+1(·, j)∥2 6
2[1− h(j)γ(j)]2∥ek(·, j)∥2 +
2lg∥qk+1(·, j)− qk(·, j)∥2 6
2λhγ∥ek(·, j)∥2 + 2lg∥q̄k(·, j)∥2. (16)

式(16)中的
λhγ = sup

06j6J
{1− h(j)γ(j)}2,

q̄k(i, j) = qk+1(i, j)− qk(i, j).

从式(16)看出,为了证明∥ek(·, j)∥2的收敛性,需要
先估计∥q̄k(·, j)∥2. 由式(9a)(12a)得

qk(i, j + 1) =

a(j)∆2
1qk(i− 1, j) +

f(qk(i, j), uk(i, j), j) + qk(i, j). (17)

同理

qk+1(i, j + 1) =

a(j)∆2
1qk+1(i− 1, j) +

f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j) + qk+1(i, j). (18)

式(18)减式(17),并由式(12b)可得
q̄k(i, j + 1) =

a(j)[∆2
1qk+1(i− 1, j)−∆2

1qk(i− 1, j)] +

[f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j)−
f(qk(i, j), uk(i, j), j)] + q̄k(i, j) =

a(j)[q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i− 1, j)] + [f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j)−
f(qk(i, j), uk(i, j), j)] + q̄k(i, j). (19)

对上式两边同时平方,并由(a+b+c)263a2 +3b2 +

3c2可得

(q̄k(i, j + 1))2 =

{a(j)[q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i− 1, j)] + [f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j)−
f(qk(i, j), uk(i, j), j)] + q̄k(i, j)}2 6

3a2(j){[q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i− 1, j)]}2 + 3{f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j)−
f(qk(i, j), uk(i, j), j)}2 + 3{q̄k(i, j)}2. (20)

对上式两边同时从 i = 1到 I求和,并运用
Lipschitz条件(2),得

∥q̄k(·, j + 1)∥2 6

3a2(j)
I∑

i=1
{q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i−1, j)}2+3∥f(qk+1(i, j), uk+1(i, j), j)−
f(qk(i, j), uk(i, j), j)∥2 + 3∥q̄k(·, j)∥2 6

3a2(j)
I∑

i=1
{q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i−1, j)}2 + 3lf(∥qk+1(·, j)−qk(·, j)∥2 +
∥uk+1(·, j)− uk(·, j)∥2) + 3∥q̄k(·, j)∥2 =

3a2(j)
I∑

i=1
{q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i− 1, j)}2 + 3lf∥ūk(·, j)∥2 +
(3 + 3lf)∥q̄k(·, j)∥2 ,
Σ1 +Σ2 +Σ3. (21)

运用边界条件q̄k(0, j) = 0 = q̄k(I + 1, j), 16j

6 J ,则式(21)中Σ1为

Σ1 =3a2(j)
I∑

i=1
{q̄k(i+ 1, j)− 2q̄k(i, j) +

q̄k(i− 1, j)}2 6

3a2(j)
I∑

i=1
{3q̄2k(i+ 1, j) + 12q̄2k(i, j) +

3q̄2k(i− 1, j)} =

54a2(j)
I∑

i=1
q̄2k(i, j)− 9a2(j)q̄2k(1, j)−

9a2(j)q̄2k(I, j) 6 54a2(j)∥q̄k(·, j)∥2. (22)

把式(22)代入式(21)得

∥q̄k(·, j + 1)∥2 6
(54a2(j) + 3 + 3lf)∥q̄k(·, j)∥2 +
3lf∥ūk(·, j)∥2 6
M1∥q̄k(·, j)∥2 +M2∥ūk(·, j)∥2, (23)

其中:
M1 = sup

16j6J
{54a2(j) + 3 + 3lf}, M2 = 3lf ,

式(23)可写成
I∑

i=1
q̄2k(i, j + 1) 6

M1

I∑
i=1

q̄2k(i, j) +M2

I∑
i=1

ū2k(i, j). (24)
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对式(24)运用引理1和初值条件(11)得
I∑

i=1
q̄2k(i, j) 6

M j
1

I∑
i=1

q̄2k(i, 0) +
j−1∑
t=0

M2

I∑
i=1

ū2k(i, t)M
j−t−2
1 =

j−1∑
t=0

M2

I∑
i=1

ū2k(i, t)M
j−t−2
1 . (25)

由算法(6)可知

(ūk(i, j))
2=(uk+1(i, j)−uk(i, j))

26γ2e2k(i, j),

(26)
这里γ = sup

06j6J
γ(j). 因此式(25)为

∥q̄k(·, j)∥2 6 γ2M2

j−1∑
t=0

∥ek(·, t)∥2M
(j−t−2)
1 . (27)

把式(27)代入式(16)并左右同乘λj(0 < λ < 1),
并取λM1 < 1,则可得

∥ek+1(·, j)∥2λj 6
2λhγ∥ek(·, j)∥2λj +

2lgγ
2M2

j−1∑
t=0

∥ek(·, t)∥2λt(λM1)
j−t−2λ2 6

2λhγ∥ek∥2λ + 2lgγ
2M2λ

2
j−1∑
t=0

∥ek∥2λ(λM1)
j−t−2 =

(2λhγ + 2lgγ
2M2λ

2
j−1∑
t=0

(λM1)
j−t−2)∥ek∥2λ 6

(2λhγ + 2lgγ
2M2

λ2

1− λM1
)∥ek∥2λ, (28)

记

ρ , 2λhγ + 2lgγ
2M2

λ2

1− λM1
,

因为λ充分小,所以可使得2lgγ
2M2

λ2

1−λM1
<1,并

由定理 1的条件知2λhγ<1,因此 ρ < 1. 从而由式
(28)递推有

∥ek+1∥2λ 6 ρ∥ek∥2λ 6 · · · 6 ρk∥e1∥2λ, (29)

这样当k → ∞时, ∥ek+1∥2λ → 0. 最后因为

0 6 ∥ek(·, j)∥2 = λ−jλj∥ek(·, j)∥2 6
sup

06j6J
{∥ek(·, j)∥2λj}λ−J = λ−J∥ek∥2λ, (30)

那么,由夹逼准则可得

lim
k→∞

∥ek(·, j)∥2 = 0, 0 6 j 6 J. (31)

定理1证明完毕.

注注注 1 由于偏差分系统时间和空间变量离散且都是有

限范围,因此根据定理 1的结论 (13)以及 ∥ek(·, j)∥2 =
I∑

i=1
e2k(i, j)可得 lim

k→∞
ek(i, j) = 0, 1 6 i 6 I, 0 6 j 6 J.

注注注 2 一般的,常微分或差分系统迭代收敛性条件不等

式右端为常数1(对增益矩阵的要求). 类似参考文献[13, 20],

本文定理1的收敛性条件则为0.5,增益矩阵选择范围相对较

窄.实际上,分布参数系统的迭代收敛性条件较复杂,如参考

文献[17–19].

4 仿仿仿真真真(Simulations)
以下的仿真实例将说明本文所用算法的有效性.

设系统(1)的期望输出为

yd(i, j) = 2π sin(
i− 1

5
)(1− e−2(I+1−i)) sin j,

(32)

其中: (i, j) ∈ [1, 10]× [0, 200], I=10, J=200,系
统(1)中的非线性函数f, g为

f(qk(i, j), uk(i, j), j) =

a(j)qk(i, j)− 0.1 sin(qk(i, j)) + cuk(i, j),

g(qk(i, j), j) = w(j) cos(qk(i, j)),

(33)

这里: b(j) = −0.3− 8

20j
, c = 1, w(j) = 0.5+e−8j .

设系统(1)的系数为

a(j) = 0.2− 1

20j
, h(j) = 0.8 + e−4j , γ(j) = 0.8.

容易计算得 sup
16j6J

{1− h(j)λ(j)} < 0.5,满足定理1

的条件.下面的图1–6为仿真结果.

图 1 期望输出曲面

Fig. 1 Desired output

图 2 迭代25次后的输出曲面

Fig. 2 The twenty-fifth iterative output
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图 3 误差曲面(k = 15)
Fig. 3 Error surface (k = 15)

图 4 误差曲面(k = 20)
Fig. 4 Error surface (k = 20)

图 5 误差曲面(k = 25)
Fig. 5 Error surface (k = 25)

图 6 迭代–误差最大值变化曲线
Fig. 6 Iterative number-max tracking error

图1–6中: 图1是期望输出曲面,图2是相应的迭
代25次后的输出曲面,图3−5是分别迭代15, 20,
25次的输出误差跟踪曲面. 从图3–5可以看出随着

迭代次数的增加,输出跟踪误差的收敛性越来越好,
迭代25次后的误差为8.5200× 10−5,图6是误差最
大值收敛轨迹. 从图6可以看出,在迭代到15次时,
输出对期望轨迹已经基本实现了完全跟踪,因此仿
真结果验证了本文算法对偏差分系统(1)的有效性.

5 结结结论论论(Conclusions)
分布式系统的迭代学习控制问题因其状态空间

函数涉及多维函数空间,研究相对较复杂. 而这类
系统在实际中涉及较多. 本文研究了一类非线性偏
差分系统的迭代学习控制问题.在适当的初边值条
件下,所设计的P型学习算法能保证系统的输出误
差沿迭代轴收敛. 此外,在收敛性证明过程中无需
求出系统解的表达式,系数有界但不确定. 仿真实
例也验证了算法的有效性. 未来可进一步研究由偏
差分方程组给定的多输入多输出系统的迭代学习控

制问题.
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